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Πρόλογος

Οι πρόχειρες αυτές σηµειώσεις διαφορικών εξισώσεων γράφτηκαν για τις φοιτήτριες και

τους φοιτητές του ΤµήµατοςΜαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Κρήτης, που παρακολου-

θούν το µάθηµαΜ104Απειροστικός Λογισµός ΙΙΙ. Σκοπός τους είναι να αποτελέσουν µί-

α γρήγορη εισαγωγή στις διαφορικές εξισώσεις, ώστε οι ενδιαφερόµενοι να αποκτήσουν

την ικανότητα να επιλύουν τις εξισώσεις αυτές. Συνεπώς, είναι πέρα από τη στόχευση

των σηµειώσεων αυτών η οποιαδήποτε εµβάθυνση στην πλούσια θεωρία των συνήθων

διαφορικών εξισώσεων. Προφανώς οµως, η θεωρία δεν µπορεί να παραβλεφθεί· όπου

χρειάζεται θα παρατίθεται, ενίοτε και µε αποδείξεις.

Ι.∆. Πλατής

Ηράκλειο Κρήτης, 2011
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή και βασικές έννοιες

Πολλά σηµαντικά προβλήµατα στην µηχανική, στις θετικές αλλά και στις κοινωνικές

επιστήµες, όταν σχηµατοποιούνται µε µαθηµατικούς όρους, απαιτούν τον προσδιορισµό

µίας συνάρτησης που ικανοποιεί µία εξίσωση που περιέχει της παραγώγους της άγνωστης

συνάρτησης. Ίσως το πλέον οικείο παράδειγµα είναι ο νόµος του Νεύτωνα

m
d2u(t)

dt2
= F

(

t, u(t),
du(t)

dt

)

(1.1)

για τη θέση u(t) ενός υλικού σηµείου στο οποίο ασκείται δύναµη F , η οποία είναι συνάρ-
τηση του χρόνου t, της θέσης u(t) και της ταχύτητας du(t)/dt. Για να προσδιορίσουµε
την κίνηση του υλικού σηµείου στο οποίο ασκείται η F , πρέπει να βρούµε µία συνάρτηση
u(t) που ικανοποιεί την Εξ.1.1. Όταν η δύναµη είναι λόγω της βαρύτητας, τότε

m
d2u(t)

dt2
= −mg. (1.2)

Ολοκληρώνοντας την Εξ.1.2 έχουµε

du(t)

dt
= −gt+ c1,

u(t) = −1

2
gt2 + c1t+ c2,

όπου c1, c2 σταθερές. Για να προσδιορίσουµε πλήρως την u(t) χρειάζονται άλλες δύο
επιπρόσθετες συνθήκες, όπως η θέση και η ταχύτητα του σηµείου σε κάποιο χρόνο. Αυτές

οι συνθήκες αρκούν για να προσδιορίσουµε πλήρως την u(t).
Για να αναπτύξουµε τη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων µε συστηµατικό τρόπο,

είναι χρήσιµο να κατατάξουµε τους διάφορους τύπους εξισώσεων. Η προφανέστερη κα-

τάταξη βασίζεται στο ως προς το πότε η άγνωστη συνάρτηση εξαρτάται από µία ή περισ-

σότερες µεταβλητές. Στην πρώτη περίπτωση, όπου εµφανίζονται µόνο συνήθεις παράγω-

γοι στην διαφορική εξίσωση λέµε ότι έχουµε συνήθη διαφορική εξίσωση. Στην δεύτερη

περίπτωση, όπου εµφανίζονται µερικές παράγωγοι, λέµε ότι έχουµε διαφορική εξίσωση

µε µερικές παραγώγους.
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2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΚΑΙ ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Ακολουθούν δύο παραδείγµατα επιπρόσθετα στην Εξ.1.1: Η δ.ε.

L
d2Q(t)

dt2
+R

dQ(t)

dt
+

1

C
Q(t) = E(t)

για το φορτίο Q(t) σε ένα πυκνωτή ενός κυκλώµατος χωρητικότητας C, αντίστασης R,
επαγωγής L και τάσης E(t)· και η εξίσωση που δίνει τον ρυθµό της µείωσης της ποσό-
τητας R(t) µίας ραδιενεργού ουσίας µε τον χρόνο (όπως λ.χ. το ράδιο)

dR(t)

dt
= −kR(t),

όπου k γνωστή σταθερά. Τυπικά παραδείγµατα διαφορική εξίσωση µε µερικές παραγώ-
γους είναι η εξίσωση δυναµικού του Laplace

∂2u(x, y)

∂x2
+
∂2u(x, y)

∂y2
= 0,

η εξίσωση της θερµότητας

a2
∂2u(x, t)

∂x2
=
∂u(x, y)

∂t
,

και η κυµατική εξίσωση

a2
∂2u(x, t)

∂x2
=
∂2u(x, t)

∂t2
.

1.1 Συνήθεις διαφορικές εξισώσεις

Η γενική µορφή µιας διαφορικής εξίσωσης (δ.ε.) είναι η

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 (1.3)

Τάξη της δ.ε. είναι η µεγαλύτερη παράγωγος που εµφανίζεται στην Εξ.1.3. Λόγου χάρη

η δ.ε.

y′′ + 8y2 − 3x = 0

είναι δεύτερης τάξης. Όταν η Εξ.1.3 είναι πολυώνυµο ως προς τις παραγώγους της ζη-

τούµενης y, τότε η µεγαλύτερη δύναµη των παραγώγων λέγεται βαθµός της δ.ε. Λόγου
χάρη, η δ.ε.

(y′)2 − 2x = 4y′′

είναι δεύτερης τάξης και δεύτερου βαθµού, ενώ η δ.ε.

y′′′ + y = x3

είναι τρίτης τάξης και πρώτου βαθµού.
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Ορισµός 1.1.1 Λέγοντας λύση1 µιας δ.ε. της µορφής Εξ.1.3, εννούµε µία συνάρτηση

y = f(x) που την επαληθεύει, δηλαδή

F (x, f(x), f ′(x), . . . , f (n)(x)) = 0,

σε κάποιο ανοικτό διάστηµα (a, b) του R.

Κάτω υπό ορισµένες προϋποθέσεις η δ.ε. Εξ.1.3 τάξης n επιδέχεται ως λύση µία n-
παραµετρική οικογένεια καµπυλών

y = f(x, c1, . . . , cn)

όπου ci είναι αυθαίρετες σταθερές. Η y λέγεται γενικό ολοκλήρωµα και οι καµπύλες που
προκύπτουν λέγονται ολοκληρωτικές καµπύλες της Εξ.1.3.

Ορισµός 1.1.2 Λέγοντας µερική λύση της δ.ε. Εξ.1.3 εννοούµε µία συνάρτηση y που
λύνει την δ.ε. και δεν εξαρτάται από αυθαίρετες σταθερές. Οι λύσεις της δ.ε. που δεν

προκύπτουν από το γενικό της ολοκλήρωµα, ονοµάζονται ιδιάζουσες.

Για παράδειγµα, η y′ = y+ 1 έχει γενικό ολοκλήρωµα y = cex − 1, c ∈ R και για c = 1

παίρνουµε την µερική λύση y = ex − 1. Από την άλλη η δ.ε. y = xy′ +(y′)2 έχει γενικό

ολοκλήρωµα y = cx+c2 απ΄ όπου όµως δεν προκύπτει η ιδιάζουσα λύση y = −(1/4)x2.

Ορισµός 1.1.3 Το γενικό ολοκλήρωµα είναι γενική λύση της δ.ε. όταν από αυτό προκύ-

πτουν όλες οι λύσεις της δ.ε.

Ορισµός 1.1.4 Λέγοντας πρόβληµα αρχικών τιµών ή πρόβληµα Cauchy εννούµε την δ.ε.

Εξ.1.3 µαζί µε τις συνθήκες

y(x0) = a0, y′(x0) = a1, . . . y(n−1)(x0) = an−1.

Προφανώς η λύση ενός προβλήµατος αρχικών τιµών µας δίνει µία µερική λύση της δ.ε.

Εξ.1.3. Για να λύσουµε ένα πρόβληµα αρχικών τιµών, ενεργούµε ως εξής.

α) Εάν η δ.ε. µας είναι πρώτης τάξης, τότε βρίσκουµε πρώτα το γενικό ολοκλήρωµα

y = f(x, c) και προσδιορίζουµε τη σταθερα c από την αρχική συνθήκη y(x0) = a0.

β) Η διαδικάσία για δ.ε. ανώτερης τάξης είναι παραπλήσια. Εντοπίζουµε πρώτα το

γενικό ολοκλήρωµα y = f(x, c1, . . . , cn) και κατόπιν, από το σύστηµα

f(x0, c1, . . . , cn) = a0.

f ′(x0, c1, . . . , cn) = a1,

...

f (n−1)(x0, c1, . . . , cn) = an−1,

προσδιορίζουµε τις c1, . . . , cn.

1Για το πότε υπάρχει λύση µιας οποιαδήποτε δ.ε. δείτε την Παράγραφο 2.8.



4 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΚΑΙ ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Εάν οι αρχικές συνθήκες δίνονται σε περισσότερες της µιας τιµές της µεταβλητής x,
τότε λέµε ότι έχουµε συνοριακό πρόβληµα, και οι αρχικές συνθήκες λέγονται συνοριακές

συνθήκες.

Για παράδειγµα, ένα συνοριακό πρόβληµα είναι το

y′′ + 2y′ = ex, y(π) = 1, y′(1) = 1.



Κεφάλαιο 2

∆ιαφορικές εξισώσεις πρώτης

τάξης

2.1 ∆ιαφορικές εξισώσεις χωριζοµένων µεταβλητών

Ορισµός 2.1.1 Μία διαφορική εξίσωση της µορφής

dy

dx
= f(x)g(y) (2.1)

λέγεται δ.ε. χωριζοµένων µεταβλητών.

Γράφοντας

dy

g(y)
= f(x)dx

προκύπτει η λύση της Εξ.2.1 µε ολοκλήρωση:
∫

dy

g(y)
=

∫

f(x)dx + c, c αυθαίρετη σταθερά. (2.2)

Παράδειγµα 2.1.2 Να λυθεί η δ.ε. xy′ = y − yx.

Γράφουµε

dy

y
=

1− x

x
dx

και ολοκληρώνοντας (y 6= 0, x 6= 0) παίρνουµε

log y = log x− x+ log c, c αυθαίρετη σταθερά.

Άρα, log(y/c) = log(xe−x), απ΄ όπου τελικά

y = cxe−x, x 6= 0.

Εφαρµογή 2.1.3 Λύστε το πρόβληµα αρχικών τιµών

dy

dx
=
y sinx

1 + y2
, y(0) = 1.

5



6 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Λύστε τις δ.ε.

1.
dy

dx
=
x2

y
2.
dy

dx
=

x2

y(1 + x2)
3.
dy

dx
+ y2 sinx = 0

4.
dy

dx
= 1 + x+ y2 + xy2 5.

dy

dx
= (cos2 x)(cos2 2y) 6. x

dy

dx
= (1− y2)1/2

7.
dy

dx
=
x− e−x

y + ey
8.
dy

dx
=

x2

1 + y2

Λύστε τα προβλήµατα αρχικών τιµών

9. sin 2xdx+ cos 3ydy = 0, y(π/2) = π/3

10. xdx+ ye−xdy = 0, y(0) = 1

11.
dy

dx
=

2x

1 + 2y
y(2) = 0

12. ∆είξτε ότι παρόλο που η δ.ε.

dy

dx
=
y − 4x

x− y

δεν είναι χωριζοµένων µεταβλητών, µπορεί να αναχθεί σε δ.ε χωριζοµένων µεταβλητών

µε την αντικατάσταση v = y/x.

2.2 Οµογενείς διαφορικές εξισώσεις

Ορισµός 2.2.1 Μία διαφορική εξίσωση της µορφής

P (x, y)dx +Q(x, y)dy = 0 (2.3)

λέγεται οµογενής δ.ε. εάν οι P,Q ικανοποιούν τις σχέσεις

P (tx, ty) = tmP (x, y) και Q(tx, ty) = tmQ(x, y)

για κάθε (x, y), για κάθε t ∈ R∗ και για κάποιο θετικό ακέραιοm.

Κάθε οµογενής δ.ε. ανάγεται σε δ.ε. της µορφής

dy

dx
= F (y/x). (2.4)

Για να επιλύσουµε την Εξ.2.4 ενεργούµε ως εξής : θέτουµε

z =
y

x
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άρα y = xz και έτσι

dy

dx
= z + x

dz

dx
.

Αντικαθιστώντας στην Εξ.2.4 προκύπτει η δ.ε. χωριζοµένων µεταβλητών

dz

F (z)− z
=
dx

x
.

Παράδειγµα 2.2.2 Να λυθεί η δ.ε. xydx + (x2 − y2)dy = 0.

Είναι P (x, y) = xy και Q(x, y) = x2 − y2. Βλέπουµε ότι

P (tx, ty) = t2P (x, y) και Q(tx, ty) = t2Q(x, y).

Γράφουµε

dy

dx
=

xy

y2 − x2
= (διαιρώντας µε x2) =

y
x

y2

x2 − 1
.

Θέτουµε z = y/x και καταλήγουµε στην ολοκλήρωση

∫

1− z

2z3 − z
dz =

∫

dx

x
= log(cx).

Το αριστερό ολοκλήρωµα είναι επιλύσιµο αλλά όχι απλό. Εάν όµως γράφαµε

dy

dx
=

xy

y2 − x2
= (διαιρώντας µε y2) =

x
y

1− x2

y2

,

αντιστρέφοντας θα παίρναµε την δ.ε.

dx

dy
=

1− x2

y2

x
y

.

Θέτοντας z = x/y, θα καταλήγαµε στην ολοκλήρωση

∫

zdz

1− 2z2
= log(cy)

που υπολογίζεται ευκολότερα.

Εφαρµογή 2.2.3 ∆ώστε ένα τρόπο επίλυσης της δ.ε.

dy

dx
=
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

.

Πάρτε τις εξής περιπτώσεις :



8 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

α) Εάν
∣

∣

∣

∣

a1 b1
a2 b2

∣

∣

∣

∣

6= 0

επιλύστε το γραµµικό σύστηµα

a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0.

Εάν x = A, y = B είναι οι λύσεις του συστήµατος, προχωρήστε στην αντικατά-
σταση

x = X +A, y = Y +B

για να πάρετε την οµογενή δ.ε.

dY

dX
=
a1X + b1Y

a2X + b2Y
.

β) Εάν
∣

∣

∣

∣

a1 b1
a2 b2

∣

∣

∣

∣

= 0

θέστε z = a1x+ b1y.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

∆είξτε ότι οι παρακάτω εξισώσεις είναι οµογενείς και λύστε τις.

1.
dy

dx
=
x+ y

x
2. 2ydx− xdy = 0 3.

dy

dx
=
x2 + xy + y2

x2

4.
dy

dx
=
x2 + 3y2

2xy
5.
dy

dx
=

4y − 3x

2x− y
6. x

dy

dx
= −4x+ 3y

2x+ y

7.
dy

dx
=
x+ 3y

x− y
8. (x2 + 3xy + y2)dx − x2dy = 0.

Λύστε τιε δ.ε.

8.
dy

dx
=
x+ 3y − 5

x− y − 1

9.
dy

dx
= −4x+ 3y + 15

2x+ y + 7

10.
dy

dx
=
x− 2y + 1

x− 2y − 1
.
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2.3 Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις

Ορισµός 2.3.1 Μία διαφορική εξίσωση της µορφής

dy

dx
+ P (x)y = Q(x) (2.5)

λέγεται γραµµική δ.ε. Εάν Q(x) = 0 τότε λέγεται οµογενής γραµµική δ.ε.

Η οµογενής γραµµική δ.ε. είναι χωριζοµένων µεταβλητών και έχει γενική λύση την

y = ce−
∫
P (x)dx.

Για να λύσουµε την γραµµική δ.ε. 2.5 θέτουµε

y = ze−
∫
P (x)dx.

Παραγωγίζοντας προκύπτει

dy

dx
=
dz

dx
e−

∫
P (x)dx − zP (x)e−

∫
P (x)dx.

Αντικαθιστώντας τις τιµες των y και dy/dx παίρνουµε την δ.ε. χωριζοµένων µεταβλητών

dz

dx
e−

∫
P (x)dx = Q(x),

απ΄ όπου

z =

∫

Q(x)e
∫
P (x)dx + c.

Άρα, η γενική λύση της γραµµικής δ.ε. 2.5 είναι

y = e−
∫
P (x)dx

(∫

Q(x)e
∫
P (x)dxdx+ c

)

. (2.6)

Παράδειγµα 2.3.2 Να λυθεί η γραµµική δ.ε. y′ − xy = xex
2

.

Η αντίστοιχη οµογενής γράφεται

dy

dx
− xy = 0

και έχει λύση την y = cex
2/2. Θέτουµε y = zex

2/2 και παραγωγίζουµε:

dy

dx
= ex

2/2 dz

dx
+ xzex

2/2.

Αντικαθιστώντας στην γραµµική δ.ε. παίρνουµε

ex
2/2 dz

dx
= xex

2

,

άρα dz = xex
2/2dx που δίνει µετά την ολοκλήρωση z = ex

2/2 + c. Συνεπώς η γενική
λύση είναι

y = ex
2/2(ex

2/2 + c).
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Παράδειγµα 2.3.3 Να λυθεί το πρόβληµα αρχικής τιµής

y′ − 2yx = x, y(0) = 1.

Η λύση της αντίστοιχης οµογενούς είναι y = cex
2

. Θέτοντας y = zex
2

παίρνουµε

dz

dx
= xe−x2

άρα

y = −1

2
+ cex

2

.

Η αρχική συνθήκη δίνει c = 3/2.

Για την ύπαρξη λύσης της γραµµικής δ.ε. 2.5 µε αρχική συνθήκη y(x0) = y0, έχουµε
το παρακάτω:

Θεώρηµα 2.3.4 Έστω (x0, y0) δοθέν σηµείο τουR
2. Αν οι P (x) καιQ(x) είναι συνεχείς

σε άνα ανοικτό διάστηµα (a, b), µε x0 ∈ (a, b), τότε υπάρχει µοναδική λύση y = y(x)
της γραµµικής δ.ε. 2.5, µε y(x0) = y0.

Απόδειξη

Υποθέτοντας ότι η Εξ.2.5 έχει λύση, η παραγώγιση που ακολουθεί τον ορισµό 2.3.1 δεί-

χνει ότι αυτή πρέπει να είναι της µορφής 2.6. Παρατηρήστε ότι εφόσον η P είναι συνεχής
στο (a, b), η ποσότητα

µ(x) = e
∫
P (x)dx

ορίζεται και είναι παραγωγίσιµη µε µη µηδενική παράγωγο στο (a, b). Με αυτό δικαιο-
λογείται η µετατροπή της Εξ.2.5 σε µία εξίσωση της µορφής

[µ(x)y]′ = µ(x)Q(x). (2.7)

Η συνάρτηση µQ έχει αντιπαράγωγο εφόσον οι µ και Q είναι συνεχείς, και η Εξ.2.6

προκύπτει από την Εξ.2.7 Η ύπαρξη µίας τουλάχιστον λύσης επιβεβαιώνεται αντικαθι-

στώντας την λύση y της Εξ.2.6 στην δ.ε. 2.5. Τέλος η αρχική συνθήκη προσδιορίζει µε
µοναδικό τρόπο τη σταθερά c και η απόδειξη ολοκληρώνεται. 2

Παράδειγµα 2.3.5 Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών y′ + 2
xy = 4x, y(1) = 2.

Η γενική λύση της δ.ε. είναι η

y = x2 +
c

x2
,

οπότε θέτοντας x = 1 και y = 2 παίρνουµε την λύση του προβλήµατος

y = x2 +
1

x2
.
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Ας παρατηρήσουµε πως αν αφήσουµε το x→ 0 (στο σηµείο ασυνέχειας της P (x) = 2
x2 ),

η λύση απειρίζεται. Από την άλλη, αλλάζοντας την συνθήκη σε y(1) = 1, παίρνουµε

c = 0 και η λύση y = x2 δεν απειρίζεται καθώς το x→ 0.
Τι συµπεραίνουµε λοιπόν; Το Θεώρηµα 2.3.4 δεν µας λέει ότι οι λύσεις στα σηµεία

ασυνέχειας τωνP,Q είναι ιδιάζουσες, αλλά το ότι οι λύσεις δεν είναι ιδιάζουσες στα σηµεία
συνέχειας.

Εφαρµογή 2.3.6 Αφού παρατηρήσετε ότι κάθε δ.ε. της µορφής

f ′(y)
dy

dx
+ f(y)P (x) = Q(x)

ανάγεται σε γραµµική δ.ε. µε την αντικατάσταση v = f(y), λύστε την

sin y
dy

dx
= cosx(2 cos y − sin2 x).

Κλείνοντας αυτήν την παράγραφο, κάνουµε ορισµένες χρήσιµες παρατηρήσεις.

α) Εάν w(x) είναι η γενική λύση της οµογενούς γραµµικής δ.ε. και y0(x) είναι µία
µερική λύση της γραµµικής δ.ε., τότε η γενική λύση της γραµµικής δ.ε. είναι η

y(x) = w(x) + y0(x).

β) Από το προηγούµενο προκύπτει ότι αν y1(x) και y2(x) είναι δύο µερικές λύσεις
της γραµµικής δ.ε.. τότε

y = y1 + c(y2 − y1) ή, ισοδύναµα
y2 − y

y − y1
= C.

Με άλλα λόγια, µία τυχαία ολοκληρωτική καµπύλη της Εξ. 2.5 διαιρεί το ευθύ-

γραµµο τµήµα που είναι παράλληλο µε τον άξονα y και περιλαµβάνεται µεταξύ
δύο ολοκληρωτικών καµπύλων της Εξ. 2.5 σε σταθερό λόγο.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Λύστε τις δ.ε. και τα αντίστοιχα προβλήµατα αρχικής τιµής.

1. y′ + 3y = x+ e−2x 2. y′ − 2y = x2e2x 3. y′ + y = xe−x + 1

4. y′ + (1/x)y = 3 cos(2x) 5. y′ − y = 2xe2x 6. y′ + 2y = xe−2x, y(1) = 0

7. y′ + (2/x)y =
cosx

x2
, y(π) = 0, x > 0 8. y′ + y =

1

1 + x2
, y(0) = 0.

9. Λύστε την δ.ε.

dy

dx
=

1

ey − x
.

(Υπόδειξη: Θεωρείστε την x σαν εξαρτηµένη µεταβλητή αντί της y.)

10. Αποδείξτε τους ισχυρισµούς που υπάρχουν στο τέλος της παραγράφου.
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2.4 ∆ιαφορικές εξισώσεις του Bernoulli

Ορισµός 2.4.1 Μία διαφορική εξίσωση της µορφής

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)yn, n 6= 0, 1, (2.8)

λέγεται δ.ε. του Bernoulli.

Η παραπάνω δ.ε επιλύεται µε την αντικατάσταση v = y−n+1. Προκύπτει τότε

dv

dx
= (−n+ 1)y−n dy

dx
, δηλαδή

1

−n+ 1

dv

dx
= y−n dy

dx
.

Αντικαθιστώντας στην δ.ε., προκύπτει η γραµµική δ.ε.

dv

dx
+ (−n+ 1)P (x)v = (−n+ 1)Q(x).

Παράδειγµα 2.4.2 Να λυθεί η δ.ε. y′ + y = yn, n 6= 0, 1.

Θέτουµε v = y−n+1, οπότε 1
−n+1

dv
dx = y−n dy

dx και αντικαθιστώντας στην δ.ε., έχου-

µε

dv

dx
+ (−n+ 1)v = (−n+ 1)

που είναι γραµµική. Η γενική της λύση είναι:

v = 1 + ce(n−1)x, άρα y =
(

1 + ce(n−1)x
)

1
−n+1

.

Εφαρµογή 2.4.3 Να λυθεί η δ.ε. 6y3dx− x(2x3 + y)dy = 0.

(Υπόδειξη: Γράψτε την ως

dx

dy
− 1

6y2
x =

1

3y3
x4

και θέστε v = x−3).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Λύστε τις δ.ε.

1. y′ = y − xy3e−2x 2. 4y′ − y tanx+ y5 sin(2x) = 0

3. y′ + xy =
x

y3
4. y′ − y = xy5.
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2.5 ∆ιαφορικές εξισώσεις του Riccati

Ορισµός 2.5.1 Μία διαφορική εξίσωση της µορφής

dy

dx
+ P (x)y +Q(x)y2 = R(x), (2.9)

λέγεται δ.ε. του Ricatti.

Η δ.ε. 2.9 έχει την ιδιοµορφία ότι λύνεται µόνο εάν είναι γνωστή µία µερική λύση της u(x).
Όταν συµβαίνει αυτό, θέτουµε

y = u(x) + z−1

και προκύπτει µία γραµµική δ.ε.

dz

dx
− (P (x) + 2Q(x)u)z = Q(x).

Παράδειγµα 2.5.2 Να λυθεί η δ.ε. x2y′ = x2y2 + xy − 3.

Μία προφανής λύση της είναι η u(x) = 1
x . Με την αντικατάσταση

y = x−1 + z−1

αναγόµαστε στην δ.ε.

dz

dx
+

3

x
z = −1,

της οποίας η γενική λύση είναι η

z = −x
4
+

c

x3
.

Άρα, η γενική λύση της δοθείσας δ.ε. είναι

y =
1

x
+

1

−x
4 + c

x3

.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Λύστε τις δ.ε.

1. x2y′ = x2y2 + xy − 3 2. xy′ = 2(x− y)2 + (x− y) + x

3. x2y′ = (y − 1)(x+ y − 1).

(Υπόδειξη: Μερικές λύσεις : 1. u(x) = 1/x, 2. u(x) = x, 3. u(x) = 1.)
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2.6 Πλήρεις διαφορικές εξισώσεις

Ας θεωρήσουµε πρώτα την εξίσωση

f(x, y) = c

όπου c σταθερά. Υποθέτοντας ότι η παραπάνω εξίσωση προσδιορίζει την y πεπλεγµένα
ως συνάρτηση του x, παραγωγίζοντας ως προς x παίρνουµε

fx(x, y) + fy(x, y)y
′ = 0.

Αντιστρόφως, ας υποθέσουµε ότι δίνεται η δ.ε.

P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0.

Εάν υπάρχει συνάρτηση f τέτοια ώστε

fx = P (x, y), και fy = Q(x, y)

και τέτοια ώστε η f(x, y) = c όρίζει την y = φ(x) ως πεπλεγµένη παραγωγίσιµη συνάρ-
τηση του x, τότε

P (x, y) +Q(x, y)y′ = fx(x, y) + fy(x, y)y
′

=
d

dx
{f(x, φ(x))} .

Άρα λοιπόν, η εξίσωση P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0 δίνει τότε

d

dx
{f(x, φ(x))} = 0.

και στην περίπτωση αυτή η δ.ε. λέγεται πλήρης (ή ακριβής).1

Παράδειγµα 2.6.1 Έστω η δ.ε.

2xy3 + 3x2y2
dy

dx
= 0.

Παρατηροόµε ότι γράφεται και ως

d

dx
(x2y3) = 0,

άρα η λύση δίνεται πεπλεγµένα από την x2y3 = c.

1Παρατηρήστε ότι το να πούµε ότι η δ.ε. P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 είναι πλήρης, είναι ισοδύναµο µε το
να πούµε ότι το διανυσµατικό πεδίο

F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y))

είναι πεδίο κλίσεων.
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Θεώρηµα 2.6.2 Έστω P,Q, Py , Qx συνεχείς στο ορθογώνιο
2

R = {(x, y) ∈ R
2 : a < x < b, c < y < d}.

Τότε η δ.ε.

P (x, y)dx +Q(x, y)dy = 0 (2.10)

είναι πλήρης αν και µόνο αν

Py = Qx. (2.11)

Το γενικό ολοκλήρωµα της Εξ.2.10 είναι τότε το

f(x, y) =

∫ x

x0

P (t, y)dt+

∫ y

y0

Q(x0, t)dy = c, (2.12)

όπου το (x0, y0) ∈ R.3

Απόδειξη

Η απόδειξη αυτού του θεωρήµατος χωρίζεται σε δύο µέρη. ∆είχνουµε πρώτα ότι εάν

υπάρχει µία συνάρτηση f για την οποία ισχύει

fx = P (x, y), και fy = Q(x, y), (2.13)

τότε ικανοποιείται η 2.11. Πράγµατι, παραγωγίζοντας τις 2.13, είναι

fyx = Py και fxy = Qx

και το αποτέλεσµα προκύπτει από τις υποθέσεις για τις Py και Qx και το Λήµµα του

Schwarz.

Θα δείξουµε τώρα ότι εάν οι P και Q ικανοποιούν την 2.11, τότε η δ.ε. 2.10 είναι
πλήρης. Στην απόδειξη θα κατασκευάσουµε µία συνάρτηση f(x, y) που θα ικανοποιεί
τις σχέσεις 2.13. Ολοκληρώνοντας την αριστερή σχέση ως προς x έχουµε

f(x, y) =

∫ x

xo

P (t, y)dt+ g(y).

Εδώ η g είναι οποιαδήποτε συνάρτηση του y. παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση ως
προς y και χρησιµοποιώντας τον κανόνα της παραγώγισης υπό το σύµβολο της ολοκλή-
ρωσης παίρνουµε

fy(x, y) =
∂

∂y

∫ x

x0

P (t, y)dt+ g′(y)

=

∫ x

x0

Py(t, y)dt+ g′(y).

2Στην πράξη αρκεί τοR να είναι ανοικτό και απλά συνεκτικό, δηλαδή να µην έχει οπές.
3Στην περίπτωση όπου τοR είναι οποιοσήποτε ανοικτό απλά συνεκτικό σύνολο, το σηµείο (x0, y0) πρέπει

να εκλεγεί κατάλληλα ώστε η περίµετρος του τετραγώνου µε κορυφές τα σηµεία (x0, y0), (x, y0), (x, y) και
(x0, y) να ανήκει στοR.
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Επειδή fy = Q έχουµε

g′(y) = Q(x, y)−
∫ x

x0

P (t, y)dt. (2.14)

Για να προσδιορίσουµε την g, είναι ουσιαστικό το δεξιό µέλος της 2.14 να είναι συνάρτη-
ση µόνο του y (παρ΄ όλο που δεν φαίνεται ως τέτοιο!). Για να το επιβεβαιώσουµε αυτό,
παραγωγίζουµε ως προς x για να πάρουµε την ποσότητα

Qx − Py

που µηδενίζεται λόγω της σχέσης 2.11. Άρα πράγµατι, το δεξιό σκέλος της 2.14 δεν

εξαρτάται από το x και ολοκληρώνοντας προκύπτει η g. Προκύπτει ύστερα απ΄ αυτό ο
τύπος της γενικής λύσης 2.12. 2

Είναι καλό να λύνετε τις πλήρεις δ.ε. όχι µε την βοήθεια του τύπου, αλλά κάνοντας

κάθε φορά την διαδικασία εύρεσης της λύσης f . Ουσιαστικά το να επιλύσετε µία πλήρη
δ.ε. Pdx + Qdy = 0 είναι ισοδύναµο µε το να βρείτε την συνάρτηση δυναµικού f του
συντηρητικού διανυσµατικού πεδίου F = (P,Q).

Παράδειγµα 2.6.3 Λύστε την δ.ε.

(y cosx+ 2xey)dx+ (sinx+ x2ey + 2)dy = 0.

Εφόσον

Py = cosx+ 2xey = Qx,

η δ.ε. είναι πλήρης. Ψάχνουµε συνάρτηση f που να ικανοποιεί τις

fx = y cosx+ 2xey, και fy = sinx+ x2ey + 2.

Ολοκληρώνοντας ως προς x την αριστερή σχέση έχουµε

f(x, y) = sinx+ x2ey + g(y).

Παραγωγίζοντας ως προς y και εξισώνοντας µε την δεξιά σχέση προκύπτει

fy = x2ey + g′(y) = sinx+ x2ey + 2 ⇒ g(y) = 2y + c.

Άρα, το γενικό ολοκλήρωµα της δ.ε. είναι

f(x, y) = y sinx+ x2ey + 2y = c.

Παράδειγµα 2.6.4 ∆είξτε ότι η δ.ε.

(x− 2xy + ey)dx + (y − x2 + xey)dy = 0

είναι πλήρης και βρείτε την λύση y(x) που ικανοποιεί την αρχική συνθήκη y(1) = 0.

Εύκολα βλέπουµε ότι

Py = −2x+ ey = Qx
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άρα η δ.ε. είναι πλήρης. Το χωρίο όπου οι P , Q, Px, Qy είναι συνεχείς είναι όλο το R
2,

άρα µπορούµε να επιλέξουµε ως (x0, y0) το (0, 0). Το γενικό ολκλήρωµα 2.12 είναι

∫ x

0

(t− 2ty + ey)dt+

∫ y

0

tdt = c⇒ x2

2
− x2y + xey +

y2

2
= c.

Για x = 1 και y = 0 παίρνουµε (υπό πεπλεγµένη µορφή) τη ζητούµενη λύση

x2 − 2x2y + 2xey + y2 = 3.

Άλλη µία εναλλακτική µέθοδος εύρεσης της γενικής λύσης µιας πλήρους δ.ε. είναι το

να πάρουµε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα

I =

∫

C

P (x, y)dx+Q(x, y)dy,

όπου C είναι οποιοσδήποτε προσανατολισµένη καµπύλη που ενώνει ένα (x0, y0) ∈ R µε
το τυχαίο σηµείο (x, y). (Μην ξεχνάτε ότι τοR πρέπει να είναι απλά συνεκτικό!). Επειδή
το διανυσµατικό πεδίο (P,Q) είναι συντηρητικό, το I είναι ανεξάρτητο του δρόµου, έτσι
µπορούµε να επιλέξουµε τηνC να είναι το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα (x0, y0) και
(x, y) δηλαδή

t→ (x(t), y(t)) = (x0, y0) + t(x− x0, y − y0), t ∈ [0, 1].

Έτσι,

I =

∫ 1

0

P (x(t), y(t))x′(t)dt+

∫ 1

0

Q(x(t), y(t))y′(t)dt

=

∫ 1

0

P (x(t), y(t))(x − x0)dt+

∫ 1

0

Q(x(t), y(t))(y − y0)dt = c

και η σταθερά εδώ είναι ίση µε f(x, y)−f(x0, y0), όπου f είναι η συνάρτηση δυναµικού
του συντηρητικού πεδίου (P,Q).
Στο προηγούµενο παράδειγµα, για (x0, y0) = (0, 0) παίρνοντας τον δρόµο

t→ (tx, ty)

έχουµε

I =

∫ 1

0

P (tx, ty)(tx)′dt+

∫ 1

0

Q(tx, ty)(ty)′dt =
x2

2
− x2y + xey +

y2

2
= c.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Προσδιορίστε ποιες από τις παρακάτω δ.ε. είναι πλήρεις. Αν είναι, βρείτε τη λύση τους.

1. (2x+ 3)dx+ (2y − 2)dy = 0 2. (2x+ 4y) + (2x− 2y)y′ = 0

3. (9x2 + y − 1)dx− (4y − x)dy = 0 4. (2xy2 + 2y) + (2x2y + 2x)y′ = 0.
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5.
dy

dx
= −ax+ by

bx+ cy
6.
dy

dx
= −ax− by

bx− cy

7. (ex sin y − 2y sinx)dx+ (ex cos y + 2 cosx)dy = 0

8. (ex sin y + 3y)dx− (3x− ex sin y)dy = 0

9. (yexy cos(2x)− 2exy sin(2x) + 2x)dx+ (xexy cos(2x)− 3)dy = 0

10.
(y

x
+ 6x

)

dx + (lnx− 2)dy = 0, x > 0

11. (x ln y + xy)dx+ (lnx− 2)dy = 0, x > 0, y > 0

12.
xdx

(x2 + y2)3/2
+

ydy

(x2 + y2)3/2
= 0

13. Βρείτε την τιµή του b για την οποία οι παρακάτω δ.ε. είναι πλήρεις και κατόπιν λύστε
τις.

α) (xy2 + bx2y)dx+ (x+ y)x2dy = 0

β) (ye2xy + x)dx + bxe2xydy = 0

14. Θεωρήστε την πλήρη δ.ε.

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0.

Βρείτε τύπο για την γενική της λύση ανάλογοµε εκείνον της σχέσης 2.12 ολοκληρώνοντας

πρώτα την fy = Q αντί της fx = P .

15. ∆είξτε ότι κάθε δ.ε. χωριζοµένων µεταβλητών είναι πλήρης.

16. Πότε η γραµµική δ.ε.

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)

είναι πλήρης; Υποθέστε ότι οι P,Q είναι συνεχώς παραγωγίσιµες σε κάποιο ανοικτό

διάστηµα (a, b).

2.7 Ολοκληρωτικοί παράγοντες

Οι µέθοδοι της προηγούµενης παραγράφου επεκτείνονται σε µία κάπως µεγαλύτερη κλά-

ση δ.ε. Έστω η δ.ε.

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. (2.15)

Εάν δεν είναι πλήρης, προσπαθούµε να βρούµε µία συνάρτηση µ ώστε η δ.ε.

µ(Pdx+Qdy) = 0 (2.16)

να είναι πλήρης. Αυτή η συνάρτηση µ λέγεται ολοκληρωτικός παράγοντας της δ.ε. Εάν
µπορούµε να βρούµε ολοκληρωτικό παράγοντα, τότε η δ.ε. επιλύεται µε τις µεθόδους

της προηγούµενης παραγράφου. Προφανώς κάθε λύση της 2.16 είναι και λύση της 2.15.
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Πότε όµως µπορούµε να κάνουµε αυτή τη διαδικασία; Καταρχάς η δ.ε. 2.16 είναι

πλήρης αν και µόνο αν

(µP )y = (µQ)x. (2.17)

Εφόσον δίνονται οι P καιQ, ο ολοκληρωτικός παράγοντας µ θα πρέπει να ικανοποιεί την
δ.ε. µε µερικές παραγώγους

P
∂µ

∂y
−Q

∂µ

∂x
+

(

∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)

µ = 0 (2.18)

Υπάρχει ένα θετικό και ένα αρνητικό στην παραπάνω δ.ε. Το αρνητικό είναι ότι είναι τόσο

δύσκολο να λυθεί τουλάχιστον όσο είναι η αρχική δ.ε. Το θετικό όµως είναι ότι µπορεί να

έχει περισσότερες της µιας λύσεις· εάν έτσι έχουν τα πράγµατα, τότε κάθε λύση µπορεί

να χρησιµεύσει σαν ολοκληρωτικός παράγοντας.

Εφαρµογή 2.7.1 ∆είξτε ότι η συνάρτηση µ(x, y) = (xy2)−1 είναι ολοκληρωτικός πα-

ράγοντας της δ.ε.

(y2 + xy)dx − x2dy = 0

και βρείτε τη λύση της.

Παράδειγµα 2.7.2 Οι δύο σηµαντικότερες περιπτώσεις κατά τις οποίες εµφανίζονται α-

πλοί ολοκληρωτικοί παράγοντες, είναι όταν η µ είναι συνάρτηση µόνο µίας από τις µε-
ταβλητές x και y. Ας προσδιορίσουµε τις αναγκαίες συνθήκες για τα P καιQ ώστε η δ.ε.
2.15 να έχει ολοκληρωτικό παράγοντα µ που να εξαρτάται µόνο από το x. Με αυτή την
υπόθεση η δ.ε. 2.18 γίνεται

dµ

dx
=
Py −Qx

Q
µ. (2.19)

Άρα, εάν η ποσότητα (Py − Qx)/Q είναι σύνάρτηση µόνο του x, τότε η δ.ε. 2.19 είναι
χωριζοµένων µεταβλητών και µπορεί να λυθεί για να δώσει τον ολοκληρωτικό παράγοντα

µ.

Παράδειγµα 2.7.3 Βρείτε έναν ολοκληρωτικό παράγοντα για την δ.ε.

(3xy + y2)dx+ (x2 + xy)dy = 0

και κατόπιν λύστε την.

Παρατηρούµε ότι

Py(x, y)−Qx(x, y)

Q(x, y)
=

3x+ 2y − (2x+ y)

x2 + xy
=

1

x
.

Κατά συνέπεια, η δ.ε. 2.19 γίνεται

dµ

dx
=
µ

x

της οποίας µία λύση είναι η µ(x) = x. Πολλαπλασιάζοντας τη δοθείσα δ.ε. µε τον
ολοκληρωτικό παράγοντα x προκύπτει η πλήρης δ.ε.

(3x2y + xy2)dx+ (x3 + x2y)dy = 0
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της οποίας η γενική λύση είναι η

x3y +
1

2
x2y2 = c.

Μπορείτε να βεβαιώσετε ότι ένας άλλος ολοκληρωτικός παράγοντας είναι η

µ(x, y) =
1

xy(2x+ y)

και η λύση της δ.ε. που προκύπτει είναι η ίδια, µε πολύ δυσκολότερους υπολογισµούς

βέβαια.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

∆είξτε ότι οι δ.ε. των ασκήσεων 1–3 δεν είναι πλήρεις, αλλά γίνονται πλήρεις όταν πολ-

λαπλασιαστούν µε τον δοσµένο ολοκληρωτικό παράγοντα. Κατόπιν, λύστε τις δ.ε.

1. x2y3dx+ x(1 + y2)dy = 0, µ(x, y) = 1/xy3

2.

(

sin y

y
− 2e−x sinx

)

dx+

(

cos y + 2e−x cosx

y

)

dy = 0 µ(x, y) = yex

3. ydx+ (2x− yey)dy = 0, µ(x, y) = y

Στις παρακάτω ασκήσεις 4–9 βρείτε έναν ολοκληρωτικό παράγοντα και λύστε τις δοθεί-

σες δ.ε.

4. (3x2y + 2xy + y3)dx+ (x2 + y2)dy = 0

5. y′ = e2x + y − 1

6. dx+

(

x

y
− sin y

)

= 0

7. ydx+ (2xy − e−2y)dy = 0

8. exdx+ (ex cot y + 2ycscydy = 0

9.

(

3x+
6

y

)

dx+

(

x2

y
+ 3

y

x

)

dy = 0

10. ∆είξτε ότι εάν (Qx − Py)/P =M , όπουM =M(x), τότε η δ.ε.

Pdx+Qdy = 0

έχει έναν ολοκληρωτικό παράγοντα της µορφής

µ(y) = e
∫
Q(y)dy.
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2.8 Μη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις

Θα θεωρήσουµε τώρα µε κάποια επιλέον αυστηρότητα το γενικό πρόβληµα αρχικής τιµής

y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Η βασική ερώτηση είναι πότε το παραπάνω πρόβληµα έχει λύση, και εάν αυτό ισχύει,

ποιο είναι το µέγιστο διάστηµα ορισµού της; Επιπλέον, είναι η λύση µοναδική; Είδαµε

στην περίπτωση των γραµµικών δ.ε. y′ + P (x)y = Q(x) ότι αυτό πράγµατι συµβαίνει
εάν οι P καιQ είναι συνεχείς συναρτήσεις του x. Η απόδειξη αυτού του γεγονότος ήταν
εύκολη, γιατί για τις γραµµικές δ.ε. έχουµε πλήρη τύπο για την γενική λύση· αυτό όµως

δεν ισχύει γενικά όταν η δ.ε. δεν είναι γραµµική. Μπορούν να προκύψουν µη γραµµικές

δ.ε. οι οποίες είναι πρακτικά αδύνατο να λυθούν!

2.8.1 Ύπαρξη και µοναδικότητα

Το ακόλουθο θεµελιώδες θεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας είναι ανάλογο του Θεω–

ρήµατος 2.3.4 για τις γραµµικές δ.ε. Όµως, η απόδειξή του είναι ιδιαίτερα τεχνική και

έξω από το σκοπό αυτών των σηµειώσεων.

Θεώρηµα 2.8.1 (Peano–Picard) Έστω ότι οι συναρτήσεις f και ∂f/∂y είναι συνεχείς
σε κάποιο ορθογώνιοR = (a, b)× (c, d) που περιέχει το σηµείο (x0, y0). Τότε σε κάποιο
διάστηµα (x0 − h, x0 + h) ⊆ (a, b), υπάρχει µοναδική λύση y = φ(x) του προβλήµατος
αρχικής τιµής

y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Λιγα σχόλια για το παραπάνω θεώρηµα: οι υποθέσεις του είναι αρκετές για να εξα-

σφαλίσουν την ύπαρξη µοναδικής λύσης του προβλήµατος αρχικής τιµής. Όµως, ακόµα

και εάν η f δεν ικανοποιεί αυτές τις υποθέσιες, είναι ακόµα δυνατό να υπάρχει µοναδι-
κή λύση. Πράγµατι, το θεώρηµα ισχύει µε την ασθενέστερη υπόθεση ότι η f(x, y) είναι
Lipschitz ως προς y στο R:

∃K > 0, ∀(x, y1), (x, y2) ∈ R ⇒ |f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ K|y1 − y2|.

Επιπλέον η ύπαρξη (αλλά όχι η µοναδικότητα) της λύσης εξασφαλίζεται µόνο από την

συνέχεια της f .
Στο παρακάτω παράδειγµα δείχνουµε ότι το πρόβληµα αρχικής τιµής µπορεί να έχει

περισσότερες της µίας λύσης αν παραβιάσουµε τις συνθήκες του Θεωρήµατος 2.8.1.

Παράδειγµα 2.8.2 Βρείτε την λύση του

y′ = y1/3, y(0) = 0, x ≥ 0.

Η δ.ε. είναι χωριζοµένων µεταβλητών και µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι η

y = φ(x) =

(

2

3
x

)3/2

, x ≥ 0
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είναι λύση του δοθέντος προβλήµατος αρχικής τιµής. Από την άλλη όµως λύση είναι και

η

y = ψ(x) = 0.

Αυτό βεβαίως συµβαίνει διότι

∂

∂y
f(x, y) =

∂

∂y
y1/3 =

1

3
y−2/3

η οποία όχι µόνο δεν είναι συνεχής, αλλά ούτε καν ορίζεται στα σηµεία όπου y = 0. Ας
παρατηρήσουµε όµως ότι η λύση ορίζεται µε µοναδικό τρόπο για κάθε δοθέν (x0, y0) µε
y0 6= 0.

2.8.2 ∆ιάστηµα ορισµού

Ενώ για το γραµµικό πρόβληµα αρχικής τιµής η λύση υπάρχει σε οποιοδήποτε ανοικτό

διάστηµα που περιέχει το x0 και στο οποίο οι P καιQ είναι συνεχείς, για το µη γραµµικό
πρόβληµα αρχικής τιµής το διάστηµα ορισµού της λύσης µπορεί να είναι πολύ δύσκολο

να προσδιοριστεί. Η λύση y = φ(x) υπάρχει όσο το σηµείο (x, φ(x)) παραµένει εντός
του χωρίου στο οποίο ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήµατος· από την άλλη όµως,

είναι µερικές φορές πολύ δύσκολο να βρούµε τη λύση! Όπως θα δούµε στο επόµενο

παράδειγµα, το διάστηµα ορισµού της λύσης µπορεί να µην έχει καµµία σχέση µε την

συνάρτηση f .

Παράδειγµα 2.8.3 Έστω το πρόβληµα αρχικής τιµής

y′ = y2, y(0) = 1.

Εύκολα βλέπουµε ότι η λύση του προβλήµατος είναι η

y =
1

1− x
.

Επίσης είναι φανερό ότι η λύση απειρίζεται όπως το x → 1. Από την δ.ε. όµως δεν
υπάρχει καµµία ένδεξη ότι το 1 είναι προβληµατικό σηµείο. Επιπλέον, αν αλλάξουµε

την αρχική συνθήκη σε y(0) = 2, η λύση είναι η

y =
2

1− 2x

που απειρίζεται καθώς το x→ 1/2. Βλέπουµε λοιπόν άλλο ένε ενοχλητικό στοιχείο των
προβληµάτων αρχικής τιµής : τα ιδιάζοντα σηµεία των λύσεων µπορούν να µετακινηθούν

ανάλογα µε την αρχική συνθήκη.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Για κάθε µία από τις παρακάτω δ.ε. βρείτε το χωρίο του επιπέδου xy όπου η ύπαρξη
µοναδικής λύσης από κάθε σηµείο εξασφαλίζεται από το θεώρηµα ύπαρξης και µοναδι-
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κότητας.

1. y′ =
x− y

2x+ 5y
2. y′ = (1− x2 − y2)1/2

3. y′ =
2xyy

1 + y2
4. y′ = 3(x+ y)−2

5. y′ =
ln |xy|

1− x2 + y2
6. y′ = (x2 + y2)3/2

7. ∆είξτε ότι η y = φ(x) = (1− x2)−1 είναι λύση του προβλήµατος αρχικής τιµής

y′ = 2xy2, y(0) = 1.

Σε ποιο διάστηµα ορίζεται;

8. ∆είξτε ότι η y = φ(x) = [2(x+ c)]−1/2, όπου c σταθερά, ικανοποιεί τη δ.ε.

y′ + y3 = 0.

Ποια λύση ικανοποιεί την αρχική συνθήκη y(1) = 2; Σε ποιο διάστηµα ορίζεται;

9. Βεβαιώστε ότι οι

y = ±(c2 − 4x2)1/2

λύνουν τη δ.ε.

y′ = −4x/y.

Σε ποια χωρία του επιπέδου xy ορίζονται οι λύσεις αυτές; Ειδικότερα, βρείτε τη λύση που
περνά από το (0, 4) και τη λύση που περνά από το (1,−1).

2.9 Ορισµένες εφαρµογές

2.9.1 Ισογώνιες τροχιές

Ορισµός 2.9.1 Αν F (x, y, c) = 0 είναι µία µονοπαραµετρική οικογένεια καµπυλών (µε
παράµετρο c), τότε µία καµπύλη που τέµνει τις καµπύλες τις οικογένειας υπό γωνία
a 6= π/2 καλείται ισογώνιος τροχιά της οικογένειας.

Αν η δ.ε. που δίνει την F είναι η

dy

dx
= f(x, y)

τότε µία ολοκληρωτική καµπύλη της δ.ε. που περνά από το (x, y) έχει κλίση f(x, y).
Κατά συνέπεια η εφαπτόµενη της ισογώνιας τροχιάς θα έχει γωνία κλίσης

arctan(f(x, y)) + a
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και η κλίση της ισογώνιας τροχιάς θα είναι

tan(arctan(f(x, y)) + a) =
f(x, y) + tan a

1− f(x, y) tan a
.

Η δ.ε. λοιπόν των ισογωνίων τροχιών είναι η

dy

dx
=

f(x, y) + tan a

1− f(x, y) tana
. (2.20)

Στην περίπτωση όπου a = π/2,

tan(arctan(f(x, y)) + π/2) = − 1

f(x, y)

και η δ.ε. των ορθογωνίων τροχιών είναι η

dy

dx
= − 1

f(x, y)
. (2.21)

Παράδειγµα 2.9.2 Οι ορθογώνιες τροχιές των οµόκεντρων κύκλων x2 + y2 = c2 βρί-
σκονται ως εξής : Η δ.ε. της οικογένειας είναι η

dy

dx
= −x

y
.

Άρα, οι ορθογώνιες τροχιές είναι οι λύσεις της δ.ε.

dy

dx
=
x

y

δηλαδή οι ευθείες y = kx (µαζί µε την ευθεία x = 0).

Εφαρµογή 2.9.3 Βρείτε τις ισογώνιες τροχιές γωνία a των ισοσκελών υπερβολών µε α-
σύµπτωτες τους άξονες x και y που δίνονται από τη σχέση xy = c.

2.9.2 Ταχύτητα διαφυγής

Ένα σώµα σταθερής µάζαςm εκτοξεύεται από την επιφάνεια της Γης µε αρχική ταχύτητα
v0. Υποθέτοντας ότι δεν υπάρχει τριβή από τον αέρα, αλλά λαµβάνοντας υπόψη την
µεταβολή του βαρυτικού πεδίου της Γης µε το ύψος, θα βρούµε την µικρότερη αρχική

ταχύτητα που πρέπει να έχει το σώµα για να µην επιστρέψει στη Γη. Αυτή η ταχύτητα

λέγεται ταχύτητα διαφυγής.

Παίρνουµε τον θετικό ηµιάξονα x προς τα επάνω, µε την αρχή στην επιφάνεια. Η
µόνη δύναµη που ασκείται στο σώµα είναι το βάρος του

w(x) =
mgR2

(x+R)2
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όπου g η βαρυτική σταθερά και R η ακτίνα της Γης. Από τον Νόµο του Νεύτωνα, η δ.ε.
της κίνησης του σώµατος είναι

m
dv

dt
= − mgR2

(x+R)2
µε αρχική συνθήκη v(0) = v0.

Υπάρχει ένα µικρό πρόβληµα στην παραπάνω δ.ε. Η ταχύτητα είναι συνάρτηση του χρό-

νου t και όχι της απόστασης x από το έδαφος. Το πρόβληµα όµως διορθώνεται εύκολα
εφόσον

dv

dt
=
dv

dx

dx

dt
=
dv

dx
v.

Παίρνουµε λοιπόν το πρόβληµα αρχικής τιµής

v
dv

dx
= − gR2

(x+R)2
, v(0) = 0.

Η δ.ε. είναι χωριζοµένων µεταβλητών και εύκολα βλέπουµε ότι η λύση του προβλήµατος

είναι η

v2 = v20 − 2gR+
2gR2

x+R
.

Η ταχύτητα διαφυγής βρίσκεται από την παραπάνωσχέση απαιτώντας την v να παραµένει
θετική για όλες τις τιµές του (θετικού) x. ∆ηλαδή,

v20 ≥ 2gR− 2gR2

x+R
για κάθε x

οπότε παίρνοντας x→ +∞ προκύπτει ότι η ταχύτητα διαφυγής ve είναι η

ve = (2gR)1/2

Εννοείται, εφόσον δεν λάβαµε υπόψη την τριβή που προκαλέι ο αέρας, ότι η πραγµατική

ταχύτητα διαφυγής είναι κάπως µεγαλύτερη από αυτήν που βρήκαµε πιο πάνω. Από την

άλλη, ας παρατηρήσουµε ότι η ταχύτητα διαφυγής µπορεί να γίνει µικρότερη αν το σώµα

µας εκτοξευθεί από κάποιο µεγάλο ύψος πάνω από τη Γη. Σε εκείνη την περίπτωση, τόσο

οι βαρυτικές όσο και οι δυνάµεις τριβής µειώνονται κατά πολύ· ειδικότερα, η αντίσταση

του αέρα µειώνεται σηµαντικά µε την αύξηση του υψοµέτρου.

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. y′ =
x3 − 2y

x
2. (x+ y)dx− (x− y)dy = 0

3. y′ =
2x+ y

3 + 3y2 − x
4. (x+ ey)dy − dx = 0

5. y′ = −2xy + y2 + 1

x2 + 2xy
6. x

dy

dx
+ xy = 1− y, y(1) = 0
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7.
dy

dx
=

x

x2y + y3
8. x

dy

dx
+ 2y =

sinx

x
, y(2) = 1

9.
dy

dx
= −2xy + 1

x2 + 2y
10. (3y2 + 2xy)dx− (2xy + x2)dy = 0

11. (x2 + y)dx+ (x+ ey)dy = 0, 12.
dy

dx
+ y =

1

1 + ex

13. xdy − ydx = (xy)1/2 14. (x+ y)dx+ (x+ 2y)dy = 0, y(2) = 3

15. (ex + 1)
dy

dx
= y − yex 16.

dy

dx
=
x2 + y2

x2

17.
dy

dx
= e2x+ 3y 18. (2y + 3x)dx = −xdy

19. xdy − ydx = 2x2y2dy y(1) = −2 20. y′ = ex+y

21. xy′ = y + xey/x 22.
dy

dx
=
x2 − 1

y2 + 1
y(−1) = 1

23. xy′ + y − y2e2x = 0 24. 2 sin y cosxdx + cos y sinxdy = 0

25.

(

2
x

y
− y

x2 + y2

)

dx+

(

x

x2 + y2
− x2

y2

)

dy = 0

26. (2y + 1)dx+

(

x2 − y2

x

)

dy = 0

27. (cos(2y)− sinx)dx − 2 tanx sin(2y)dy = 0

28.
dy

dx
=

3x2 − 2y − y2

2x+ 3xy2
29.

dy

dx
=

2y +
√

x2 − y2

2x

30.
dy

dx
=

y3

1− 2xy2
y(0) = 1

31. (x2y + xy − y)dx+ (x2y − 2x2)dy = 0

32.
dy

dx
= − 3x2y + y2

2x3 + 3xy
y(1) = −2



Κεφάλαιο 3

∆ιαφορικές εξισώσεις ανώτερης

τάξης

3.1 Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης

Οι γραµµικές δ.ε. δεύτερης τάξης είναι οι δ.ε. της µορφής

d2y

dx2
+ P (x)

dy

dx
+Q(x)y = R(x). (3.1)

Όταν η R ≡ 0 η δ.ε. 3.1 λέγεται οµογενής. Σε αναλογία µε το θεώρηµα ύπαρξης και
µοναδικότητας για γραµµικές δ.ε. πρώτης τάξης έχουµε το ακόλουθο.

Θεώρηµα 3.1.1 Ας είναι x0 σηµείο του (a, b) στο οποίο οι συναρτήσεις P,Q,R είναι

συνεχείς, και έστω y0 και y
′

0 δοθέντες αριθµοί. Τότε υπάρχει µοναδική λύση y = y(x)
της δ.ε. 3.1 που επαληθεύει τις αρχικές συνθήκες

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0.

Σε αντίθεση µε ότι συµβαίνει στις γραµµικές δ.ε. πρώτης τάξης, η εύρεση λύσης της

3.1 δεν είναι πάντοτε δυνατή αν οι P,Q δεν είναι σταθερές συναρτήσεις.

Στ εξής θα ασχολούµαστε µε γραµµικές δ.ε. δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελεστές.

Πρόταση 3.1.2 Έστω η γραµµική δ.ε. µε σταθερούς συντελεστές

d2y

dx2
+ p

dy

dx
+ qy = R(x). (3.2)

Η γενική της λύση είναι το άθροισµα µίας οποιασδήποτε µερικής λύσης της w(x) και της
γενικής λύσης z(x) της αντίστοιχης οµογενούς

d2y

dx2
+ p

dy

dx
+ qy = 0. (3.3)

27
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Απόδειξη

Αν y(x) είναι λύση της 3.2, γράφουµε την y(x) ως άθροισµα δύο συναρτήσεων

y(x) = z(x) + w(x)

και αντικαθιστώντας στη δ.ε. έχουµε

(z′′ + pz′ + qz) + (w′′ + pw′ + qw −R) = 0.

Άρα, αν η w είναι κάποια λύση της µη οµογενούς 3.2, τότε η δεύτερη παρένθεση µηδενί-
ζεται, άρα µηδενίζεται και η πρώτη, συνεπώς η z(x) = y(x) − w(x) είναι µία λύση της
αντίστοιχης οµογενούς 3.3.

Αν τώρα κρατήσουµε τη µερική λύση w(x) σταθερή, οποιαδήποτε λύση z(x) της
οµογενούς, επιφέρει τον µηδενισµό και των δύο παρενθέσεων της παραπάνω σχέσης,

άρα η y(x) = z(x) + w(x) είναι λύση της δ.ε. 3.2. 2

Άρα λοιπόν για να λύσουµε την δ.ε. 3.2 πρέπει να κάνουµε τα παρακάτω βήµατα.

1. Να βρούµε τη γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς δ.ε. 3.3 και

2. να βρούµε µία µερική λύση της 3.2.

3.1.1 Οµογενείς γραµµικές δ.ε. δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντε-

λεστές

Η παρακάτω πρόταση είναι θεµελιώδης για ότι ακολουθεί.

Πρόταση 3.1.3 Αν φ1(x), φ2(x) είναι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς
δ.ε. 3.3 τότε η γενική λύση της δίνεται από τον τύπο

y(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x), c1, c2 σταθερές. (3.4)

Απόδειξη

Είναι προφανές ότι η συνάρτηση του τύπου 3.4 είναι λύση της δ.ε. 3.3. Αντιστρόφως, ας

υποθέσουµε ότι κάποια y(x) λύνει στο ανοικτό (a, b) την δ.ε. 3.3 µε αρχικές συνθήκες

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0 όπου x0 ∈ (a, b).

Τότε έστω το γραµµικό σύστηµα

c1φ1(x0) + c2φ2(x0) = y0

c1φ
′

1(x0) + c2φ
′

2(x0) = y′0.

Για να επιλύεται το σύστηµα αυτό ως προς c1 και c2, θα πρέπει η ορίζουσα

W (φ1, φ2)(x0) =

∣

∣

∣

∣

φ1(x0) φ2(x0)
φ′1(x0) φ′2(x0)

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Ας δεχθούµε προς το παρόν τον εξής ισχυρισµό:
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Δύο παραγωγίσιµες συναρτήσεις φ1(x) και φ2(x) ορισµένες στο (a, b) είναι γραµµικά
ανεξάρτητες αν και µόνο αν

W (φ1, φ2)(x) =

∣

∣

∣

∣

φ1(x) φ2(x)
φ′1(x) φ′2(x)

∣

∣

∣

∣

6= 0 για κάθε x ∈ (a, b).

Με την βοήθεια του παραπάνω ισχυρισµού, και επειδή οι φ1 καιφ2 υποτέθηκαν γραµµικά
ανεξάρτητες, προκύπτει ότι το γραµµικό µας σύστηµα λύνεται ως προς c1 και c2 και άρα
η c1φ1(x)+c2φ2(x) είναι λύση της δ.ε. 3.3 στο (a, b). Λόγω όµως του θεωρήµατος 3.1.1,
οφείλει να ταυτίζεται µε την y(x) στο (a, b).
Μένει να αποδείξουµε τον ισχυρισµό µας. Ας υποθέσουµε πρώτα ότι οι φ1(x) και

φ2(x) είναι γραµµικά εξαρτηµένες στο (a, b). Τότε, υπάρχουν c1 και c2 µε c
2
1 + c22 6= 0

τέτοιες ώστε

c1φ1(x) + c2φ2(x) ≡ 0, για κάθε x ∈ (a, b).

Γράφοντας φ2(x) = cφ1(x) έχουµε τότε

W (x) =W (φ1, φ2)(x) =

∣

∣

∣

∣

φ1(x) cφ1(x)
φ′1(x) cφ′1(x)

∣

∣

∣

∣

= 0, για κάθε x ∈ (a, b).

Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότιW (x) ≡ 0 και χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να
υποθέσουµε ότι η φ1(x) είναι παντού διάφορη του µηδενός στο (a, b). Τότε

W (x)

φ21(x)
=
φ1(x)φ

′

2(x)− φ2(x)φ
′

1(x)

φ1(x)
=

(

φ2(x)

φ1(x)

)

′

= 0 για κάθε x ∈ (a, b).

Άρα φ2(x) = cφ1(x) για κάθε x ∈ (a, b). 2

Είµαστε τώρα έτοιµοι να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το θεώρηµα που µας

δίνει την γενική λύση της οµογενούς δ.ε. 3.3

Θεώρηµα 3.1.4 Η οµογενής γραµµική δ.ε. 3.3 έχει λύσεις της µορφής y = erx, όπου το
r είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης

r2 + pr + q = 0. (3.5)

Η γενική της λύση είναι η

α) Η y(x) = c1e
r1x + c2e

r2x, αν r1 6= r2 είναι δύο πραγµατικές ρίζες της 3.5.

β) Η y(x) = (c1x+ c2)e
rx, αν r είναι διπλή ρίζα της 3.5.

γ) Η y(x) = (c1 cos(mx) + c2 sin(mx))e
lx αν l ± im είναι µιγαδικές ρίζες της 3.5.

Απόδειξη

Αναζητούµε λύσεις της µορφής y(x) = erx. Αντικαθιστώντας στην δ.ε. παίρνουµε

erx(r2 + pr + q) = 0.

Άρα, εκλέγοντας το r ώστε να είναι ρίζα της τριωνυµικής εξίσωσης 3.5, έχουµε ότι η
y = erx είναι λύση της δ.ε.
∆ιακρίνουµε τώρα τρεις περιπτώσεις.
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(i) Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο διάφορες µεταξύ τους πραγµατικές ρίζες r1, r2.

Είναι τότε εύκολο να δούµε ότι οι φ1(x) = er1x και φ2(x) = er2x είναι δύο γραµ-
µικά ανεξάρτητες λύσεις της δ.ε. και από την πρόταση 3.1.3 προκύπτει ότι η γενική

λύση της δ.ε. είναι η

y(x) = c1e
r1x + c2e

r2x, c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.

(ii) Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει µία διπλή ρίζα r.

Θέτουµε y = erxY και η δ.ε. 3.3 γίνεται

erx(Y ′′ + (2r + p)Y ′ + (r2 + pr + q)Y ) = 0.

Επειδή η r είναι διπλή ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης, είναι

2r + p = r2 + pr + q = 0 ⇒ Y ′′ = 0.

Οπότε Y = c1x+ c2 και εποµένως

y(x) = (c1x+ c2)e
rx, c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.

(iii) Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο συζυγείς µιγαδικές ρίζες l ± im.

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι οι µιγαδικές συναρτήσεις

y(x) = e(l+im)x = elx(cos(mx) + i sin(mx))

y(x) = e(l−im)x = elx(cos(mx)− i sin(mx))

είναι λύσεις της δ.ε. 3.3. Αφήνουµε σαν άσκηση στον αναγνώστη να βεβαιώσει ότι

αν κάποια µιγαδική συνάρτηση y(x) είναι λύση της δ.ε. 3.3, τότε το πραγµατικό
και το φανταστικό της µέρος είναι επίσης λύσεις της δ.ε. Στην περίπτωση που

y(x) =
(

elx cos(mx)
)

+ i
(

elx sin(mx)
)

= φ1(x) + iφ2(x)

δείξτε ότι έχουµεW (φ1, φ2)(x) 6= 0.

2

Παράδειγµα 3.1.5 Να λυθεί η δ.ε. y′′ − 5y′ + 6y = 0.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η r2 − 5r + 6 = 0 και έχει ρίζες τις r1 = 2 και
r2 = 3. Άρα η γενική λύση της δ.ε. είναι η

y(x) = c1e
2x + c2e

3x, c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.

Παράδειγµα 3.1.6 Να λυθεί η δ.ε. y′′ − 4y′ + 29y = 0.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η r2−4r+29 = 0 και έχει τις µιγαδικές ρίζες 2±i5.
Άρα η γενική λύση της δ.ε. είναι η

y(x) = e2x(c1 cos(5x) + c2 sin(5x)), c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.
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Παράδειγµα 3.1.7 Να λυθεί η δ.ε. y′′ − 4y′ + 4y = 0.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η r2 − 4r+4 = 0 και έχει διλή ρίζα την r = 2. Άρα
η γενική λύση της δ.ε. είναι η

y(x) = (c1x+ c2)e
2x, c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.

Εφαρµογή 3.1.8 Βρείτε την λύση της y′′ + 5y′ + 4y = 0 που ικανοποιεί τις αρχικές
συνθήκες y(0) = 3 και y′(0) = 0.

(Υπόδειξη: Βρείτε πρώτα την γενική λύση y(x) και την παράγωγό της y′(x). Κατόπιν,
χρησιµοποιήστε τις αρχικές συνθήκες για να πάρετε ένα 2 × 2 γραµµικό σύστηµα µε
αγνώστους c1 και c2. Η λύση που ζητάτε είναι η

y(x) = 4e−x − e−4x.)

Σηµειώνουµε κλείνοντας αυτήν την παράγραφο, ότι οι λύσεις της δ.ε. 3.3 ορίζονται

σε όλη την πραγµατική ευθεία (βλ. Θεώρηµα 3.1.1).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Λύστε τις παρακάτω δ.ε. και τα προβλήµατα αρχικών τιµών.

1. y′′ − 5y + 6y = 0 2. y′′ + 2y′ + y = 0

3. y′′ − y′ = 0 4. y′′ + 3y′ + 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1

5. y′′ + 4y′ + 13y = 0 6. y′′ − 4y′ + 20y = 0, y(π/2) = 0, y′(π/2) = 1.

7. Ακολουθώντας τη µέθοδο της Πρότασης 3.1.3 αποδείξτε ότι εάν οι p(x) και q(x) είναι
συνεχείς στο (a, b) και οι φ1(x) και φ2(x) είναι γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

τότε ηW (φ1, φ2)(x) 6= 0 στο (a, b) και άρα η γενική της λύση είναι της µορφής

y(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x), c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.

8.(*) Αναπτύξτε τη µέθοδο υποβιβασµού της τάξης του D’ Alembert. Γνωρίζοντας µία

λύση y1 της

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

βρείτε δεύτερη, γραµµικά ανεξάρτητη της y1 λύση v(x) (και άρα την γενική λύση) της
δ.ε.

(Υπόδειξη: θέστε y = v(x)y1(x) και αντικαταστήστε στην δ.ε. ∆ικαιολογήστε πως
καταλήγετε στη γραµµική δ.ε. πρώτης τάξης

(v′)′ +

(

p+ 2
y′1
y1

)

v′ = 0.

και βρείτε την v.)
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3.1.2 Μη οµογενείς γραµµικές δ.ε. δεύτερης τάξης µε σταθερούς συν-

τελεστές

Θα περιγράψουµε τώρα δύο µεθόδους για την εύρεση µερικής λύσης της δεύτερης τάξης

γραµµικής µη οµογενούς δ.ε.

y′′ + py′ + qy = R(x)

Ι. Μέθοδος των προσδιοριστέων συνετελεστών

Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται µόνο όταν η R(x) είναι ειδικής µορφής. Συγκεκριµένα:

α) Αν R(x) = (bmx
m + · · ·+ b1x+ b0)e

rx, αναζητούµε µερική λύση της µορφής

w(x) = xn(cmx
m + · · ·+ c1x+ c0)e

rx,

εάν το r είναι ρίζα πολλαπλότητας n της χαρακτηριστικής εξίσωσης 3.5. Αν ο r δεν
είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης, θέτουµε n = 0.

β) Αν R(x) = (P1(x) cos(mx) + P2(x) sin(mx))e
lx, όπου P1 και P2 πολυώνυµα

βαθµούm1 καιm2 αντίστοιχα, τότε αναζητούµε µερική λύση της µορφής

w(x) = xn(Q1(x) cos(mx) +Q2(x) sin(mx)e
lx

όπουQ1 καιQ2 αυθαίρετα πολώνυµα βαθµούmax{m1,m2} αν ο l+im είναι ρίζα
της χαρακτηριστικής εξίσωσης 3.5 πολλαπλότητας n. Αν ο l + im δεν είναι ρίζα

της 3.5, θέτουµε n = 0.

γ) Αν R(x) =
∑m

i=1Ri(x) όπου Ri της µορφης α) ή β), τότε χωρίζουµε την δ.ε. στις

y′′ + py′ + qy = R1(x)

...

y′′ + py′ + qy = Rm(x)

και βρίσκουµε τις αντίστοιχες µερικές λύσεις wi(x) i = 1, . . . ,m. Προφανώς, η

w(x) =

m
∑

i=1

Ri(x)

είναι µερική λύση της αρχικής δ.ε. (γιατί;)

Παράδειγµα 3.1.9 Να βρεθεί µία µερική λύση της δ.ε. y′′ − 4y′ + 4y = 2x2 + 3.

Αναζητούµε λύση της µορφής

w(x) = c2x
2 + c1x+ c0

αφού το r = 0 δεν είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης r2 − 4r + 4 = 0. Έχουµε:

w′(x) = 2c2x+ c1 w′′(x) = 2c2
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και αντικαθιστώντας προκύπτει µετά τις πράξεις

4c2x
2 + (4c1 − 8c2)x+ (2c2 − 4c1 + 4c0) ≡ 2x2 + 3.

Οπότε από το γραµµικό σύστηµα

4c2 = 2

4c1 − 8c2 = 0

2c2 − 4c1 + 4c2 = 3

παίρνουµε c2 = 1/2, c1 = 1, c2 = 3/2 και η µερική λύση είναι η

w(x) =
1

2
x2 + x+

3

2
.

Παράδειγµα 3.1.10 Να βρεθεί µία µερική λύση της δ.ε. y′′ − y′ = x.

Αναζητούµε λύση της µορφής

w(x) = x(c1x+ c0)

αφού το r = 0 είναι απλή ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης r2 − r = 0. Έχουµε:

w′(x) = 2c1x+ c0 w′′(x) = 2c1

και αντικαθιστώντας προκύπτει µετά τις πράξεις

−c1x+ c0 + 2c1 ≡ x.

Οπότε έχουµε

−2c1 = 1

c0 + 2c1 = 0

δηλαδή, c1 = −1/2, c0 = 1 και η µερική λύση είναι η

w(x) = −1

2
x+ x.

Εφαρµογή 3.1.11 Βρείτε µία µερική λύση της y′′ + 4y′ + 4y = 3xe−2x.

(Υπόδειξη: Αναζητήστε µερική λύση της µορφής

w(x) = x2(c1x+ c− 0)e−2x. (γιατί;)

Θα καταλήξετε στην

w(x) =
1

2
x3e−2x.)
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Παράδειγµα 3.1.12 Να βρεθεί µία µερική λύση της δ.ε. y′′ + 4y = 2ex sin(2x).

Αναζητούµε λύση της µορφής

w(x) = (a sin(2x) + b cos(2x))ex

αφού ο l + im = 1 + 2i δεν είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης r2 + 4 = 0.
Βρίσκοντας τις w′(x) και w′′(x) και αντικαθιστώντας προκύπτει µετά τις πράξεις

(a sin(2x) + b cos(2x))ex + 2(2a cos(2x)− 2b sin(2x)ex ≡ 2 sin(2x)ex

ή

(a− 4b) sin(2x) + (4a+ b) cos(2x) ≡ 2 sin(2x).

Οπότε,

a− 4b = 2

4a+ b = 0

και παίρνουµε a = 2/17, b = −8/17, και η µερική λύση είναι η

w(x) =

(

2

17
sin(2x)− 8

17
cos(2x)

)

ex.

Εφαρµογή 3.1.13 Να βρεθεί µερική λύση της δ.ε. y′′ − y = xe2x + cos(2x).

(Υπόδειξη: χωρίστε την δ.ε. στις

y′′ − y = xe2x

y′′ − y = cos(2x).)

Εφαρµογή 3.1.14 Βρείτε µερική λύση της δ.ε. y′′ + y = cos3 x.

(Υπόδειξη: Κατ΄ αρχάς δεν φαίνεται η παραπάνω δ.ε. να εµπίπτει στις κατηγορίες

που µπορεί να εφαρµοστεί η µέθοδος των προσδιοριστέων συντελεστών. Ας θυµηθούµε

όµως ότι

cos3 x =

(

eix + e−ix

2

)3

=
1

4

e3ix + e−3ix

2
+

3

4

eix + e−ix

2
=

1

4
cos(3x) +

3

4
cosx.

Χωρίστε τώρα τις δ.ε.)

ΙΙ. Μέθοδος της µεταβολής των παραµέτρων

.

Η µέθοδος αυτή έχει το πλεονέκτηµα ότι εφαρµόζεται ακόµα και σε µή γραµµικές

δ.ε., χρειάζεται όµως να γνωρίζουµε δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της αντίστοιχης

οµογενούς φ1(x) και φ2(x).
Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς είναι η

y(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x).
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Εντοπίζουµε συναρτήσεις c1 = v1(x) και c2 = v2(x) ώστε η

w(x) = v1(x)φ1(x) + v2(x)φ2(x)

να είναι µερική λύση της µη οµογενούς δ.ε. Ισχυριζόµαστε ότι:

Αν οι συναρτήσεις c1 = v1(x) και c2 = v2(x) επαληθεύουν το σύστηµα

c′1(x)φ1(x) + c′2(x)φ2(x) = 0

c′1(x)φ
′

1(x) + c′2(x)φ
′

2(x) = R(x),

τότε η w(x) = v1(x)φ1(x) + v2(x)φ2(x) είναι µερική λύση της δ.ε.

∆εχόµενοι αυτόν τον ισχυρισµό, και επειδή η ορίζουσαW (φ1, φ2)(x) 6= 0 για όλα τα
x ∈ R (ή για όλα τα x ∈ (a, b)), το παραπάνω σύστηµα έχει πάντοτε λύση

c′1(x) = ψ1(x), c′2(x) = ψ2(x).

Οπότε, ολοκληρώνοντας παίρνουµε

c1(x) = v1(x) =

∫

ψ1(x)dx, c2(x) = v2(x) =

∫

ψ2(x)dx

και η µερική λύση που αναζητούµε είναι η

w(x) = v1(x)φ1(x) + v2(x)φ2(x).

Ανµας δοθούν αρχικές συνθήκεςw(x0) = 0,w′(x0) = 0, τότε χρησιµοποιούµε ορισµένο
ολοκλήρωµα:

c1(x) = v1(x) =

∫ x

x0

ψ1(t)dt, c2(x) = v2(x) =

∫ x

x0

ψ2(t)dt.

Αποµένει να αποδείξουµε τον ισχυρισµό µας. Έχουµε:

w(x) = c1(x)φ1(x) + c2(x)φ2(x)

w′(x) = c1(x)φ
′′

1 (x) + c2(x)φ
′′

2 (x) +

c′1(x)φ1(x) + c′2(x)φ2(x).

Θέτουµε

c′1(x)φ1(x) + c′2(x)φ2(x) = 0

και παραγωγίζοντας ξανά, έχουµε

w′′(x) = c1(x)φ
′′

1 (x) + c2(x)φ
′′

2 (x) +

c′1(x)φ
′

1(x) + c′2(x)φ
′

2(x).

Αντικαθιστώντας τώρα στην δ.ε. παίρνουµε

c1(x)φ
′′

1 (x) + c2(x)φ
′′

2 (x) + c′1(x)φ
′

1(x) + c′2(x)φ
′

2(x)+

p(c1(x)φ
′

1(x) + c2(x)φ
′

2(x)) + q(c1(x)φ1(x) + c2(x)φ2(x)) = R(x).

Επειδή οι φ1, φ2 είναι λύσεις της δ.ε., παίρνουµε την

c′1(x)φ
′

1(x) + c′2(x)φ
′

2(x) = R(x).
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Παράδειγµα 3.1.15 Να λυθεί µε τη µέθοδο της µεταβολής των παραµέτρων η

y′′ − 4y′ + 4y = 2x2 + 3.

Η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς είναι

z(x) = (d1x+ d2)e
2x, d1, d2 ∈ R.

Θεωρούµε τις φ1(x) = e2x και φ2(x) = xe2x. και το σύστηµα

e2xc′1 + xe2xc′2 = 0

2e2xc′1 + (2x+ 1)e2xc′2 = 2x2 + 3

που έχει λύσεις c′1(x) = −(2x3 + 3x)e−2x, c′2(x) = (2x2 + 3)e−2x. Ολοκληρώνοντας

προκύπτει

c1(x) = v1(x) =
e−2x

2

(

2x3 + 3x2 + 6x+
3

2

)

,

c2(x) = v2(x) = −e
−2x

2

(

2x3 + 2x+ 4
)

.

Συνεπώς, µία µερική λύση της µη οµογενούς είναι η

w(x) = v1(x)e
2x + v2(x)xe

2x =
1

2
x2 + x+

3

2

ενώ η γενική της λύση είναι η

y(x) = z(x) + w(x) = (d1x+ d2)e
2x +

1

2
x2 + x+

3

2
, d1, d2 ∈ R.

Εφαρµογή 3.1.16 Λύστε το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′′ + 9y = 0, y(0) =
1

9
, y′(0) =

2

9
.

Απάντηση: y(x) = (2/9)x+ 1/9.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών για να εντοπίσετε µία

µερική λύση της µη οµογενούς δ.ε., βρείτε την γενική λύση των ακόλουθων δ.ε. και

προβληµάτων αρχικών τιµών.

1, y′′ + y′ − 2y = 2x, y(0) = 0, y′(0) = 1

2. 2y′′ − 4y′ − 6y = 3e2x



3.1. ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ∆ΕΥΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ 37

3. y′′ + 4y = x2 + 3ex, y(0) = 0, y′(0) = 2

4. y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin(2x)

5. y′′ + 9y = x2e3x + 6

6. y′′ − 2y′ + y = xex + 4, y(0) = 1. y′(0) = 1

7. 2y′′ + 3y′ + y = x2 + 3 sinx

8. y′′ + y = 3 sin(2x) + x cos(2x)

9. y′′ + 2y′ + y = ex cosx

10. y′′ + y′ + y = sin2 x

Το ίδιο όπως παραπάνω, αλλά αυτή την φορά χρησιµοποιήστε τη µέθοδο της µεταβο-

λής των παραµέτρων για να εντοπίσετε τη µερική λύση της µη οµογενούς δ.ε.

11. y′′ − 5y′ + 6y = 2ex, 12. y′′ − y′ − 2y = 2e−x

13. y′′ + 2y′ + y = 3e−x, 14. y′′ + y = tanx, x ∈ (0, π/2)

15. y′′ + 9y = 9sec2(3x), x ∈ (0, π/6)

16. y′′ + 4y′ + 4y =
1

x2e2x
, x > 0

17. y′′ + 4y = 3csc(2x), x ∈ (0, π/2)

18. Θεωρούµε τη δ.ε. του Bessel

x2y′′ + xy′ +

(

x2 − 1

4

)

y = 3x3/2 sinx, x > 0.

α) ∆είξτε ότι οι x−1/2 sinx και x−1/2 cosx είναι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις
της αντίστοιχης οµογενούς δ.ε.

β) Βρείτε την γενική λύση της δ.ε.

γ) Βρείτε τύπο για την γενική λύση της δ.ε.

x2y′′ + xy′ +

(

x2 − 1

4

)

y = g(x), x > 0.

19. Βρείτε τύπο για µία µερική λύση της δ.ε.

y′′ − 5y′ + 6y = g(x).
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3.2 Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις τάξης n > 2

Η φιλοσοφία πίσω από την µελέτη της γραµµικής διαφορικής εξίσωσης ανώτερης τάξης

dny

dxn
+ Pn−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ P0(x)y = R(x), n > 2, (3.6)

είναι ουσιαστικά η ίδια µε αυτήν της µελέτης της γραµµικής δ.ε. δεύτερης τάξης. Για

τον λόγο αυτό, αφού θα παραθέσουµε τα αποτελέσµατα που χρειάζονται, θα περάσου-

µε κατευθείαν στα παραδείγµατα και στις εφαρµογές, συστήνοντας στον αναγνώστη να

προσέξει τις οµοιότητες µε αυτά που ισχύουν στην περίπτωση n = 2.

Θεώρηµα 3.2.1 Ας είναι x0 σηµείο του (a, b) στο οποίο οι συναρτήσειςP0, . . . , Pn−1, R

είναι συνεχείς, και έστω y0, y
′

0, . . . , y
(n−1)
0 δοθέντες αριθµοί. Τότε υπάρχει µοναδική

λύση y = y(x) της δ.ε. 3.6 που επαληθεύει τις αρχικές συνθήκες

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Ας είναι τώρα η δ.ε µε σταθερούς συντελεστές

dny

dxn
+ pn−1

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ p0y = R(x) (3.7)

και
dny

dxn
+ pn−1

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ p0y = 0 (3.8)

η αντίστοιχη οµογενής της. Έχουµε τις παρακάτω γενικεύσεις των αποτελεσµάτων που

παρουσιάστηκαν στην προηγούµενη παράγραφο:

α) Η γενική λύση y(x) της µη οµογενούς δ.ε. 3.7 είναι άθροισµα µίας µερικής της
λύσης w(x) και της γενικής λύσης z(x) της αντίστοιχης οµογενούς δ.ε. 3.8.

β) Όταν οι φ1(x), . . . , φn(x) είναι γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της 3.8, η γενική της
λύση είναι η

y(x) =

n
∑

i=1

ciφi(x), ci αυθαίρετες σταθερές i = 1, . . . n.

Σηµειώνουµε ότι η γραµµική ανεξαρτησία των φ1, . . . , φn είναι ισοδύναµη µε τον µη
µηδενισµό της ορίζουσας

W (φ1, . . . , φn)(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

φ1(x) . . . φn(x)
φ′1(x) . . . φ′n(x)
...

...
...

φ
(n−1)
1 (x) . . . φ

(n−1)
n (x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, ∀x ∈ (a, b).

Επιπλέον τα α) και β) ισχύουν και για την 3.6.

Το παρακάτω θεώρηµα µας περιγράφει την γενική λύση της οµογενούς δ.ε. 3.8.
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Θεώρηµα 3.2.2 Η οµογενής γραµµική δ.ε. 3.8 έχει λύσεις της µορφής y = erx, όπου το
r είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης

rn + pn−1r
n−1 + · · ·+ p1r + p0 = 0. (3.9)

Η γενική της λύση είναι:

α) Η

y(x) =

n
∑

i=1

cie
rix

αν οι ri είναι n διακεκριµένες ρίζες της 3.9.

β) Η

y(x) =

k
∑

i=1

Qni−1(x)e
rix,

αν οι ri, i = 1, . . . k, k < n είναι k διακεκριµένες ρίζες της της 3.9 µε αντίστοιχες

πολλαπλότητες ni, όπου
∑k

i=1 ni = n. Τα Qni−1(x), i = 1, . . . k είναι αυθαίρετα

πολυώνυµα µε deg(Qni−1) = ni − 1, δηλαδή

Qni−1(x) = ci0 + ci1x+ · · ·+ cini
xni−1.

γ) Στην περίπτωση που έχουµε l+im µιγαδική ρίζα πολλαπλότητας ν, τότε, στη θέση
δύο όρων του αθροίσµατος της β) βάζουµε το

elx (Q1(x) cos(mx) +Q2(x) sin(mx))

όπου Q1 και Q2 είναι αυθαίρετα πολυώνυµα βαθµού ν.

Παράδειγµα 3.2.3 Να λυθεί η δ.ε. y′′′ − 4y′′ + y′ + 6y = 0.

Η χαρακτηριστική εξίσωση r3 − 4r2 + r + 6 = 0 έχει ρίζες τις r1 = −1, r2 = 2 και
r3 = 3. Άρα, η γενική λύση είναι η

y(x) = c1e
−x + c2e

2x + c3e
3x, c1, c2, c3 ∈ R.

Παράδειγµα 3.2.4 Να λυθεί η δ.ε. y(iv) − 7y′′′ + 18y′′ − 20y′ + 8y = 0.

Η χαρακτηριστική εξίσωση r4 − 7r3 +18r2 − 20r+8 = 0 έχει ρίζες τις r1 = 1, και
r2 = 2 που ειναι πολλαπλότητας 3. Άρα, η γενική λύση είναι η

y(x) = c1e
x + (c2 + c3x+ c4x

2)e2x, c1, c2, c3, c4 ∈ R.

Παράδειγµα 3.2.5 Να λυθεί η δ.ε. y(iv) + 8y′′ + 16y = 0.

Η χαρακτηριστική εξίσωση r4+8r2+16 = 0 έχει τις διπλές ρίζες r1 = 2i, r2 = −2i.
Άρα, η γενική λύση είναι η

y(x) = (c1 + c2x) cos(2x) + (c3 + c4x) sin(2x), c1, c2, c3, c4 ∈ R.

Εφαρµογή 3.2.6 Να λυθεί η δ.ε. y′′′ − 3y′′ + 9y′ + 13y = 0.

Όπως και στην προηγούµενη παράγραφο, έχουµε δύο µεθόδους για να εντοπίζουµε

µία µερική λύση της µη οµογενούς δ.ε.
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Ι. Μέθοδος των προσδιοριστέων συνετελεστών

Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται µόνο όταν η R(x) είναι της ειδικής µορφής που περιγρά-
ψαµε στην προηγούµενη παράγραφο. Η αναζήτηση της µερικής λύσης γίνεται ακριβώς

µε τον ίδιο τρόπο.

ΙΙ. Μέθοδος της µεταβολής των παραµέτρων

Και εδώ, η µέθοδος αυτή έχει το πλεονέκτηµα ότι εφαρµόζεται ακόµα και σε µή γραµ-

µικές δ.ε., εάν όµως γνωρίζουµε n το πλήθος γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις φ1(x), . . . ,
φn(x) της αντίστοιχης οµογενούς δ.ε.
Εντοπίζουµε συναρτήσεις ci = vi(x) i = 1, . . . , n ώστε η

w(x) =

n
∑

i=1

vi(x)φi(x)

να είναι µερική λύση της µη οµογενούς δ.ε. Καταλήγουµε στην επίλυση του συστήµατος

c′1(x)φ1(x) + · · ·+ c′n(x)φn(x) = 0

c′1(x)φ
′

1(x) + · · ·+ c′n(x)φ
′

n(x) = 0

...

c′1(x)φ
(n−1)
1 (x) + · · ·+ c′n(x)φ

(n−1)
n (x) = R(x)

το οποίο έχει λύση

c′i(x) = ψi(x) i = 1, . . . , n,

λόγω της γραµµικής ανεξαρτησίας των φi(x).

Ολοκληρώνοντας παίρνουµε

ci(x) = vi(x) =

∫

ψi(x)dx, i = 1, . . . , n,

και η µερική λύση που αναζητούµε είναι η

w(x) =
n
∑

i=1

vi(x)φi(x).

Αν µας δοθούν αρχικές συνθήκες w(x0) = 0, w′(x0) = 0, . . . w(n−1)(x0) = 0, τότε
χρησιµοποιούµε ορισµένο ολοκλήρωµα:

ci(x) = vi(x) =

∫ x

x0

ψi(t)dt, i = 1, . . . , n.

Παράδειγµα 3.2.7 Να βρεθεί µερική λύση της y′′′ − 7y′′ + 14y′ − 8y = lnx.

Η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς είναι η

z(x) = c1e
x + c2e

2x + c3e
4x, c1, c2, c3 ∈ R.
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Άρα τρεις γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις είναι οι ex, e2x και e3x. Σχηµατίζουµε το σύ-
στηµα

c′1e
x + c′2e

2x + c′3e
4x = 0,

c′1e
x + 2c′2e

2x + 4c′3e
4x = 0,

c′1e
x + 4c′2e

2x + 16c′3e
4x = lnx,

απ΄ όπου παίρνουµε:

c′1 =
e−x lnx

3
, c′2 = −e

−2x lnx

2
, c′3 =

e−4x lnx

6
.

Ολοκληρώνοντας, προκύπτει η µερική λύση w(x). (Ποια είναι;)

Εφαρµογή 3.2.8 Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′′′ + 4y′ = x, y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 1.

(Υπόδειξη: ∆είξτε πρώτα ότι η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς δ.ε. είναι η

z(x) = c1 + c2 cos(2x) + c3 sin(2x).

Βρείτε κατόπιν µε τη µέθοδο της µεταβολής των παραµέτρων µία µερική λύση της δ.ε.

και τέλος, µε τη βοήθεια των αρχικών συνθηκών προσδιορίστε τις c1, c2 και c3.)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Λύστε τις

1. y′′′ − 8y′′ + 22y′ − 20y = 0,

2. y′′′ − 6y′′ + 11y′ − 6y = 0, y(π) = 0, y′(π) = 0, y′′(π) = 1.

Με τη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών λύστε την δ.ε.

4. y′′′ − 4y′ = x+ 3 cosx+ e−2x

και µε τη µέθοδο της µεταβολής των παραµέτρων, βρείτε µία µερική λύση της

5. y′′′ + y′ = secx.

Λύστε το πρόβληµα αρχικών τιµών

6. y(iv) − y = 3x+ cosx, y(0) = y′(0) = 0, y′′(0) = y′′′(0) = 1.
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3.3 Ορισµένες εφαρµογές

3.3.1 Αρµονική ταλάντωση εκκρεµούς

Ένα απλό εκκρεµές µήκους l, µε προσαρτηµένο βάροςW = mg, εκτελεί ταλαντώσεις.
Θα εξετάσουµε την κίνηση του εκκρεµούς όταν η γωνία θ που σχηµατίζει το εκκρεµές
µε την κατακόρυφο είναι πολύ µικρή.

Η δύναµη F που κινεί το εκκρεµές, είναι η συνιστώσα του βάρους που εφάπτεται στο
τόξο της τροχιάς, δηλαδή

F =W sin θ = mg sin θ.

Από την άλλη, ο νόµος του Νεύτωνα δίνει

F = m
dv

dt
= −mg sin θ ⇒ dv

dt
= −g sin θ.

Το µήκος του τόξου της τροχιάς είναι s = lθ, άρα ds
dt = l dθdt . Αλλά,

v =
ds

dt
⇒ dv

dt
= l

d2θ

dt2
.

Καταλήγουµε λοιπόν στην δ.ε.

l
d2θ

dt2
+ g sin θ = 0. (3.10)

Σε µία µικρή περιοχή του µηδενός, είναι sin θ ≃ θ, οπότε αντί της 3.10 θεωρούµε την

d2θ

dt2
+
g

l
θ = 0. (3.11)

Η γενική της λύση είναι

θ(t) = c1 cos

(
√

g

l
t

)

+ c2 sin

(
√

g

l
t

)

, c1, c2 ∈ R,

που ονοµάζεται απλή αρµονική ταλάντωση.

Σηµειώνουµε ότι η επίλυση της δ.ε. 3.10 δεν είναι ιδιαίτερα δύσκολη, τουλάχιστον

ως προς το µέρος του υποβιβασµού της τάξης της. ∆ιαφορικές εξισώσεις σαν και αυτή,

όπου λείπει η ανεξάρτητη µεταβλητή, λύνονται µε τον παρακάτω τρόπο. Θέτουµε

φ =
dθ

dt
⇒ dφ

dt
=
d2θ

dt2
=
dφ

dθ

dθ

dt
=
dφ

dθ
φ.

Αντικαθιστώντας προκύπτει η χωριζοµένων µεταβλητών δ.ε. πρώτης τάξης

lφ
dφ

dθ
+ g sin θ = 0,

που δίνει

φ2 =

(

dθ

dt

)2

= 2
g

l
cos θ + c.
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3.3.2 Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις του Euler

Ορισµός 3.3.1 Οι δ.ε. της µορφής

xn
dny

dxn
+ pn−1x

n−1 d
n−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1x

dy

dx
+ p0y = R(x) (3.12)

λέγονται γραµµικές δ.ε. του Euler.

Με τον µετασχηµατισµό x = et, έχουµε (γιατί;)

x
dy

dx
=
dy

dt
, x2

d2y

dx2
=
d2y

dt2
− dy

dt
, x3

d3y

dx3
=
d3y

dt3
− 3

d2y

dt2
+ 2

dy

dt
, κλπ.

και κατά αυτόν τον τρόπο η δ.ε. του Euler γίνεται γραµµική δ.ε. µε σταθερούς συντελε-

στές.

Σηµειώνουµε ότι η γενική λύση της οµογενούς δ.ε του Euler ορίζεται στο (0,+∞),
αλλά επεκτείνεται σε οποιοδήποτε διάστηµα που δεν περιέχει το 0 θέτοντας αντί του x το
−x στην έκφραση της γενικής λύσης.

Παράδειγµα 3.3.2 Να λυθεί η δ.ε. 2x2y′′ + 3xy′ − y = 0, x > 0. Κατόπιν δώστε µία
έκφραση για την γενική λύση της δ.ε. στο R∗.

Θέτουµε x = et και χρησιµοποιούµε τις

xy′ = ẏ, x2y′′ = ÿ − ẏ

όπου η τελεία συµβολίζει παραγώγιση ως προς t. Προκύπτει µετά την αµτικατάσταση
και τις πράξεις, η γραµµική δ.ε. µε σταθερούς συντελεστές ως προς t:

2ÿ + ẏ − y = 0.

Οι ρίζες της χαρακτηριστικής της εξίσωσης είναι r1 = −1 και r2 = 1/2. Άρα η γενική
της λύση στο (0,+∞) είναι η

y = c1e
−t + c2e

t/2

=
c1
x

+ c2
√
x, c1, c2 ∈ R.

Συµπεραίνουµε ότι η γενική λύση της στο R∗ είναι η

y(x) =

{

c1
x + c2

√
x x > 0

d1

x + d2
√
−x x < 0

c1, d1, c2, d2 ∈ R.

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Να λυθούν οι παρακάτω δ.ε και τα προβλήµατα αρχικών τιµών.

1. y′′ − y = 0 2. y′′ + 3y′ + 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1

3. y′′ + 4y′ + 13y = 0 4. y′′ − 4y′ + 20y = 0, y(π/2) = 0, y′(π/2) = 1
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Για τις παρακάτω δ.ε. και προβλήµατα αρχικών τιµών, χρησιµοποιήστε τη µέθοδο των

προσδιοριστέων συντελεστών για τον εντοπισµό µίας µερικής λύσης.

5. y′′ − 2y′ + 5y = ex cosx 6. y′′ − y′ − 2y = 5 sinx, y(0) = 1, y′(0) = −1

7. y′′ − 4y′ + 4y = 2ex +
x

2
8. y′′ − 3y′ + 2y = e−x, y(0) = 1, y′(0) = −1

Για τις παρακάτω δ.ε. και προβλήµτα αρχικών τιµών, χρησιµοποιήστε τη µέθοδο της

µεταβολής των παραµέτρων για τον εντοπισµό µίας µερικής λύσης.

9. y′′ − y = 2(ex + 1)−1 10. y′′ − 2y′ + y =
ex

x
, y(1) = 0, y′(1) = 1

11. y′′ + 2y′ + 2y = 2e−x tan2 x 12. y′′ − 3y′ + 2y = cos(e−x)

Λύστε τις δ.ε. του Euler

13. x2y′′ − xy′ + y = x 14. x2y′′ + xy′ − 4y = x2e−x

15. 2x2y′′ + 3xy′ − y =
1

x
16. x2y′′ + xy′ − 4y = x3

Λύστε τις δ.ε. και τα προβλήµατα αρχικών τιµών

17. y′′′ + y′′ + y′ + y = 4x+ e−x 18. y(iv) − y = 3x+ cosx

19. y′′′ − 3y′′ + 2y′ = x+ ex, y(0) = 1, y′(0) = −1

4
, y′′(0) = −3

2

20. y′′′ + 2y′′ + 2y′ + 2y = x3, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0

21. Βρείτε την καµπύλη y = f(x) µε την ιδιότητα: η δεύτερη παράγωγος είναι ίση µε
το άθροισµα των δύο συντεταγµένων, και η κλίση στο (0, 0) είναι µηδενική.

22. ∆είξτε ότι λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y′′ + y = g(x), y(0) = 0, y′(0) = 0

είναι η

y = φ(x) =

∫ x

0

g(t) sin(x− t)dt.

Το παραπάνω ολοκλήρωµα είναι η συνέλιξη (convolution) (g ∗sin)(x) των g(x) και sinx.



Κεφάλαιο 4

Συστήµατα διαφορικών

εξισώσεων

4.1 Εισαγωγή, ορισµοί, θεωρήµα ύπαρξης και µοναδικό-

τητας

Τα συστήµατα διαφορικών εξισώσεων προκύπτουν φυσιολογικά από προβλήµατα στα

οποία εµφανίζονται διάφορες εξαρτηµένες µεταβλητές, κάθε µία από τις οποίες είναι συ-

νάρτηση µίας συγκεκριµένης ανεξάρτητης µεταβλητής. Θα δηλώνουµε την ανεξάρτητη

µεταβλητή µε t και την παραγώγιση ως προς t µε τελεία.
Για παράδειγµα. η κίνηση ενός υλικού σηµείου στον χώρο περιγράφεται από τον

Νόµο του Νεύτωνα στις τρεις διαστάσεις

mẍ1 = F1(t, x1, x2, x3, ẋ1, ẋ2, ẋ3)

mẍ2 = F2(t, x1, x2, x3, ẋ1, ẋ2, ẋ3)

mẍ3 = F3(t, x1, x2, x3, ẋ1, ẋ2, ẋ3)

όπου m η µάζα του υλικού σηµείου, x1, x2 και x3 οι συντεταγµένες του στον χώρο και
F1, F2 και F3 οι δυνάµεις που ασκούνται στο υλικό σηµείο στις κατευθύνσεις των x1, x2
και x3 αντίστοιχα.
Συστήµατα δ.ε. εµφανίζονται επίσης σε πολλές άλλες εφαρµογές, όπως στον ηλε-

κτρισµό, στην χηµεία και τη βιολογία. Από θεωρητική άποψη, υπάρχει µία σηµαντική

σύνδεση των συστηµάτων δ.ε. και εξισώσεων οποιασδήποτε τάξης. Πράγµατι η δ.ε. τά-

ξης n

y(n) = F (t, y, ẏ, . . . , y(n−1))

ανάγεται πάντοτε σε ένα σύστηµα n πρώτης τάξης εξισώσεων ειδικής µορφής. Θέτουµε

x1 = y, x2 = ẏ, x3 = ÿ, . . .

και προκύπτει το σύστηµα

45
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ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

...

ẋn−1 = xn

ẋn = F (t, x1, x2, . . . , xn).

Με τον ίδιο τρόπο, και όλα τα συστήµατα δ.ε. οποιασδήποτε τάξης (αρκεί να έχουν τό-

σες εξισώσεις όσες και αγνώστους) µπορούν να αναχθούν σε ένα πρώτης τάξης σύστηµα

διαφορικών εξισώσεων της µορφής

ẋ1 = F1(t, x1, x2, . . . , xn)

ẋ2 = F2(t, x1, x2, . . . , xn)

... (4.1)

ẋn = Fn(t, x1, x2, . . . , xn).

Το σύστηµα 4.1 λέγεται ότι έχει λύση στο (a, b) εάν υπάρχουν n συναρτήσεις

x1 = φ1(t), x2 = φ2(t), . . . xn = φn(t)

που το ικανοποιούν σε όλα τα σηµεία του (a, b). Επιπρόσθετα µε το παραπάνω σύστηµα,
µπορούν επιπλέον να δοθούν αρχικές συνθήκες της µορφής

x1(t0) = x01, x2(t0) = x02, . . . xn(t0) = x0n. (4.2)

όπου t ∈ (a, b) και x01, x
0
2, . . . , x

0
n δοθέντες αριθµοί (πρόβληµα αρχικών τιµών).

1

Έχουµε το παρακάτω θεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας, ανάλογο του Θεωρήµα–

τος 2.8.1 Peano–Picard:

Θεώρηµα 4.1.1 Έστω ότι οι συναρτήσειςF1, . . . , Fn και όλες οι µερικές παράγωγοι τους

∂Fi/∂xj , i, j = 1, . . . , n είναι συνεχείς σε ένα ανοικό χωρίο Ω του R×Rn που περιέχει

το (t0,x0). Τότε υπάρχει ανοική περιοχή του t0 στο R στην οποία ορίζεται µε µοναδικό
τρόπο λύση

x1 = φ1(t), x2 = φ2(t), . . . xn = φn(t)

που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες 4.2.

Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήµατος βασίζεται στην απόδειξη του θεωρήµατος 2.8.1

και είναι πέρα από τους σκοπούς αυτών των σηµειώσεων.

Στην περίπτωση που οι συναρτήσεις F1, . . . , Fn στο σύστηµα 4.1 είναι γραµµικές ώς

προς τις εξαρτηµένες µεταβλητές, δηλαδή

ẋ1 = P11(t)x1 + · · ·+ P1n(t)xn + g1(t)

... (4.3)

ẋn = Pn1(t)x1 + · · ·+ Pnn(t)xn + g1(t)

1Παρατηρήστε ότι η λύση του προβλήµατος αρχικής τιµής είναι η εύρεση ολοκληρωτικής καµπύλης του

διανυσµατικού πεδίου F = (F1, . . . , Fn) που περνά από το x0 = (x0

1
, . . . , x0

n
).
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τότε το σύστηµα λέγεται γραµµικό. Θέτοντας

X(t) =







x1(t)
...

xn(t)






, P(t) =







P11(t) . . . P1n(t)
... . . .

...

Pn1(t) . . . Pnn(t)






, g(t) =







g1(t)
...

gn(t)






,

το γραµµικό σύστηµα 4.3 γράφεται και ως

Ẋ(t) = P(t)X(t) + g(t). (4.4)

Εάν ο g είναι ο µηδενικός πίνακας, τότε το σύστηµα λέγεται οµογενές· ειδάλλως, λέγεται

µη οµογενές. Εδώ, το θεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας είναι απλούστερο και έχει

ισχυρότερα συµπεράσµατα· αναλογεί στο Θεώρηµα 2.3.4:

Θεώρηµα 4.1.2 Εάν οι συναρτήσεις Pij και gi, i, j = 1, . . . n είναι συνεχείς στο (a, b)
που περιέχει το σηµείο t0, τότε ορίζεται µε µοναδικό τρόπο λύση

x1 = φ1(t), x2 = φ2(t), . . . xn = φn(t)

που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες 4.2. Η λύση ορίζεται για κάθε t ∈ (a, b).

Σο εξής θα ασχοληθούµε µε γραµµικά συστήµατα δ.ε. πρώτης τάξης.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Μετασχηµατίστε το πρόβληµα αρχικών τιµών

ü+ p(t)u̇ + q(t)u = g(t), u(0) = u0, u
′(0) = u′0,

σε πρόβληµα αρχικών τιµών δύο γραµµικών δ.ε. πρώτης τάξης.

2. ∆είξτε ότι αν X1(t) =
(

x1(t) y1(t)
)T
και X2(t) =

(

x2(t) y2(t)
)T
είναι δύο

λύσεις του οµογενούς συστήµατος

ẋ = P11(t)x + P12(t)y

ẏ = P21(t)x+ P22(t)y,

τότε και ηX(t) = c1X1(t) + c2X2(t), όπου c1, c2 ∈ R, είναι επίσης λύση. Αυτή είναι η

αρχή της εναπόθεσης.

3. Έστω x = x1(t) y = y1(t) και x
′ = x2(t) y

′ = y2(t) δύο λύσεις του γραµµικού µη
οµογενούς συστήµατος

ẋ = P11(t)x+ P12(t)y + g1(t)

ẏ = P21(t)x + P22(t)y + g2(t).

∆είξτε ότι η (x1(t)− x2(t), y1(t)− y2(t)) είναι λύση του αντίστοιχου οµογενούς συστή-
µατος.



48 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

4.2 Γραµµικά συστήµατα διαφορικών εξισώσεων πρώ-

της τάξης

4.2.1 Λύση γραµµικών συστηµάτων µε απαλοιφή

Ο στοιχειωδέστερος τρόπος επίλυσης ενός γραµµικού συστήµατος δ.ε. µε σταθερούς

συντελεστές, είναι µε την ευθεία µέθοδο της απαλοιφής. Αν και δεν οδηγεί σε κάποια θε-

ωρητικά συµπεράσµατα, συνίσταται για συστήµατα δύο ή και τριών δ.ε. Το πλεονέκτηµά

του είναι ότι εφαρµόζεται σε κάθε σύστηµα της µορφής

ẋi = fi(t, x1, . . . , xn), i = 1, . . . n

αλλά το µεινέκτηµά του είναι ότι συνήθως οδηγεί σε περίπλοκες δ.ε. Στην περίπτωση των

γραµµικών συστηµάτων, και ιδίως αυτών µε σταθερούς συντελεστώς, τα πράγµατα είναι

κάπως απλούστερα.

Θα παρουσιάσουµε τη µέθοδο µέσα από ένα απλό παράδειγµα· ο αναγνώστης ας προ-

σπαθήσει να αναπτύξει την γενικότερη µέθοδο.

Παράδειγµα 4.2.1 Να επιλυθεί το σύστηµα

ẋ1 = x1 + x2,

ẋ2 = 4x1 + x2.

Παραγωγίζουµε την πρώτη εξίσωση:

ẍ1 = ẋ1 + ẋ2.

Αντικαθιστούµε τις τιµές των ẋ1 και ẋ2 από τις εξισώσεις του δοσµένου συστήµατος :

ẍ1 = (x1 + x2) + (4x1 + x2) = 5x1 + 2x2.

Το σύστηµά µας τώρα είναι ισοδύναµο µε το

ẋ1 = x1 + x2,

ẍ1 = 5x1 + 2x2.

Από τη δεύτερη εξίσωση απαλείφουµε το x2:

ẍ1 = 5x1 + 2(ẋ1 − x1),

και προκύπτει η γραµµική δ.ε. δεύτερης τάξης

ẍ1 − 2ẋ1 − 3x1 = 0.

Η γενική της λύση είναι

x1 = φ1(t) = c1e
3t − 2c2e

−t.

Από την x2 = ẋ1 − x1 προκύπτει αµέσως ότι

x2 = φ2(t) = 2c1e
3t − 2c2e

−t.

Εφαρµογή 4.2.2 Εφαρµόστε την ίδια διαδικασία για να λύσετε το µη οµογενές σύστηµα

ẋ1 = x1 + x2 + g1(t),

ẋ2 = 4x1 + x2 + g2(t).
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Με τη µέθοδο της απαλοιφής λύστε τα παρακάτω συστήµατα δ.ε.

1. ẋ1 = x1 − 5x2, x1(0) = 1

ẋ2 = 2x1 − 5x2, x2(0) = 0

2. ẋ1 = 3x1 − 2x2 − e−t sin t

ẋ2 = 4x1 − x2 + 2e−t cos t

3. ẋ1 = 3x1 − 4x2 + et, x1(0) = 1

ẋ2 = x1 − x2 − et, x2(0) = −1

4. ẋ1 = x1

ẋ2 = −x2 +
√
2x3

ẋ3 =
√
2x2

4.2.2 Βασική θεωρία γραµµικών συστηµάτων διαφορικών εξισώσε-

ων

Η γενική θεωρία των συστηµάτων n γραµµικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης
4.3

ẋ1 = P11(t)x1 + · · ·+ P1n(t)xn + g1(t)

...

ẋn = Pn1(t)x1 + · · ·+ Pnn(t)xn + g1(t)

το οποίο γράφεται και υπό µορφή εξίσωσης πινάκων ως (βλ. 4.4)

Ẋ(t) = P(t)X(t) + g(t),

είναι στενά συνδεδεµένη µε την θεωρία των γραµµικών δ.ε. πρώτης τάξης. Θα προτιµή-

σουµε την µορφή των πινάκων για το σύστηµα, αφ΄ ενός γιατί τονίζει αυτή τη σύνδεση,

αφ΄ ετέρου διότι γίνεται έτσι µεγάλη οικονοµία χώρου.

Ένα διάνυσµα X = Φ(t) λέγεται λύση του συστήµατος 4.4, αν οι συνιστώσες του
φ1(t), . . . , φn(t) ικανοποιούν το σύστηµα 4.3. Θα υποθέτουµε στο εξής ότι οι P και g
είναι συνεχείς σε κάποιο (a, b) (δηλαδή όλες οι συνιστώσες τους είναι συνεχείς στο (a, b)),
ώστε από το Θεώρηµα 4.1.2 να εξασφαλίζεται η ύπαρξη λύσεων στο (a, b).

Αρχίζουµε από την οµογενή εξίσωση

Ẋ(t) = P(t)X(t), (4.5)
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και υιοθετούµε τον συµβολισµό

Xj(t) =











x1j(t)
x2j(t)
...

xnj(t)











, j = 1, . . . , k, . . .

για να καθορίζουµε συγκεκριµένες λύσεις του συστήµατος. Προσέξτε ότι η xij(t) =

X
j
i (t) είναι η i−συνιστώσα της j−λύσηςXj(t).
Η απόδειξη του επόµενου θεωρήµατος είναι απλή και αφήνεται ως άσκηση για τον

αναγνώστη.

Θεώρηµα 4.2.3 Αν οιX καιX′ είναι λύσεις του συστήµατος 4.5, τότε και κάθε γραµµι-

κός συνδυασµός τους c1X+ c2X
′, c1, c2 ∈ R, είναι επίσης λύση του συστήµατος.

Συµπεραίνουµε αµέσως ότι ανX1, . . . ,Xk είναι λύσεις του συστήµατος, τότε και η

X = c1X
1(t) + · · ·+ ckX

k(t), c1, . . . ck ∈ R

είναι λύση του συστήµατος. Ποιο είναι όµως το k σε σχέση µε το n; Το παρακάτω
θεώρηµα αντιστοιχεί στην Πρόταση 3.1.3

Θεώρηµα 4.2.4 Εάν οιX1, . . . ,Xn είναι γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις του συστήµατος

4.5 σε κάθε σηµείο του διαστήµατος (a, b), τότε κάθε λύση X = Φ(t) του συστήµατος

µπορεί να εκφραστεί µε µοναδικό τρόπο ως γραµικός συνδυασµός τωνXi, i = 1, . . . , n,
δηλαδή

X = Φ(t) =

n
∑

i=1

ciX
i(t), c1, . . . , cn ∈ R. (4.6)

Προτού αποδείξουµε το παραπάνω θεώρηµα, ας παρατηρήσουµε ότι σύµφωνα µε το

Θεώρηµα 4.2.3 όλες οι εκφράσεις της µορφής 4.6 είναι λύσεις του συστήµατος 4.5, ενώ

από το Θεώρηµα 4.2.4 όλες οι λύσεις µπορούν να γραφούν µε την µορφή 4.6. Εάν οι

σταθερές c1, . . . , cn θεωρηθούν αυθαίρετες, τότε η Εξ. 4.6 περιλαµβαάνει όλες τις λύσεις
του συστήµατος και για αυτό την λέµε γενική λύση. Επιπλέον, κάθε n−άδα γραµµικά
ανεξάρτητων λύσεωνX1, . . . ,Xn του συστήµατος στο (a, b), λέγεται θεµελιώδες σύνολο
λύσεων στο (a, b).

Απόδειξη

Θα δείξουµε ότι οποιαδήποτε λύσηΦ του συστήµατος 4.5 γράφεται ως

Φ(t) =
n
∑

i=1

ciX
i(t)

για κατάλληλες σταθερές c1, . . . , cn ∈ R. Έστω t0 ∈ (a, b) και ξ = Φ(t0). Θα δείξουµε
ότι υπάρχει λύση της µορφής

X =
n
∑

i=1

ciX
i(t)
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που επιπλέον ικανοποιεί τις αρχικές συνθ·ηκες X(t0) = ξ. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν

c1, . . . , cn ώστε
n
∑

i=1

Xi(t0) = ξ,

ή αναλυτικώτερα, το γραµµικό σύστηµα

c1x11(t0) + · · ·+ cnx1n(t0) = ξ1,

... (4.7)

c1xn1(t0) + · · ·+ cnxnn(t0) = ξn

έχι λύση. Το τελευταίο συµβαίνει τότε και µόνον τότε όταν η ορίζουσα

W (X1, . . . ,Xn)(t0) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x11(t0) . . . x1n(t0)
...

...

xn1(t0) . . . xnn(t0)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0,

το οποίο είναι ισοδύναµο µε τη γραµµική ανεξαρτησία των X1, . . . ,Xn στο t0. (Γιατί;)
Άρα, όντως υπάρχει (µοναδική) λύση που να ικανοποιεί τις δοθείσες αρχικές συνθήκες,

και το ζητούµενο αποτέλεσµα προκύπτει από το θεώρηµα µοναδικότητας 4.1.1. 2

Έστω τώρα το µη οµογενές σύστηµα 4.4

Ẋ = P(t)X + g(t).

Θεώρηµα 4.2.5 Η γενική λύση του µη οµογενούς γραµµικού συστήµατος 4.4 είναι της

µορφής

Φ(t) =

n
∑

i=1

ciX
i(t) +Ψ(t), (4.8)

όπουX1(t), . . . ,Xn(t) είναι ένα θεµελιώδες σύστηµα λύσεων του οµογενούς συστήµα-
τος και Ψ(t) µία λύση του µη οµογενούς συστήµατος.

Απόδειξη

∆είχνουµε πρώτα ότι αν Ψ(t) και Ψ′(t) είναι δύο λύσεις του µη οµογενούς συστήµα-
τος 4.4, τότε η διαφορά τους είναι λύση του αντίστοιχου οµογενούς συστήµατος 4.5.

Πράγµατι:

Ψ̇(t)− Ψ̇′

(t) = P(t)Ψ(t) + g(t)−P(t)Ψ′(t)− g(t)

= P(t)
(

Ψ(t)−Ψ′(t)
)

.

Εφόσον κάθε λύση του οµογενούς συστήµατος εκφράζεται σαν γραµµικός συνδυασµός

του θεµελιώδους συνόλου λύσεωνX1(t), . . . ,Xn(t), προκύπτει ότι κάθε λύσηΦ(t) µπο-
ρεί να γραφεί µε την µορφή 4.8, όπου η Ψ είναι µερική λύση του συστήµατος 4.4 και
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c1, . . . , cn κατάλληλα επιλεγµένες σταθερές. Εάν οι σταθερές αυτές θεωρηθούν αυθαίρε-
τες, η έκφραση 4.8 λέγεται γενική λύση του µή οµογενούς συστήµατος 4.4. 2

Εάν έχει προσδιοριστεί ένα θεµελιώδες σύνολο λύσεων του αντίστοιχου οµογενούς

συστήµατος, τότε χρησιµοποιούµε τη µέθοδο της µεταβολής των παραµέτρων για να

εντοπίσουµε µία µερική λύση του µη οµογενούς συστήµατος. Περιγράφουµε την µέθοδο

αυτή στο επόµενο παράδειγµα.

Παράδειγµα 4.2.6 ∆ίνεται το σύστηµα

ẋ1 = x1 + 2x2 + e−t

ẋ2 = 2x1 + x2 + e3t

και δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις του αντίστοιχου οµογενούς συστήµατος

Φ1(t) =

(

e−t

−e−t

)

, Φ2(t) =

(

e3t

e3t

)

.

Προσδιορίζουµε µία µερική λύσηΨ(t) του µη οµογενούς συστήµατος ως εξής. Θέτουµε

Ψ(t) = u1(t)Φ1(t) + u2(t)Φ2(t),

όπου u1 και u2 είναι αριθµητικές συναρτήσεις που πρέπει να προσδιορίσουµε. Είναι τότε
προφανές (γιατί;) ότι

u̇1(t)Φ1(t) + u̇2(t)Φ2(t) = g(t) =

(

e−t

e3t

)

,

ή αναλυτικώτερα,

e−tu̇1(t) + e3tu̇2(t) = e−t

−e−tu̇1(t) + e3tu̇2(t) = e3t.

Λύνοντας το σύστηµα ως προς u̇1 και u̇2 (πράγµα που µπορούµε να κάνουµε πάντοτε
εφόσον οι Φ1 καιΦ2 είναι γραµµικά ανεξάρτητες), παίρνουµε

u̇1(t) =
1− e4t

2
, u̇2(t) =

1 + e−4t

2
.

Ολοκληρώνοντας προκύπτει

u1(t) =
t

2
− e4t

8
, u2(t) =

t

2
− e−4t

8
.

Συνεπώς η µερική λύση είναι

Ψ(t) = u1(t)Φ1(t) + u2(t)Φ2(t)

=

(

t

2
− e4t

8

)(

e−t

−e−t

)

+

(

t

2
− e−4t

8

)(

e3t

e3t

)

=

(

t

2
− 1

8

)(

e3t + e−t

e−t − e3t

)

.
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Σηµειώνουµε ότι η γενική λύση του συστήµατος είναι η

Φ(t) =

(

x1(t)
x2(t)

)

= c1

(

e−t

−e−t

)

+ c2

(

e3t

e3t

)

+

(

t

2
− 1

8

)(

e3t + e−t

e−t − e3t

)

=

( (

c1 +
t
2 − 1

8

)

e−t +
(

c2 +
t
2 − 1

8

)

e3t
(

−c1 + t
2 − 1

8

)

e−t +
(

c2 − t
2 + 1

8

)

e3t

)

.

Εάν επιπλέον µας δίνονταν αρχικές συνθήκες, λόγου χάρη οι x1(0) = 0 και x2(0) = 0,
τότε αντικαθιστώντας βρίσκουµε

c1 = c2 =
1

8

και η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών είναι η

x1(t) =
t

2
(e−t + e3t), x2(t) =

(

t

2
− 1

4

)

(e−t − e3t).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Έστω δύο λύσειςX1,X2 στο (a, b) του οµογενούς γραµµικού συστήµατος

Ẋ(t) = P(t)X(t)

όπου P (t) είναι 2× 2 πίνακας. ΕάνW =W (X1,X2), δείξτε ότι

dW

dt
= tr(P (t))W

και υπολογίστε τηνW κύνοντας την παραπάνω δ.ε.

2. Χρησιµοποιήστε τη γενίκευση του αποτελέσµατος της Άσκησης 1 για να δείξετε το

εξής Θεώρηµα του Abel: εάνX1, . . . ,Xn είναι λύσεις του οµογενούς n×n συστήµατος

Ẋ(t) = P(t)X(t) στο (a, b), τότε εκεί η ορίζουσαW (X1, . . . ,Xn) είτε είναι ταυτοτικά
µηδέν είτε πάντοτε διαφορετική του µηδενός.

3. Θεωρήστε τα διανύσµατα

X1(t) =

(

t2

2t

)

, X2(t) =

(

et

et

)

.

α) Υπολογίστε την ορίζουσα W (X1,X2). Σε ποια διαστήµατα είναι τα X1 και X2

γραµµικά ανεξάρτητα;

β) Βρείτε το οµογενές γραµµικό σύστηµα δ.ε. που ικανοποιούν οιX1,X2.

4. Απαντήστε τα ίδια ερωτήµατα όπως στην Άσκηση 3 για τα διανύσµατα

X1(t) =

(

t
1

)

, X2(t) =

(

t2

2t

)

.
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4.2.3 Γραµµικά συστήµατα µε σταθερούς συντελεστές

Θα δείξουµε σε αυτήν την παράγραφο πως βρίσκουµε την γενική λύση ενός οµογενούς

γραµµικού συστήµατος µε σταθερούς συντελεστές

Ẋ(t) = PX(t), (4.9)

όπουP είναι ένας n× n πίνακας και ως συνήθως

X(t) =
(

x1(t) . . . xn(t)
)T
.

Σε αναλογία µε τη µέθοδο που ακολουθήσαµε για να βρούµε τη γενική λύση της οµογε-

νούς γραµµικής δ.ε. δεύτερης τάξης, αναζητούµε λύσεις της µορφής

X(t) = ertξ, ξ =
(

ξ1 . . . ξn
)T ∈ R

n.

Αντικαθιστώντας στο σύστηµα 4.9 έχουµε:

rertξ = Pertξ⇒ (P− rΙ) · ξ = 0.

Συµπεραίνουµε ότι εάν υπάρχουν λύσεις της µορφής X(t) = ertξ, τότε το ξ είναι ιδιο-
διάνυσµα του πίνακα P που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή r. Αντιστρόφως, εάν το ξ είναι

ιδιοδιάνυσµα του P που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή r, τότε εύκολα βλέπουµε ότι η ertξ
είναι λύση του συστήµατος 4.9.

Βλέπουµε λοιπόν ότι τελικά, η εύρεση ενός θεµελιώδους συνόλου λύσεων του οµογενούς

γραµµικού συστήµατος δ.ε. 4.9 ανάγεται στην εύρεση των ιδιοτιµών και των αντίστοιχων

ιδιοδιανυσµάτων του πίνακα P.

Ως γνωστόν, οι ιδιοτιµές του πίνακαP δίνονται από την εξίσωση

det(P− rΙ) = 0. (4.10)

Θα διακρίνουµε δύο γενικές περιπτώσεις.

Ι. Οι ιδιοτιµές είναι διάφορες µεταξύ τους

Έστω ότι ο P έχει τις δίαφορες µεταξύ τους ιδιοτιµές ri µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

ξi, i = 1, . . . , n. Τότε οι

X1(t) = er1tξ1, . . . ,Xn(t) = erntξn

αποτελούν ένα θεµελιώδες λύσεων του συστήµατος 4.9 και η γενική λύση είναι η

X(t) =

n
∑

i=1

cie
ritξi ci ∈ R.

Για να το επιβεβαιώσουµε αυτό, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι

W (X1, . . . ,Xn)(t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ξ11e
r1t . . . ξn1 e

rnt

...
...

ξ1ne
r1t . . . ξnne

rnt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= e(r1+···+rn)t

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ξ11 . . . ξn1
...

...

ξ1n . . . ξnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Η παραπάνω ορίζουσα είναι διάφορη του µηδενός· γνωρίζουµε ότι εάν ένας πίνακας έ-

χει διάφορες µεταξύ τους ιδιοτιµές, τότε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα είναι γραµµικά

ανεξάρτητα.

Ας παρατηρήσουµε ότι δεν κάναµε καµµία διάκριση σε πραγµατικές και µιγαδικές

ιδιοτιµές. Στην τελευταία περίπτωση, προκύπτουν µιγαδικές λύσεις του συστήµατος 4.9.

Όµως µπορούµε πάντοτε να αντικαταστήσουµε τις µιγαδικές λύσεις µε πραγµατικές.

Πράγµατι, αν

X(t) = e(l+im)tξ και X̄(t) = el−im)tξ̄, ξT ∈ C
n

είναι ένα ζεύγος µιγαδικών λύσεων, τότε οι

1

2
(X(t) + X̄(t)) και

1

2i
(X(t) − X̄(t))

είναι ένα ζεύγος πραγµατικών, γραµµικά ανεξάρτητων λύσεων του συστήµατος 4.9. Η

απόδειξη του ισχυρισµού αυτού είναι εύκολη και αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

Παράδειγµα 4.2.7 Να λυθεί το σύστηµα

ẋ1 = x1 + x2

ẋ2 = 4x1 + x2.

Γράφουµε το σύστηµα υπό µορφή πινάκων: Ẋ = PX όπου

P =

(

1 1
4 1

)

.

Η χαρακτηριστική εξίσωση του πίνακαP είναι η2

r2 − 2r − 3 = 0

απ΄ όπου προκύπτουν οι ιδιοτιµές r1 = −1 και r2 = 3.

Για να βρούµε ένα ιδιοδιάνυσµα ξ1 που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή r1 = −1,επιλύουµε
την εξίσωση

(P+ Ι) · ξ = 0, ξ =
(

ξ1 ξ2
)T
,

που µας οδηγεί στο οµογενές γραµµικό σύστηµα

2ξ1 + ξ2 = 0

4ξ1 + 2ξ2 = 0.

2Για 2× 2 πίνακες

P =

(

a b

c d

)

,

η χαρακτηριστική εξίσωση µπορεί να γραφεί και ως

r2 − tr(P)r + det(P) = 0,

όπου tr(P) = a+ d και det(P) = ad− bc.
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Οι µη µηδενικές λύσεις του παραπάνω συστήµατος είναι της µορφής c
(

1 2
)T
, c 6= 0,

και θέτοντας c = 1 παίρνουµε

ξ1 =

(

1
2

)

.

Όµοια για την ιδιοτιµή r2 = 3, από την εξίσωση (P− 3Ι) · ξ = 0 παίρνουµε το

−2ξ1 + ξ2 = 0

4ξ1 − 2ξ2 = 0.

Εδώ οι µη µηδενικές λύσεις του παραπάνω συστήµατος είναι της µορφής c
(

1 −2
)T
,

c 6= 0, και θέτοντας c = 1 παίρνουµε

ξ2 =

(

1
−2

)

.

Άρα η γενική λύση του συστήµατος είναι η

X(t) =

(

x1(t)
x2(t)

)

= c1e
−t

(

1
2

)

+ c2e
3t

(

1
−2

)

, c1, c2 ∈ R.

Παράδειγµα 4.2.8 Βρείτε τη γενική λύση του συστήµατος

Ẋ =

(

1 −1
5 −3

)

X.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι

det(P− rΙ) = 0 ⇔ r2 + 2r + 2 = 0

που δίνει τις µιγαδικές ιδιοτιµές r1 = −1 + i και r2 = −1− i.
Μετά από στοιχειώδεις πράξεις βρίσκουµε:

ξ1 =

(

1
2− i

)

, ξ2 =

(

1
2 + i

)

και άρα ένα θεµελιώδες σύνολο (µιγαδικών) λύσεων είναι το

X1(t) =

(

1
2− i

)

e(−1+i)t, X2(t) =

(

1
2 + i

)

e(−1+i)t.

Ας παρατηρήσουµε ότι X̄1 = X2. Παίρνοντας λοιπόν το πραγµατικό µέροςU(t) και το

φανταστικό µέροςV(t) τηςX1(t) βρίσκουµε ένα πραγµατικό θεµελιώδες σύνολο λύσε-
ων

U(t) =

(

cos t
2 cos t+ sin t

)

e−t, V(t) =

(

sin t
− cos t+ 2 sin t

)

e−t,

άρα και τη γενική λύση του συστήµατος

X(t) = c1

(

cos t
2 cos t+ sin t

)

e−t + c2

(

sin t
− cos t+ 2 sin t

)

e−t, c1, c2 ∈ R.
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ΙΙ. Υπάρχουν επαναλαµβανόµενες ιδιοτιµές

Υπάρχουν δύο υποπεριπτώσεις όταν εµφανίζεται µία ιδιοτιµή r πολλαπλότητας k < n.

Στην πρώτη υποπερίπτωση παίρνουµε k γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα.3

Παράδειγµα 4.2.9 Βρείτε τη γενική λύση του συστήµατος

Ẋ =





3 2 4
2 0 2
4 2 3



X.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η

r3 − 6r2 − 15r − 8 = (r + 1)2(r − 8) = 0,

απ΄ όπου παίρνουµε τις ιδιοτιµές r1 = 8 (απλή) και r2 = r3 = −1 (διπλή). Για την απλή
ιδιοτιµή r1 εύκολα υπολογίζουµε ότι ένα ιδιοδιάνυσµα είναι το

ξ1 =





2
1
2



 .

Για την διπλή ιδιοτιµή -1, το σύστηµα (P+ Ι) · ξ = 0 ανάγεται τελικά στην µία εξίσωση

2ξ1 + ξ2 + 2ξ3 = 0.

Τα διανύσµατα ξ που ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση αποτελούν ένα διανυσµατικό

χώρο που παράγεται από τα γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα

ξ2 =





1
0
−1



 , και ξ3 =





0
2
−1



 .

Αυτό το υπολογίζουµε εύκολα από την ίδια την εξίσωση ως εξής. Θέτουµε την πρώτη

φορά ξ1 = 1 και ξ2 = 0 και παίρνουµε το ξ2, ενώ θέτοντας ξ1 = 0 και ξ2 = 1 παίρνουµε

το ξ3. Γενικά έχουµε απόλυτη ελευθερία στην επιλογή των αρχικών ξi, αρκεί όµως τα
διανύσµατα που προκύπτουν να είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ένα θεµελιώδες σύνολο λύσεων είναι το

X1(t) =





2
1
2



 e8t, X2(t) =





1
0
−1



 e−t, X3(t) =





0
2
−1



 e−t,

και άρα η γενική λύση του συστήµατος είναι η

X(t) = c1





2
1
2



 e8t +



c2





1
0
−1



+ c3





0
2
−1







 e−t, c1, c2, c3 ∈ R.

3Με άλλα λόγια η γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής r, δηλαδή η διάσταση του ιδιοχώρου V (r) που
παράγουν τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην r, είναι ίση µε την αλγεβρική πολλαπλότητα της r που

είναι k.
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Στην δεύτερη υποπερίπτωση, όταν δηλαδή δεν προκύπτουν k γραµµικά ανεξάρτητα ιδιο-
διανύσµατα από την ιδιοτιµή r πολλαπλότητας k < n, µπορούν να προκύψουν διαφόρων
ειδών καταστάσεις. Η απλούστερη είναι αυτή της διπλής ρίζας. Ας είναι τότε ξ το ιδιο-

διάνυσµα που αντιστοιχεί στην r και

X1(t) = ξert

η λύση που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή αυτή. Πώς µπορούµε να βρούµε µία άλλη λύση,

γραµµικά ανεξάρτητη της X1(t); Ανακαλώντας το πως εργαστήκαµε στην περίπτωση
της γραµµικής διαφορικής εξίσωσης ανώτερης τάξης, αναζητούµε λύση της µορφής

X2(t) = (tξ+ η)ert,

όπου µένει να προσδιορίσουµε το διάνυσµα η. Είναι εύκολο να δούµε, ότι αν η X2(t)
είναι λύση, τότε

Ẋ2(t) = ξert + trξert + rηert

= PX2(t)

= tPξert +Pηert.

Επειδή όµως ηX1(t) = ξert είναι λύση, έχουµε tPξert = trξert, και συνεπώς

ξ = (P− rΙ) · η.

Παράδειγµα 4.2.10 Βρείτε τη γενική λύση του συστήµατος

Ẋ = PX =

(

1 −1
1 3

)

X.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι

det(P− rΙ) = 0 ⇔ r2 − 4r + 4 = 0

που δίνει την διπλή ιδιοτιµή r = 2. Από την (P−2Ι)·ξ = 0 παίρνουµε την µόνη εξίσωση

ξ1 + ξ2 = 0,

που δίνει ένα ιδιοδιάνυσµα ξ = (1 − 1)T . Άρα µία λύση είναι η

X1(t) =

(

1
−1

)

e2t.

Λύνοντας την εξίσωση

(P− 2Ι) · η = ξ⇒ η1 + η2 = −1,

παίρνουµε η = (1 − 2)T . Έπεται ότι

X2(t) = (tξ+ η)e2t =

(

t+ 1
−t− 2

)

e2t,
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και η γενική λύση είναι η

X(t) = c1X
1(t) + c2X

2(t) =

[

c1

(

1
−1

)

+ c2

(

t+ 1
−t− 2

)]

e2t, c1, c2 ∈ R.

Εάν τώρα η r είναι ιδιοτιµή του P πολλαπλότητας > 2, τότε η κατάσταση αρχίζει και
περιπλέκεται. Ας συζητήσουµε την περίπτωση της τριπλής ιδιοτιµής και ας υποθέσουµε

κατ΄ αρχάς ότι στην τριπλή ιδιοτιµή r αντιστοιχεί ένα ιδιοδιάνυσµα ξ ((P− rΙ) · ξ = 0).
Τότε, µία λύση είναι η

X1(t) = ξert.

Αναζητούµε άλλα δύο (γραµµικά ανεξάρτητα) ιδιοδιανύσµατα η και ζ ώστε οι

X2(t) = (tξ+ η)ert, X3t =

(

t2

2
ξ+ tη+ ζ

)

ert,

να είναι άλλες δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις του συστήµατος. Ο αναγνώστης µπο-

ρεί να διαπιστώσει εύκολα ότι κάτι τέτοιο είναι δυνατόν αν τα η και ζ είναι λύσεις των

εξισώσεων

(P− rΙ) · η = ξ, (P− rΙ) · ζ = η,

αντίστοιχα.

Εάν τώρα η τριπλή ιδιοτιµή r αντιστοιχεί σε δύο ιδιοδιανύσµατα ξ1 και ξ2, τότε έχου-
µε δύο λύσεις

X1(t) = ξ1ert και X2(t) = ξ2ert.

Προκύπτει ότι µία τρίτη λύση είναι η

X3(t) = (tξ+ η)ert,

όπου το ξ είναι ένας κατάλληλα επιλεγµένος γραµµικός συνδυασµός των ξ1 και ξ2, ώστε

η εξίσωση

(P− rΙ) · η = ξ

να έχει λύση.

Εφαρµογή 4.2.11 Έστω το γραµµικό σύστηµα δ.ε.

Ẋ = PX =





1 1 1
2 1 −1
−3 2 4



X,

και δίνεται ότι η r = 2 είναι τριπλή ιδιοτιµή του P. Βρείτε τρεις γραµµικά ανεξάρτητες
λύσεις του συστήµατος.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Σε κάθε µία από τις ασκήσεις 1–6, εκφράστε την γενική λύση του δοθέντος συστήµατος

µε όρους πραγµατικών συσναρτήσεων και µόνο.

1. Ẋ =

(

3 −2
4 −1

)

X, 2. Ẋ =

(

−1 −1
2 −1

)

X,

3. Ẋ =

(

2 −5
1 −2

)

X, 4. Ẋ =

(

−2 −5/2
9/5 −1

)

X,

5. Ẋ =





1 0 0
2 1 −2
3 2 1



X, 6. Ẋ =





3 0 2
1 −1 0
−2 −1 0



X.

Βρείτε την γενική λύση των παρακάτω συστηµάτων.

7. Ẋ =

(

3 −4
1 1

)

X, 8. Ẋ =

(

4 −2
8 −4

)

X,

9. Ẋ =





1 1 1
2 1 −1
0 −1 1



X, 10. Ẋ =





0 1 1
1 0 1
1 1 0



X.

Λύστε τα παρακάτω προβλήµατα αρχικών τιµών.

11. Ẋ =

(

1 −5
1 −3

)

X, X(0) =

(

1
1

)

,

12. Ẋ =

(

−3 −2
−1 −1

)

X, X(0) =

(

1
−2

)

,

13. Ẋ =

(

1 −4
4 7

)

X, X(0) =

(

3
2

)

,

14. Ẋ =





1 0 0
−4 1 0
3 6 2



X, X(0) =





−1
2

−30



 .

Λύστε τα παρακάτω µη οµογενή συστήµατα δ.ε. Για τον προσδιορισµό της µερικής λύ-

σης, χρησιµοποιήστε τη µέθοδο της µεταβολής των παραµέτρων όπως στι Παράδειγµα

4.2.6.

15. Ẋ =

(

2 −5
1 −2

)

X+

(

− cos t
sin t

)

,

16. Ẋ =

(

4 −2
8 −4

)

X+

(

t−3

−t−2

)

, t > 0,

17. Ẋ =

(

2 −5
1 −2

)

X+

(

0
cos t

)

, 0 < t > π.
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Στις ασκήσεις 18–21, υποθέστε ότι t > 0 και θέστε t = ex.

18. tẊ =

(

−1 −1
2 −1

)

X, 19. tẊ =

(

2 −5
1 −2

)

X,

20. tẊ =

(

3 −4
1 −1

)

X, 21. tẊ =

(

−1 −4
4 −7

)

X.

4.3 Ορισµένες εφαρµογές

4.3.1 Γραµµικά συστήµατα δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελε-

στές

Στο παρακάτω παράδειγµα περιγράφουµε την µέθοδο επίλυσης µέσω πινάκων ενός οµο-

γενούς γραµµικού συστήµατος δ.ε. δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελεστές της µορ-

φής

Ẍ(t) = PX(t).

Παράδειγµα 4.3.1 Να λυθεί το σύστηµα δ.ε.

ẍ = 23x+ 18y

ÿ = −36x− 28y

Θέτοντας

x1 = x, x2 = y, X = (x1 x2)
T ,

γράφουµε το σύστηµα υπό µορφή πινάκων ως

Ẍ = PX =

(

23 18
−36 −28

)

X.

Μετά από τις πράξεις βλέπουµε ότι οP έχει ιδιοτιµές τις r1 = −1, r2 = −2 µε αντίστοιχα

ιδιοδιανύσµατα τα ξ1 = (3 − 4)T και ξ2 = (2 − 3)T . Από την γραµµική άλγεβρα
γνωρίζουµε τότε, ότι

P = QDQ−1

(δηλαδή, ότι ο P διαγωνιοποιείται) όπου

D =

(

−1 0
0 −4

)

, Q = (ξ1 ξ2) =

(

3 2
−4 −3

)

.

ΘέτουµεY = (y1 y2)
T καιX = QY. Τότε,

Ẍ = QŸ = PX

=
(

QDQ−1
)

(QY)

= QDY.
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Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µεQ−1, παίρνουµε το σύστηµα

ÿ1 = −y1,
ÿ2 = −4y2.

Οι παραπώνω όµως είναι δύο ξεχωριστές γραµµικές οµογενείς δ.ε. δεύτερης τάξης µε

σταθερούς συντελεστές των οποίων οι γενικές λύσεις είναι οι

y1(t) = c1 cos t+ c2 sin t,

y2(t) = c3 cos(2t) + c4 sin(2t), c1, c2, c3, c4 ∈ R.

ΕπειδήX = QY, έχουµε τελικά

x1(t) = 3y1(t) + 2y2(t) = 3(c1 cos t+ c2 sin t) + 2(c3 cos(2t) + c4 sin(2t)),

x2(t) = −4y1(t)− 3y2(t) = −4(c1 cos t+ c2 sin t)− 3(c3 cos(2t) + c4 sin(2t)).

Σηµειώνουµε ότι στο παράδειγµά µας είχαµε αρκετές προϋποθέσεις· από την µία µεριά

λείπουν οι πρώτης τάξης παράγωγοι από το σύστηµα, ενώ από την άλλη, οP έχει διάφορες

µεταξύ τους ιδιοτιµές, πράγµα που τον καθιστά διαγωνιοποιήσιµο.

4.3.2 Μοντέλα µάχης τουLanchestre και εξοπλισµών τουRichardson

Ι. Μοντέλα µάχης του Lanchestre

Υποθέτουµε ότι οι δυνάµειςA καιB συµπλέκονται σε µάχη. Χάριν απλότητας, ορίζουµε
την ισχύ αυτών των δυνάµεων ως τον αριθµό x(t) και y(t) αντίστοιχα των µαχητών τους,
όπου η µαταβλητή t µετρά τις µέρες από την αρχή της µάχης. Είναι φανερό ότι ο ρυθµός
µεταβολής αυτών των ποσοτήτων είναι ίσος µε τον ρυθµό της επανενίσχυσης µείον τον

ρυθµό των επιχειρησιακών απωλειών µείον τον ρυθµό των απωλειών της µάχης.

Ο ρυθµός των επιχειρησιακών απωλειών µίας δύναµης µάχης, είναι ο ρυθµός των απω-

λειών λόγω συµβάντων που δεν οφείλονται στη µάχη, λόγου χάρη επιδηµιών, αυτοµο-

λήσεων, κλπ. Ο Lanchestre ισχυρίστηκε ότι ο ρυθµός αυτός είναι ανάλογος της ισχύος

των δυνάµεων, πράγµα που δεν θεωρείται ρεαλιστικό· για παράδειγµα, ο ρυθµός των αυ-

τοµολήσεων µπορεί να εξαρτάται από ψυχολογικούς παράγοντες που είναι δύσκολο να

ποσοτικοποιηθούν. Για αυτό, θα θεωρήσουµε ότι ο ρυθµός των επιχειρησιακών απωλειών

είναι αµελητέος.

Ο ρυθµός των απωλειών της µάχης. Ας υποθέσουµε ότι η δύναµηA είναι µία συµβατική
δύναµη που επιχειρεί σε ανοικτό πεδίο, και ότι κάθε µέλος της είναι στην ακτίνα πυρός

του εχθρού B. Υποθέτουµε επίσης ότι από τη στιγµή που υπάρχει απώλεια ενός µαχητή,
τα πυρά συγκεντρώνονται στους υπόλοιπους µαχητές. Τότε ο ρυθµός των απωλειών της

µάχης της συµβατικής δύναµης A είναι ίσος µε ax(t), για κάποια θετική σταθερά a, που
καλείται σταθερά αποτελεσµατικότητας της δύναµης B.
Η κατάσταση αλλάζει ριζικά όταν η A είναι µία δύναµη ανταρτών, αόρατη από τον

αντίπαλοB και που κατέχει ένα χωρίοR. Η δύναµηB βάλλει κατά τουR αλλά δεν µπορεί
να γνωρίζει εάν τα πυρά είναι αποτελεσµατικά. Είναι βεβαίως εύλογο ότι ο ρυθµός των

απωλειών της αντάρτκης δύναµης A θα είναι ανάλογος του x(t), διότι όσο µεγαλύτερο
είναι το x(t), τόσο µεγαλύτερη είναι η πιθανότητα ευστοχίας του εχθρού. Από την άλλη,
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ό ρυθµός απωλειών της A είναι και ανάλογος του y(t), διότι όσο περισσότεροι είναι οι
µαχητές της B, τόσο µεγαλύετερς είναι οι απώλειες της A.

Ο ρυθµός επανενίσχυσης. Συµβολίζουµε τους ρυθµούς επανενίσχυσης των δυνάµεων A
και B µε f(t) και g(t) αντίστοιχα. Τα δύο µοντέλα του Lanchestre για συµβατική και
αντάρτικη µάχη αντίστοιχα είναι:

ẋ(t) = −ay + f(t)

ẏ(t) = −bx+ g(t)

και

ẋ(t) = −cxy + f(t)

ẏ(t) = −dx+ g(t).

Άσκηση: Λύστε το µη οµογενές συµβατικό µοντέλο του Lanchestre. Κατόπιν υποθέστε ότι

οι δυνάµεις A και B είναι αποµονωµένες, και βρείτε τις ολοκληρωτικές καµπύλες του µη
συµβατικού µοντέλου του Lanchestre.

ΙΙ. Μοντέλο των εξοπλισµών του Richardson

Θεωρούµε δύο δυνάµεις A και B που η καθεµία εξοπλίζεται αντιµετωπίζοντας το εν-

δεχόµενο της επίθεσης από την άλλη (κάθε οµοιότης µε πραγµατικές καταστάσεις δεν

είναι φανταστική!). Ας είναι x(t) ο συνολικός εξοπλισµός της A και y(y) ο συνολικός
εξοπλισµός της B στον χρόνο t. Οι ρυθµοί µεταβολής των x και y εξαρτώνται:

α) από το σύνολο των εξοπλισµών του άλλου·

β) από το οικονοµικό κόστος των εξοπλισµών και

γ) από τις σταθερές απειλής k1 και k2 πο εκφράζουν την εχθρικότητα που επικρατεί
στη διάθεση του κράτους A έναντι του B και αντίστοιχα.

Όλα τα παραπάνω εκφράζονται µε το σύστηµα

ẋ(t) = ay(t)− bx(t) + k1

ẏ(t) = cx(t) − dy(t) + k2, a, b, c, d, k1, k2 > 0.

Κατά τον Richardson:

α) Οι συντελεστές a και c είναι ανάλογοι των οικονοµικών δυνατοτήτων των κρατών
A και B αντίστοιχα και

β) οι συντελεστές b−1 και d−1 ισούται µε τον χρόνο των κοινοβουλευτικών περιόδων

των κρατών A και B αντίστοιχα.

Οι σταθερές απειλής k1 και k2 δεν είναι προσδιορίσιµες εύκολα· πιο κοντά στην πραγµα-
τικότητα είναι ένα µοντέλο όπου οι k1 και k2 είναι συναρτήσεις του t.

Άσκηση: Λύστε το αναλυτικά το µοντέλο του Richardson. Για x(t) ≡ 0, k1 = k2 = 0. Το
µοντέλο αυτό περιγράφει την ανταγωνιστικότητα εξοπλισµών δύο κρατών σε διαρκή ειρηνι-

κή συνύπαρξη, όπως λοόγου χάρη η Γαλλία και η Ελβετία. Πως ερµεηνεύετε το αποτέλεσµα

που βρήκατε;.


