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Κεφάλαιο 7

Προβολική Γεωμετρία

G. Desargues (1591–1661).

Ήδη από τον 15o αι. μ.Χ. έγινε κατανοητό ότι η Ευκλείδεια Γεωμετρία δεν επαρκούσε για
να μοντελοποιήσει τους μετασχηματισμούς που είχαν σχέση με την προοπτική ενός σχήμα-
τος. Η προοπτική εμφανιζόταν κατά κόρον στη ζωγραφική και στην αρχιτεκτονική, με τους
ζωγράφους και αρχιτέκτονες της πρώιμης Αναγέννησης, στην Ιταλία αλλά και αλλού, να προ-
σπαθούν με διάφορους τρόπους να τη χειριστούν.

Προοπτικές ευθείες στον Μυστικό Δείπνο του Leonardo daVinci.

H μέθοδος της προοπτικής ζωγραφικής αναπτύσσεται τότε, αρχικά στην Ιταλία από τους
Brunelleschi και Alberti, ενώ χρησιμοποιήθηκε ευρέως και από τον daVinci. Ένα ανοικτό ε-
ρώτημα της εποχής ήταν ποιές είναι οι κοινές ιδιότητες δύο προοπτικών θέσεων του ιδίου

1
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σχήματος; Κατά τον 17o αι. o (αρχιτέκτονας και μηχανικός) Desargues περίγραψε τις κωνικές
ως προοπτικές παραμορφώσεις του κύκλου. O Desargues ήταν αυτός που πρώτος συνέλαβε
την ιδέα του σημείου στο άπειρο ως την τομή δύο παραλλήλων ευθειών.

Η έλλειψη ως προοπτική παραμόρφωση κύκλου.

Κατά τον 18o αι. έχουμε την επαναστατική ιδέα των Descartes, Fermat, να περιγράψουν τη
Γεωμετρία με αναλυτικό τρόπο, σε αντίθεση με τον συνθετικό των Ελλήνων.

Μήκη και γωνίες δεν διατηρούνται εν γένει από τις προβολές.

Αυτό είχε σαν αποτέλεσμα μία πρωτοφανή έκρηξη νέων γεωμετρικών μεθόδων. Ανάμεσα σε
πολλά άλλα, o Desargues βασιζόμενος σε ιδέες του Pascal, επικεντρώθηκε στις απειροστές προ-
σεγγίσεις μέσω καρτεσιανών συντεταγμένων. O Monge εισήγαγε την Περιγραφική Γεωμετρία
και μελέτησε ειδικότερα τη διατήρηση των γωνιών και των μηκών από τις προβολές.

Jean-Victor Poncelet, 1788–1867.
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Το 1822, o Poncelet που ήταν αξιωματικός της στρατιάς του Ναπολέοντα, έγραψε-όντας κλει-
σμένος σε Ρωσσικές φυλακές-διατριβή για τις προβολικές ιδιότητες των σχημάτων και για το
αναλλοίωτο των προβολών. Αυτή η διατριβή θεωρείται και ως η πρώτη σε αυτό που σήμερα
καλούμε Προβολική Γεωμετρία: μία προβολική ιδιότητα είναι μία ιδιότητα που παραμένει α-
ναλλοίωτη από τις προβολές. Oι Chasles, Möbius μελέτησαν τους πιό γενικούς προβολικούς
μετασχηματισμούς που απεικονίζουν σημεία σε σημεία και ευθείες σε ευθείες και διατηρούν
τον διπλό λόγο.

Είδαμε ότι η Αφφινική Γεωμετρία είναι και αυτή μία γεωμετρία (παράλληλων) προβολών.
Η ουσιαστική διαφορά της με την Προβολική Γεωμετρία είναι ότι οι παράλληλες αφφινικές
προβολές δεν έχουν σημείο εστίασης, αλλά μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το σημείο αυτό είναι
πολύ απομακρυσμένο, δηλαδή, το άπειρο. Με άλλα λόγια οι αφφινικές παράλληλες προβολές
που αποτελούν τις στοιχειώδεις αφφινικές απεικονίσεις, μπορούν να ειδωθούν σαν ειδικές
προβολικές απεικονίσεις. Με τον τρόπον αυτόν μπορούμε να δούμε τη σύνδεση των γεωμε-
τριών αυτών. Κατά το μοντέλο του Klein, έχουμε την εξής ιεράρχηση: η Ευκλείδεια Γεωμετρία
είναι μέρος της Αφφινικής Γεωμετρίας η οποία με τη σειρά της περιέχεται στην Προβολική
Γεωμετρία.

Σε γενικές γραμμές μπορούμε επίσης να πούμε ότι η Προβολική Γεωμετρία στέκεται εν-
διάμεσα στην Ευκλείδεια Γεωμετρία που ενδιαφέρεται για μήκη, γωνίες και αποστάσεις, και
στην Τοπολογία στην οποία το σχήμα δεν έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Η Προβολική Γεωμετρία
όπως είπαμε ενδιαφέρεται για ιδιότητες αναλλοίωτες από τις προβολές· έτσι, η ευθεία πα-
ραμένει ευθεία, αλλά αποστάσεις, μήκη και γωνίες αλλάζουν. Η παραλληλία επίσης αποκτά
διαφορετικό νόημα: δύο ευθείες τέμνονται πάντοτε (φανταστείτε τις γραμμές ενός τραίνου-
αυτές φαίνεται να τέμνονται στον ορίζοντα). Tελικά καταλήγουμε με μόνο μία προβολική
αναλλοίωτη, τον διπλό λόγο τεσσάρων σημείων.

7.1 Ο Προβολικός Χώρος RP n

HΠροβολική Γεωμετρία κατάKlein είναι το ζεύγος (RP n, P (n)), όπουRP n είναι οn-διάστατος
προβολικός χώρος και είναι η n-προβολική ομάδα. Δίνουμε αμέσως τον αυστηρό ορισμό του
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προβολικού n-χώρουRP n που είναι και ο υποκείμενος χώρος της Προβολικής Γεωμετρίας-για
την προβολική ομάδα P (n) θα μιλήσουμε στην επόμενη ενότητα: στο Rn+1

∗ , n ≥ 1, θεωρούμε
τη σχέση ∼ ως εξής:

x ∼ x′ ⇐⇒ x′ = λx για κάποιο λ ∈ R∗.

H ∼ είναι σχέση ισοδυναμίας. Πράγματι, είναι:
• Ανακλαστική διότι x ∼ x εφόσον x = 1x.

• Συμμετρική διότι αν x ∼ x′ ⇐⇒ x′ = λx, λ ∈ R∗, τότε x = (1/λ)x′ ⇐⇒ x′ ∼ x.

• Μεταβατική διότι αν x ∼ x′ ⇐⇒ x′ = λx, λ ∈ R∗ και x′ ∼ x′′ ⇐⇒ x′′ = λ′x′, λ′ ∈ R∗,
τότε x′′ = λλ′x ⇐⇒ x ∼ x′′.

Ο (πραγματικός) προβολικός n-χώρος ορίζεται τώρα ως το σύνολο των κλάσεων ισοδυναμίας:

RP n = Rn+1
∗ / ∼ = {[x] | x ∈ Rn+1

∗ }.

Στην πράξη, o RP n είναι το σύνολο των ευθειών που περνούν από την αρχή. Πράγματι, μία
κλάση ισοδυναμίας ενός x είναι το σύνολο

[x] = {λx | λ ∈ R∗},

που είναι η ευθεία που περνά από την αρχή, στην κατεύθυνση του x.

Ο προβολικός χώρος είναι το σύνολο των ευθειών από την αρχή.

Ένας άλλος τρόπος για να θεωρήσουμε τον προβολικό n-χώρο, είναι μέσω της ταυτοποίησης
αντιποδικών σημείων της σφαίρας Sn. Πράγματι, κάθε ευθεία του Rn+1 που περνά από την
αρχή, καθορίζεται πλήρως από δύο αντιποδικά σημεία της Sn και αντιστρόφως. Με άλλα
λόγια, εάν στην Sn ορίσουμε τη σχέση

x ∼ y ⇐⇒ x = ±y,

τότε εύκολα βλέπουμε ότι είναι σχέση ισοδυναμίας και ότι

RP n = Sn/ ∼ .
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Προβολικός χώρος και σφαίρα.

Αν x ∈ Rn+1
∗ , x = (x0, . . . , xn), θα γράφουμε [x] = [x0 : · · · : xn] και θα καλούμε την τε-

λευταία αγκύλη ομογενείς συντεταγμένες του [x]. Λόγου χάρη, το σημείο [1 : 0 : 2] του RP 2

αποτελείται από τα σημεία
x = λ, y = 0, z = 2λ,

που δεν είναι παρά η ευθεία με καρτεσιανές εξισώσεις y = 0, z = 2x του R3.
Για i = 0, . . . n θεωρούμε τα σύνολα

Hi = {[x0 : · · · : xn] |xi 6= 0}. (7.1)

Tότε επειδή κάθε σημείο [x] ∈ RP n έχει τουλάχιστον μία συνταταγμένη xi 6= 0, προκύπτει ότι

RP n =
n⋃

i=0

Hi.

Aς παρατηρήσουμε ότι για i 6= j είναι Hi ∩ Hj 6= ∅. Kάθε ένα όμως από αυτά τα σύνολα
είναι σε μία 1-1 και επί αντιστοιχία με το Rn. Λόγου χάρη, το Hn αποτελείται από σημεία της
μορφής

[x0 : x1 : · · · : xn−1 : xn] = [x0/xn : x1/xn : · · · : xn−1/xn : 1] = [y1 : · · · : yn : 1].

Ορίζεται λοιπόν η απεικόνιση κανονικής προβολής P : RP n → Rn: στο σύνολο Hn δίνεται
από την

Hn 3 [y1 : · · · : yn : 1] → (y1, . . . , yn) ∈ Rn.

Αντίστροφα, αν x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, η τυπική ανύψωσή του στον RP n εἰναι το σημείο
[x1 : · · · : xn : 1]. Τώρα, το σύνολο

RP n \Hn = {[x] ∈ RP n | xn = 0}
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είναι σε 1-1 και επί αντιστοιχία με τον προβολικό χώρο RP n−1:

RP n−1 3 [x0 : · · · : xn−1] 7→ [x0 : · · · : xn−1 : 0] ∈ RP n \Hn.

H αντιστοιχία αυτή παριστάνει την εμφύτευση του RP n−1 στον RP n και έχει υποκείμενη την
εμφύτευση του Rn στον Rn+1 ως το υπερεπίπεδο xn+1 = 0. Aπό την παραπάνω συζήτηση
προκύπτει ότι ο προβολικός χώρος RP n μπορεί να γραφεί ως ξένη ένωση του Ευκλείδειου
χώρου Rn και του προβολικού χώρου RP n−1.

7.1.1 Προβολικοί μετασχηματισμοί και η προβολική ομάδα P (n)

Έστωm : Rn+1 → Rn+1 αντιστρέψιμος γραμμικός μετασχηματισμός του Rn+1,

x = (x0, . . . , xn) 7→ (y0, . . . , yn) = m(x),

και έστω

M =

m01 . . . m0n
... . . .

...
mn0 . . . mnn

 ∈ GL(n,Rn+1)

ο πίνακας τουm ως προς την κανονική βάση του Rn+1 ώστε

yi =
n∑

j=0

mijxj, i = 0, 1, . . . , n.

Τότε, από τον μετασχηματισμόm, παίρνουμε έναν μετασχηματισμό [m] τουRP n από τη σχέση

[m]([x]) = [m(x)].

Η απεικόνιση [m] είναι ένας καλώς ορισμένος μετασχηματισμός του RP n:

1. Αν [x1], [x2] ∈ RP n, τότε είναι

[x1] = [x2] ⇐⇒ x1 = λx2 =⇒ m(x1) = m(λx2) = λm(x2) ⇐⇒ [m(x1)] = [m(x2)].

Άρα, η [m] είναι καλώς ορισμένη.

2. Η [m] είναι 1–1:

[m(x1)] = [m(x2)] ⇐⇒ m(x1) = λm(x2) = m(λx2) =⇒ x1 = λx2 ⇐⇒ [x1] = [x2].

3. Η [m] είναι επί: αν [y] ∈ RP n, τότε υπάρχει x ∈ Rn+1 μεm(x) = y, άρα

[m(x)] = [m]([x]) = [y].
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Yπάρχουν κάποιοι συγκεκριμένοι πίνακες της GL(n+ 1,R) που αντιστοιχούν σε μετασχημα-
τισμούς που δεν έχουν απολύτως καμμία επίδραση στον προβολικό χώρο. Πράγματι, έστω ο
πίνακαςM = λIn+1, για κάποιο λ ∈ R∗ που αντιστοιχεί στον μετασχηματισμόm(x) = λx του
Rn+1. Τότε, ο αντίστοιχος προβολικός μετασχηματισμός είναι ο ταυτοτικός:

[m]([x]) = [λx] = [x].

H oμάδα των μετασχηματισμών της μορφής m(x) = λx είναι ισόμορφη με την πολλαπλα-
σιαστική ομάδα (R∗, ·) που είναι κανονική υποομάδα της GL(n + 1,R). Έτσι λοιπόν στην
πραγματικότητα δεν είναι όλη η GL(n + 1,R) που δρά στον προβολικό χώρο, αλλά η ομάδα
πηλίκο

P (n) ' PGL(n+ 1, R) = GL(n+ 1,R)/(R∗, ·).

H ομάδα PGL(n+ 1,R) αποτελείται από κλάσεις [M ],M ∈ GL(n+ 1,R),

[M ] = {λM, λ ∈ R∗}.

H πράξη στην PGL(n+ 1,R) δίνεται από τη σχέση

[M ] ∗ [N ] = [MN ].

Ο παραπάνω ισομορφισμός P (n) ' PGL(n+ 1,R) δίνεται από τη σχέση [m] 7→ [M ] όπου

[M ] = {λM |λ ∈ R}.

Παρατηρήστε ότι αν μας δοθεί

[M ] =

m00 . . . m0n
... . . .

...
mn0 . . . mnn

 ,

τότε ο αντίστοιχος προβολικός μετασχηματισμός είναι ο

[m]([x0 : · · · : xn]) =

[
n∑

i=0

m0ixi : · · · :
n∑

i=0

mnixi

]
.

Παράδειγμα 7.1.1. Έστω ο πίνακας

[M ] =

[
4 −1
2 3

]
.

Επειδή ∣∣∣∣4 −1
2 3

∣∣∣∣ = 14 6= 0,

ἐχουμε ότι [M ] ∈ PGL(2,R). O αντίστοιχος προβολικός μετασχηματισμός είναι ο

[m]([x0 : x1]) = [4x0 − x1 : 2x0 + 3x1].
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Aπό την άλλη, για τον πίνακα [
−2 0
1 0

]
.

ἐχουμε ότι ∣∣∣∣−2 0
1 0

∣∣∣∣ = 0,

οπότε δεν αντιστοιχεί σε κανένα προβολικό μετασχηματισμό.
Παράδειγμα 7.1.2. Η απεικόνιση

[m]([x0 : x1 : x2]) = [x0 + 2x1 − x2 : 2x0 − x1 + x2 : −x0 + x1 + 2x2]

παριστάνει προβολικό μετσχηματισμό. Πράγματι, ο πίνακας του αντίστοιχου γραμμικού με-
τασχηματισμού έχει ορίζουσα ∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
2 −1 1
−1 1 2

∣∣∣∣∣∣ = −6,

άρα

[M ] =

 1 2 −1
2 −1 1
−1 1 2

 ∈ PGL(3,R).

Aπό την άλλη, ο μετασχηματισμός
[m]([x0 : x1 : x2]) = [2x0 : 2x1 + x2 : x0]

δεν είναι προβολικός. Η ορίζουσα του πίνακα του αντίστοιχου γραμμικού μετασχηματισμού
είναι ∣∣∣∣∣∣

2 0 0
0 2 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 0.

H αριστερή δράση της P (n) στον RP n με προβολικούς μετασχηματισμούς [m] δίνεται απὀ
την

P (n)× RP n 3 ([m], [x]) 7→ [m]([x]) = [m(x)] ∈ RP n.

Πρόταση 7.1.3. H δράση της P (n) είναι διπλά μεταβατική και ελεύθερη. Άρα, ο χώρος των
τροχιών αποτελείται από μοναδικό σημείο και ο προβολικός χώρος είναι πρωταρχικά ομογε-
νής.

Απόδειξη. Eάν [x], [x′] και [y], [y′] είναι ζεύγη διαφορετικών σημείων του προβολικού χώρου,
τότε επειδη τα x, x′ και y, y′ είναι ζεύγη γραμμικά ανεξάρτητων σημείων του Rn+1, υπάρχει α-
ντιστρέψιμος μετασχηματισμόςm τουRn+1 που απεικονίζει τον υπόχωρο 〈x, x′〉 στον υπόχωρο
〈y, y′〉 μεm(x) = y καιm(x′) = y′. Τότε όμως ο προβολικός μετασχηματισμός [m] απεικονἰζει
το [x] στο [y] και το [x′] στο [y′].

Από την άλλη, αν [x] ∈ RP n, ο σταθεροποιητής του
Stab(x) = {[m] ∈ P (n) | [m]([x]) = [x]}

είναι ισόμορφος με το σύνολο (R∗, ·), δηλαδή, το ουδέτερο στοιχείο της PGL(n+ 1,R).
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Στο κεφάλαιο αυτό θα επικεντρώσουμε την προσοχή μας στην αναλυτική περιγραφή του
προβολικού επιπέδου RP 2 και της γεωμετρίας του. Είναι όμως σωστό να μιλήσουμε πρώτα
για την προβολική ευθεία.

7.1.2 Ασκήσεις
1. Θεωρήστε την απεικόνιση

p : Rn+1
∗ → RP n, x 7→ [x].

Δείξτε τα ακόλουθα:

(αʹ) Η p είναι επί.
(βʹ) Η αντίστροφη εικόνα p−1([x]) ενός σημείου [x] του προβολικού χώρου, είναι η ευ-

θεία από την αρχή στην κατεύθυνση του x, της αρχής μη συμπεριλαμβανομένης.
(γʹ) Καλούμε ένα υποσύνολο U ⊆ RP n ανοικτό, εάν η αντίστροφη εικόνα του

p−1(U) = {x ∈ Rn+1
∗ | p(x) ∈ U}

εἰναι ανοικτό σύνολο τουRn+1
∗ . Δείξτε ότι η p είναι συνεχής. (Υπόδειξη. Χρησιμοποιήστε

τον εξής ορισμό της συνέχειας: η f : X → Y είναι συνεχής αν για κάθε ανοικτό
U ⊆ Y η προεικόνα του f−1(U) είναι ανοικτό του X .)

2. Έστω V διανυσματικός υπόχωρος του Rn+1 και p όπως στην προηγούμενη άσκηση. Το
σύνολο p(V ) ονομάζεται προβολικός υπόχωρος του RP n προβολικής διάστασης

dimP (V ) = dim(V )− 1.

Δείξτε τα ακόλουθα:

(αʹ) Aν V είναι ευθεία από την αρχή, τότε dimP (V ) = 0. (Προβολικό σημείο).
(βʹ) Αν V είναι 2-επίπεδο από την αρχή, τότε dimP (V ) = 1. (Προβολική ευθεία).

(Υπόδειξη. Πάρτε πρώτα το επίπεδο P0 : x2 = · · · = xn = 0, δηλαδή το σύνολο των
σημείων (x0, x1, 0, . . . , 0). Τότε,

p(P0) = {[x] ∈ RP n | [x] = [x0 : x1 : 0 : · · · : 0]}.

Δείξτε ότι το σύνολο αυτό είναι σε μία 1-1 και επί αντιστοιχία με τονRP 1. Για την γενική
περίπτωση, αν P είναι ένα οποιοδήποτε 2-επίπεδο του Rn+1, υπάρχει μετασχηματισμός
της GL(n+1,R) που το απεικονίζει στο P0. Επειδή τα P και P0 είναι σε μία 1-1 και επί
αντιστοιχία, το ίδιο θα συμβαίνει και με τις εικόνες τους p(P ) και p(P0).)

3. Ένα προβολικό πλαίσιο στον RP n είναι μία μία συλλογἠ (n+ 2)-σημείων

F = {[v0], . . . , [vn], [vn+1]},
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τέτοια ώστε τα v0, . . . , vn να αποτελούν βάση του Rn+1 και

vn+1 =
N∑
i=0

vi.

Oι προβολικές συντεταγμένες ενός [x], x =
∑n+1

i=0 aivi, ως προς το πλαίσιο F είναι

[x]F = [a0 : · · · : an].

(αʹ) Δείξτε ότι το
FN = {[e0], . . . , [en], [e0 + e1 + · · ·+ en]}

είναι προβολικό πλαίσιο του RP n μα αντίστοιχες προβολικές συντεταγμένες τις
συνήθεις ομογενείς συντεταγμένες.

(βʹ) Δείξτε ότι αν
v0 = (2,−1), v1 = (−1, 1), v3 = (1, 0),

τότε το
F = {p(v0), p(v1), p(v2)}

είναι προβολικό πλαίσιο για τοRP 1. Bρείτε κατόπιν τις προβολικές συντεταγμένες
του τυχαίου σημείου [x]F ως προς το πλαίσιο αυτό.

4. Δείξτε απευθείας ότι η PGL(n+ 1,R) είναι ομάδα με πράξη

[M ] ∗ [N ] = [MN ], [M ], [N ] ∈ PGL(n+ 1,R).

5. Εξετάστε εάν οι παρακάτω πίνακες ανήκουν στην αντίστοιχη προβολική ομάδα και για
αυτούς που ανήκουν βρείτε τον αντίστοιχο προβολικό μετασχηματισμό και τον αντίστρο-
φό του.

(αʹ) [
1 1
2 3

]
.

(βʹ) 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .

(γʹ) 
2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .

(δʹ) Εξετάστε εάν οι παρακάτω μετασχηματισμοί είναι προβολικοί και στην περίπτωση
που είναι βρείτε τον πίνακά τους:
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i.
[m]([x0 : x1]) = [x0 − x1 : x1 + x0].

ii.
[m]([x0 : x1 : x2]) = [x0 : x1 + x2 : x1 + x2 − x0].

iii.
[m]([x0 : x1 : · · · : xn]) = [xn : xn−1 : · · · : x1 : x0].

7.2 Η Προβολική Ευθεία και η Γεωμετρία της
Όταν n = 1, το σύνολο RP 1 είναι η προβολική ευθεία που όπως είδαμε παραπάνω μπορεί να
θεωρείται και ως το σύνολο όλων των ευθειών του επιπέδου R2 που περνούν από την αρχή
(0, 0). H προβολική ευθεία είναι η ένωση των υποσυνόλων

H0 = {[x0 : x1] ∈ RP 1 | x0 6= 0} και H1 = {[x0 : x1] ∈ RP 1 | x1 6= 0}.

Μπορούμε να γράψουμε

RP 1 = H0 ∪ {[0 : 1]}, είτε RP 1 = H1 ∪ {[1 : 0]},

δηλαδή, η προβολική ευθεία μπορεί να γραφεί ως η (ξένη) ένωση της Ευκλείδειας ευθείας (εν
προκειμένω, τηςH0 ή τηςH1, αντίστοιχα) και ενός σημείου στο άπειρο (του [0 : 1], ή του [1 : 0],
αντίστοιχα). Η προβολική ευθεία RP 1 λοιπόν βρίσκεται σε μία 1–1 και επί αντιστοιχία με τον
ίδιο τον κύκλο S1 και όχι απλώς με τον S1/ ∼. Κι αυτό διότι ο S1 μέσω της στερεογραφικής
προβολής (δείτε την Ενότητα 8.1.1), μπορεί να ταυτιστεί με την πραγματική ευθεία στην οποία
έχουμε προσθέσει ένα σημείο στο άπειρο. Προκύπτει λοιπόν με απλό τρόπο ότι η προβολική
ευθεία είναι συμπαγές σύνολο και το ίδιο ισχύει για τον προβολικό χώρο κάθε διάστασης. Η
απόδειξη όμως για n > 1 απαιτεί τεχνικές που είναι πέρα από τον σκοπό των σημειώσεων
αυτών. Στην Ενότητα 7.3 μπορείτε να δείτε σχηματοποιήσεις του προβολικού επιπέδου σαν
μία συμπαγή επιφάνεια.

Προβολική ευθεία και κύκλος.
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Μπορούμε να πηγαίνουμε από την προβολική στην Ευκλείδεια ευθεία με την απεικόνιση προ-
βολής P : RP 1 → R η οποία δίνεται στο σύνολο H0 από την P([x0 : x1]) = x1/x0, ενώ στο
σύνολο H1 δίνεται από την P([x0 : x1]) = x0/x1. Αντιστρόφως, μπορούμε να πηγαίνουμε από
την Ευκλείδεια ευθεία στην προβολική μέσω της απεικόνισης τυπικής ανύψωσης x 7→ [x : 1].

H προβολική ομάδα P (1) αποτελείται από μετασχηματισμούς [m] : RP 1 → RP 1, όπου
m : R2 → R2 είναι αντιστρέψιμος γραμμικός μετασχηματισμός. Ένας μετασχηματισμός [m]
αντιστοιχεί κατά μοναδικό τρόπο σε ένα στοιχείο της ομάδας

PGL(2,R) =
{
[M ] =

[
a b
c d

]
, M ∈ GL(2,R)

}
, (7.2)

με την αντιστοιχία να ορίζεται από την [m] 7→ [M ]. OM εδώ είναι ο πίνακας του αντίστοιχου
γραμμικού μετασχηματισμού.

Έχουμε την εξής θεμελιώδη πρόταση για τη Γεωμετρία της Προβολικής Ευθείας:

Πρόταση 7.2.1. Έστω [A], [B], [C] και [A′], [B′], [C′] τριάδες διαφορετικών ανά δύο σημείων
της RP 1. Tότε υπάρχει μοναδικός [m] ∈ P (1) τέτοιος ώστε

[m]([A]) = [A′], [m]([B]) = [B′], [m]([C]) = [C′].

Απόδειξη. Έστω τα σημεία [1 : 0], [0 : 1] και [1 : 1]. Έστω επίσης ότι

[A] = [a0 : a1], [B] = [b0 : b1], [C] = [c0 : c1].

Για λ, µ 6= 0, θεωρούμε τονmλ,µ : R2 → R2 που ορίζεται από τη σχέση

mλ,µ(x0, x1) = (λa0x0 + µb0x1, λa1x0 + µb1x1).

ο πίνακας N του μετασχηματισμού αυτού είναι ο

N =

(
λa0 µb0
λa1 µb1

)
∈ GL(2,R)

εφόσον η ορίζουσά του είναι ίση με λµ(a0b1 − b0a1) 6= 0 διότι [A] 6= [B]. Επιπλέον, έχουμε τις
σχέσεις

[mλ,µ]([1 : 0]) = [A], [mλ,µ]([0 : 1]) = [B], [mλ,µ]([1 : 1]) = [λA+ µB].

Tα A,B σχηματίζουν μία βάση του R2. Έτσι, υπάρχουν μοναδικά λ0, µ0 ώστε C = λ0A+ µ0B
και τότε ο μετασχηματισμός [m] = [mλ0,µ0 ] ικανοποιεί την [m]([1 : 1)]) = [C]. Με την ίδια
διαδικασία, βρίσκουμεm′ ∈ P (1) με

[m′]([1 : 0]) = [A′], [m′]([0 : 1]) = [B′], [m′]([1 : 1]) = [C′].

O μετασχηματισμός [m′]◦ [m−1] είναι ο ζητούμενος. Είναι δε μοναδικός, διότι εάν υπήρχε [m′′]
με

[m′′]([A]) = [A′], [m′′]([B]) = [B′], [m′′]([C]) = [C′],
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τότε ο [n] = [m] ◦ [m′′] ◦ [(m′)−1] θα σταθεροποιούσε τα τρία σημεία [1 : 0], [0 : 1] και [1 : 1].
Aν

[n]([x0 : x1]) = [n00x0 + n01x1, n10x0 + n11x1],

τότε

[n]([1 : 0]) = [n00 : n10] = [1 : 0] =⇒ n10 = 0,

[n]([0 : 1]) = [n01 : n11] = [0 : 1] =⇒ n01 = 0,

[n]([1, 1]) = [n00 : n11] = [1 : 1] =⇒ n00 = n11.

’Aρα ο [n] είναι το ταυτοτικό στοιχείο της P (1), πράγμα που ολοκληρώνει την απόδειξη.

Σχόλιο 7.2.2. Υπό το πρίσμα της Άσκησης 7.1.2.3 η Πρόταση 7.2.1 μπορεί να επαναδιατυπω-
θεί ως εξής: Αν

F1 = {[A], [B], [C]}, F2 = {[A′], [B′], [C′]}

είναι προβολικά πλαίσια της RP 1, τότε υπάρχει στοιχείο [m] ∈ P (1) με

[m]([A]) = [A′], [m]([B]) = [B′], [m]([C]) = [C′].

Παράδειγμα 7.2.3. Θα βρούμε τον [m] ∈ P (1) που απεικονίζει τα [1 : 0], [0 : 1], [1 : 1] στα
[1 : 2], [−1 : 1] και [2 : 1], αντίστοιχα. Όπως στην απόδειξη της Πρότασης 7.2.1 έστω λ, µ ∈ R∗

και έστωmλ,µ ο μετασχηματισμός του R2 με πίνακα

N =

(
λ −µ
2λ µ

)
.

Tότε
[mλ,µ(1, 1)] = [λ− µ : 2λ+ µ].

To σύστημα
λ− µ = 2, 2λ+ µ = 1

έχει λύσεις λ = 1, µ = −1. Άρα, ο ζητούμενος μετασχηματισμός είναι ο [m] = [m1,−1] με
πίνακα

[M ] =

[
1 1
2 −1

]
,

δηλαδή,
[m]([x0 : x1]) = [x0 + x1 : 2x0 − x1].

Παράδειγμα 7.2.4. Θαβρούμε τον μετασχηματισμό τηςP (1)πουαπεικονίζει τα [1 : 2], [−1 : 1]
και [2 : 1] στα [2 : 1], [−1 : 1] και [1 : 2], αντίστοιχα. Λόγω του προηγούμενου παραδείγματος,
o [m] με

[m]([x0 : x1]) = [x0 + x1 : 2x0 − x1].

απεικονίζει τα [1 : 0], [0 : 1] και [1 : 1] στα [1 : 2], [−1 : 1] και [2 : 1], αντίστοιχα. Βρίσκουμε
λοιπόν μόνο τον μετασχηματισμό [m′] που απεικονίζει τα [1 : 0], [0 : 1] και [1 : 1] στα
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[2 : 1], [−1 : 1] και [1 : 2], αντίστοιχα. Όπως προηγουμένως, θεωρούμε m′
λ,µ και τον πίνα-

κα του
N ′ =

(
2λ −µ
λ µ

)
.

Eίναι [m′
λ,µ(1, 1)] = [2λ− µ : λ+ µ] και από τις σχέσεις

2λ− µ = 1, λ+ µ = 2,

παίρνουμε λ = µ = 1. Συνεπώς, ο [m′] έχει πίνακα

[M ′] =

[
2 −1
1 1

]
,

δηλαδἠ,
[m′]([x0 : x1]) = [2x0 − x1 : x0 + x1].

Ο ζητούμενος μετασχηματισμός είναι ο [n] = [m′] ◦ [m−1]. O πίνακάς του είναι ο

[M ′M−1] =

[(
2 −1
1 1

)(
1/3 1/3
2/3 −1/3

)]
=

[
0 1
1 0

]
.

Άρα,
[n]([x0 : x1]) = [x1 : x0].

7.2.1 Διπλός λόγος
Στην ενότητα αυτή εισάγουμε τον διπλό λόγο τεσσάρων σημείων. O διπλός λόγος ήταν γνω-
στός στον Ευκλείδη και η θεμελιώδης του ιδιότητα (Πρόταση 7.2.5 παρακάτω) αποδείχθηκε
από τον Πάππο. Έστω [A], [B], [C], [D] τέσσερα σημεία της RP 1 τέτοια ώστε οποιαδήποτε
τρία από αυτά να μήν είναι ίσα. Έστω χωρίς βλάβη ότι [A] 6= [B]. Tότε,

C = pA+ qB, D = rA+ sB. (7.3)

Ο διπλός λόγος ορίζεται ως
[A,B;C,D] = qr

ps
.

Παρατηρήστε ότι ο διπλός λόγος τεσσάρων διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο σημείων δεν
μπορεί να είναι 0: αν q = 0 τότε [C] = [A] ενώ αν r = 0 τότε [D] = [B]. Αν πάλι ο διπλός λόγος
είναι ίσος με 1, καταλήγουμε πάλι σε άτοπο. Κι αυτό διότι από την qr = ps έχουμε

C = (qr/s)A+ qB = (sq)D =⇒ [C] = [D]

Ο ορισμός του διπλού λόγου είναι ανεξάρτητος από την επιλογή των αντιπροσώπων: πράγ-
ματι, αν A′,B′,C′,D′ είναι κάποιοι άλλοι αντιπρόσωποι των [A], [B], [C], [D], τότε υπάρχουν
a, b, c, d όλα διαφορετικά του μηδενός τέτοια ώστε A′ = aA, B′ = bB, C′ = cC και D′ = dD.
Tότε,

C′ = cC = cpA+ cqB = (cp/a)A′ + (cq/b)B′,

D′ = dD = drA+ dsB = (dr/a)A′ + (ds/b)B′,
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συνεπώς

[A′,B′;C′,D′] =
(cq/b)(dr/a)

(cp/a)(ds/b)
=

qr

ps
= [A,B;C,D].

Πρόταση 7.2.5. O διπλός λόγος είναι προβολική αναλλοίωτος: παραμένει αναλλοίωτος από
τη δράση της P (1).

Απόδειξη. Έστω όπως παραπάνω [A], [B], [C], [D] τέσσερα σημεία της RP 1 τέτοια ώστε ο-
ποιαδήποτε τρία από αυτά να μην είναι ίσα και έστω χωρίς βλάβη ότι [A] 6= [B], ώστε να
ισχύει η (7.3). Aν [m] ∈ P (1) με αντίστοιχο γραμμικό μετασχηματισμόm, τότε

m(C) = p ·m(A) + q ·m(B), m(D) = r ·m(A) + s ·m(B).

Eίναι τώρα [m(A))] 6= [m(B). Κι αυτό διότι, στην περίπτωση που ίσχυε το αντίθετο θα υπήρχε
λ ∈ R∗ με m(B) = λ · m(A). Επειδή όμως o m είναι αντιστρέψιμος, τούτο θα συνεπαγόταν
ότι B = λA και άρα [A] = [B], πράγμα που αντικρούει την υπόθεση. Άρα,

[m(A),m(B);m(C),m(D)] = qr

ps
= [A,B;C,D].

Πρόταση 7.2.6. Υπάρχει [m] ∈ P (1) που απεικονίζει τέσσερα διαφορετικά μεταξύ τους ανά
δύο σημεία [A], [B], [C], [D] σε τέσσερα διαφορετικά μεταξύ τους ανά δύο σημεία [A′], [B′],
[C′], [D′], αντίστοιχα, αν και μόνο αν

[A,B;C,D] = [A′,B′;C′,D′].

Απόδειξη. Αν υπάρχει [m] ∈ P (1) με

[m(A)] = [A′], [m(B)] = [B′], [m(C)] = [C′], [m(D)] = [D′],

τότε ο ισχυρισμός προκύπτει από την Πρόταση 7.2.5. Έστω τώρα ότι

[A,B;C,D] = [A′,B′;C′,D′].

Tότε σύμφωνα με την Πρόταση 7.2.1 μπορούμε να υποθέσουμε ότι

[A] = [A′] = [1 : 0], [B] = [B′] = [0 : 1], [C] = [C′] = [1 : 1].

Τότε, αν [D] = [d1 : d2] και [D′] = [d′1 : d
′
2], είναι

[A,B;C,D] = d1/d2, [A′,B′;C′,D′] = d′1/d
′
2.

Προκύπτει ότι [D] = [D′] και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Σχόλιο 7.2.7. Στο σημείο αυτό κάνουμε μία χρήσιμη παρατήρηση πάνω στην απόδειξη της
Πρότασης 7.2.6. Έστω [A], [B], [C] και [D] τέσσερα διαφορετικά μεταξύ τους ανά δύο σημεία
της RP 1 και έστω

[A,B;C,D] = λ ∈ R \ {0, 1}.
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Παρατηρούμε ότι
[(1, 0), (0, 1); (1/λ, 1), (1, 1)] = λ = [A,B;C,D].

Σύμφωνα με την Πρόταση 7.2.6, υπάρχει [m] ∈ P (1) με

[m(1, 0)] = [A], [m(0, 1)] = [B], [m(1/λ, 1)]) = [C], [m(1, 1)]) = [D].

Άρα, όταν μας δίνονται τέσσερα διαφορετικά μεταξύ τους ανά δύο σημεία της RP 1 μπορούμε
πάντοτε να υποθέτουμε ότι αυτά είναι τα

[1 : 0], [0 : 1], [1/λ : 1], [1 : 1],

όπου λ είναι ο διπλός λόγος των δοθέντων σημείων.

Ας παρατηρήσουμε ότι μέσω της ταύτισης της RP 1 με τον S1 = R ∪ {∞} = R, ο διπλός
λόγος μπορεί να οριστεί και για σημεία του R ως εξής: έστω a, b, c, d ∈ R, τέτοια ώστε οποια-
δήποτε τρία από αυτά να μην είναι ίσα. Αν κανένα από αυτά δεν είναι το το∞, θεωρούμε τις
ανυψώσεις τους

[A] = [a : 1], [B] = [b : 1], [C] = [c : 1], [D] = [d : 1].

Αν a 6= b, τότε επειδή

c =
(c− b)a+ (a− c)b

a− b
,

d =
(d− b)a+ (a− d)b

a− b
,

έχουμε

[A,B;C,D] = (d− b)(c− a)

(d− a)(c− b)
,

το οποίο και ορίζουμε ως τον διπλό λόγο [a, b; c, d] των a, b, c, d. Χρειάζεται βεβαίως να κάνου-
με ορισμένες παραδοχές στην περίπτωση όπου δύο από τα σημεία είναι ίσα: λόγου χάρη, αν
b = c, τότε λέμε ότι [a, b; c, d] = ∞. Έτσι, ο διπλός λόγος παίρνει τιμές στο R.1 Παρατηρήστε
τώρα ότι με την επιπλέον παραδοχή ότι∞ : ∞ = 1, ο διπλός λόγος

[a, b; c, d] =
(d− b)(c− a)

(d− a)(c− b)
,

ορίζεται και στην περίπτωση που κάποιο από τα a, b, c, d είναι το σημείο στο άπειρο. Θα
επανέλθουμε στην πραγμάτευση αυτή του διπλού λόγου στην Ενότητα 8.4.3.

Παράδειγμα 7.2.8. Θα βρούμε με δύο τρόπους τον διπλό λόγο των

[A] = [1 : 2], [B] = [2 : 1], [C] = [1 : 0], [D] = [1 : 1].

1Και πάλι έχουμε ότι άν τα σημεία είναι διαφορετικά μεταξύ τους ανά δύο, τότε ο διπλός λόγος παίρνει τιμές
στο R \ {0, 1}.
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Κατ’ αρχάς είναι

C = (1, 0) = (−1/3)A+ (2/3)B, D = (1, 1) = (1/3)A+ (1/3)B,

οπότε,
[A,B;C,D] = (2/3) · (1/3)

(−1/3) · (1/3)
= −2.

Από την άλλη, επειδή τα [A], [B], [D] ανήκουν στο σύνολο H0, θεωρούμε τις προβολές

a = 1/2, b = 2, d = 1,

των [A], [B], [D], αντίστοιχα, επάνω στην πραγματική ευθεία, ενώ παίρνουμε c = ∞. Τότε,

[a, b; c, d] =
(1− 2)(∞− 1/2)

(1− 1/2)(∞− 2)
=

−1

1/2
· ∞
∞

= (−2) · 1 = −2.

Πρόταση 7.2.9. Θεώρημα Τεσσάρων Σημείων. Έστω [A], [B], [C], [X], [Y] σημεία της προ-
βολικής ευθείας. Τότε,

[A,B;C,X] = [A,B;C,Y] =⇒ [X] = [Y].

Απόδειξη. Έστω
C = pA+ qB, X = rA+ sB, Y = r′A+ s′B.

Tότε,
[A,B;C,X] = [A,B;C,Y] =⇒ qr

ps
=

qr′

ps′
=⇒ r

s
=

r′

s′
.

Oπότε,

Y = r′A+ s′B = (r′/r)rA+ (s′/s)sB = (r′/r)(rA+ sB) = (r′/r)X =⇒ [X] = [Y].

Ένα φυσιολογικό και ενδιαφέρον ερώτημα είναι το εξής: τί συμβαίνει στον διπλό λόγο
τεσσάρων σημείων όταν μετατάξουμε τα σημεία με μία μετάταξη της ομάδας μετατάξεων S4;
Υπάρχουν ως γνωστόν 24 μετατάξεις στην S4 αλλά ο διπλός λόγος που προκύπτει από οποια-
δήποτε από αυτές είναι συνάρτηση ενός προκαθορισμένου διπλού λόγου. Δείτε την Άσκηση
7.2.2.5.

7.2.2 Ασκήσεις
1. Βασιζόμενοι στην απόδειξη της Πρότασης 7.2.1 αλλά και στο Παράδειγμα 7.2.3, βρείτε

το [m] που απεικονίζει

(αʹ) τα [1 : 0], [0 : 1], [1 : 1] στα [−1, 2], [2, 3], [4 : 1], αντίστοιχα,
(βʹ) τα [−1 : 1], [0 : 1], [1 : 2] στα [0, 1], [3,−1], [2 : 5], αντίστοιχα, και
(γʹ) τα [3 : 1], [2 : 1], [1 : 1] στα [1, 1], [1, 2], [1 : 3], αντίστοιχα.
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2. Για ποια a ∈ R υπάρχει [m]πουαπεικονίζει τα [1 : 0], [0 : 1], [1 : 1] στα [2 : 3], [−1 : a], [a : 1],
αντίστοιχα; Για αυτά τα a, βρείτε τον αντίστοιχο προβολικό μετασχηματισμό.

3. Εξετάστε εάν υπάρχει στοιχείο της P (1) που να απεικονίζει τα [1 : 0], [0 : 1], [1 : 1] και
[1 : −1] στα [0 : 1], [1 : 0], [2 : 1] και [1 : 2], αντίστοιχα. Eάν υπάρχει, βρείτε το στοιχείο
αυτό.

4. Βρείτε το a 6= 0,±1 για το οποίο υπάρχει στοιχείο της P (1) που να απεικονίζει τα
[−a : 1], [0 : 1], [a : 1] και [1 : 1] στα [a : 1], [1 : 0], −a : 1] και [2 : 1], αντίστοιχα.
Eάν υπάρχει, βρείτε το στοιχείο αυτό.

5. Δείξτε ότι ο διπλός λόγος τεσσάρων σημείων της προβολικής ευθείας ικανοποιεί τις ι-
διότητες:

[A,B;C,D] = [B,A;D,C] = [C,D;A,B] = [D,C;B,A] (7.4)
και

[A,B;C,D] = λ, [A,B;D,C] = 1/λ,

[A,C;B,D] = 1− λ, [A,C;D,B] = 1/(1− λ),

[A,D;B,C] = 1− 1/λ, [A,D;C,B] = λ/(λ− 1).

7.3 To Προβολικό Επίπεδο και η Γεωμετρία του
7.3.1 Γενικά για το Προβολικό Επίπεδο RP 2

Aς παρατηρήσουμε κατ’ αρχάς ότι το προβολικό επίπεδο RP 2 είναι η ένωση των εξής τριών
μη ξένων μεταξύ τους συνόλων:

H0 = {[x0 : x1 : x2] ∈ RP 2 | x0 6= 0},
H1 = {[x0 : x1 : x2] ∈ RP 2 | x1 6= 0}, (7.5)
H2 = {[x0 : x1 : x2] ∈ RP 2 | x2 6= 0}.

Το καθένα από τα σύνολα αυτά όμως είναι σε μία 1-1 και επί αντιστοιχία με τo R2 : λόγου
χάρη, τα σημεία του H2 είναι ισοδύναμα με σημεία της μορφής [x : y : 1]. Η απεικόνιση
προβολής P : RP 2 → R2 δίνεται στο H2 από την [x : y : 1] 7→ (x, y). Είναι τώρα

L3
∞ = RP 2 \H2 = {[x0 : x1 : x2] ∈ RP 2 | x2 = 0}.

To σύνολο L3
∞ μπορεί να θεωρηθεί σαν ένα αντίγραφο της προβολικής ευθείας RP 1 εμφυτευ-

μένης εντός του RP 2:
RP 1 3 [x0 : x1] 7→ [x0 : x1 : 0] ∈ RP 2,

και ονομάζεται ευθεία στο άπειρο ως προς H2. Η εμφύτευση αυτή έχει υποκείμενη την εμφύ-
τευση του Ευκλειδείου επιπέδου R2 εντός του R3 ως το επίπεδο x2 = 0.
Σχόλιο 7.3.1. Σημειώνουμε και πάλι χωρίς απόδειξη ότι το προβολικό επίπεδο είναι ένα συ-
μπαγές σύνολο. Στο παρακάτω σχήμα βλέπουμε διάφορες αναπαραστάσεις του προβολικού
επιπέδου σαν συμπαγή επιφάνεια του R3.
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Aναπαραστάσεις του προβολικού επιπέδου.

7.3.2 Ευθείες στο RP 2

Tο Ευκλείδειο επίπεδο R2 μπορεί να εμφυτευτεί εντός του R3 και ως οποιοδήποτε επίπεδο
ax0 + bx1 + cx2 = 0, |a|+ |b|+ |c| 6= 0, (7.6)

που περνά από την αρχή. Γνωρίζουμε ήδη ότι τέτοιου είδους επίπεδα προκύπτουν από τη
δράση ενός στοιχείου της ορθογώνιας ομάδας O(3) στο R3. Η Εξίσωση (7.6) παριστάνει την
εξίσωση της τυχούσας προβολικής ευθείας του RP 2 και μας λέει επίσης ότι κάθε τέτοια προ-
βολική ευθεία μπορεί να θεωρηθεί σαν ευθεία στο άπειρο.
Πρόταση 7.3.2. Από κάθε δύο διαφορετικά σημεία του RP 2 περνά μοναδική προβολική ευ-
θεία.

Απόδειξη. Έστω [x] = [x0 : x1 : x2] και [x′] = [x′
0 : x′

1 : x′
2] διαφορετικά μεταξύ τους σημεία

στο RP 2. Tούτο σημείνει ότι τουλάχιστον μία από τις ελάσσονες ορίζουσες

D0 =

∣∣∣∣x1 x2

x′
1 x′

2

∣∣∣∣ , D1 =

∣∣∣∣x0 x2

x′
0 x′

2

∣∣∣∣ , D2 =

∣∣∣∣x0 x1

x′
0 x′

1

∣∣∣∣ ,
είναι διαφορετική του μηδενός. Τότε, η ευθεία με εξίσωση

D0X0 −D1X1 +D2X2 = 0,

περιέχει τα [x], [x′]. (Επιβεβαιώστε τον ισχυρισμό στην Άσκηση 7.3.3.2: παρατηρήστε ότι ου-
σιαστικά αποδείξαμε ότι δύο επίπεδα του R3 που περνούν από την αρχή τέμνονται σε μία
ευθεία!)
Πόρισμα 7.3.3. H ευθεία που περνά από τα [x] και [x′] όπως παραπάνω, δίνεται από τη σχέση∣∣∣∣∣∣

X0 X1 X2

x0 x1 x2

x′
0 x′

1 x′
2

∣∣∣∣∣∣ = 0. (7.7)

Παράδειγμα 7.3.4. Έστω τα σημεία [1 : 0 : 2] και [0 : 1 : 2] του RP 2. Αν aX0 + bX1 + cX2

= 0 είναι η ευθεία που τα περιέχει, τότε θα πρέπει να ικανοποιούνται οι σχέσεις
a · 1 + b · 0 + c · 2 = a+ 2c = 0 και a · 0 + b · 1 + c · 2 = b+ 2c = 0.

Προκύπτει ότι η ζητούμενη ευθεία είναι η L : 2X0 + 2X1 − X2 = 0. Χρησιμοποιώντας την
Εξίσωση (7.7) έχουμε πάλι∣∣∣∣∣∣

X0 X1 X2

1 0 2
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ = −2X0 − 2X1 +X2 = 0.
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H παρακάτω πρόταση είναι γνωστή και σαν ιδιότητα πρόσπτωσης. Μας εξασφαλίζει την
μή ύπαρξη παραλληλίας ευθειών στο προβολικό επίπεδο:
Πρόταση 7.3.5. (Πρόσπτωση). Δύο διαφορετικές προβολικές ευθείες τέμνονται πάντοτε σε
ένα μοναδικό σημείο.

Απόδειξη. Έστω οι ευθείες
L1 : ax0 + bx1 + cx2 = 0,

L2 : a′x0 + b′x1 + c′x2 = 0.

Τα κοινά τους σημεία είναι οι λύσεις του παραπάνω συστήματος, το οποίο, επειδή τουλάχιστον
μία από τις ελάσσονες ορίζουσες

D0 =

∣∣∣∣b c
b′ c′

∣∣∣∣ , D1 =

∣∣∣∣a c
a′ c′

∣∣∣∣ , D2 =

∣∣∣∣a b
a′ b′

∣∣∣∣ ,
είναι διαφορετική του μηδενός, έχει άπειρες λύσεις: αν λόγου χάρη D2 6= 0, τότε

x0 =

∣∣∣∣−c b
−c′ b′

∣∣∣∣
D2

· x2, x1 =

∣∣∣∣a −c
a′ −c′

∣∣∣∣
D2

· x2.

Προκύπτει το μοναδικό προβολικό σημείο[∣∣∣∣b c
b′ c′

∣∣∣∣ : − ∣∣∣∣a c
a′ c′

∣∣∣∣ : ∣∣∣∣a b
a′ b′

∣∣∣∣] ,
και η απόδειξη ολοκληρώνεται.
Σχόλιο 7.3.6. Μπορούμε να γράφουμε την εξίσωση μίας ευθείας L : ax0 + bx1 + cx2 = 0 ως
[A]·X = 0· κι αυτό διότι τοA = (a, b, c) είναι το κάθετο διάνυσμα του αντίστοιχου Ευκλείδειου
επιπέδου και συνεπώς είναι μη μηδενικό. Δείτε τώρα ότι από την Πρόταση 7.3.5 προκύπτει
αμέσως ότι το σημείο τομής των ευθειών [A] ·X = 0 και [A′] ·X = 0 είναι ακριβώς το [A×A′].
Αυτό αντανακλά στο γεγονός ότι η τομή δύο επιπέδων που περνούν από την αρχή είναι ευθεία
από την αρχή, με διάνυσμα διεύθυνσης το κάθετο προς τα αντίστοιχα κάθετα διανύσματα των
επιπέδων.
Πρόταση 7.3.7. Τρία σημεία [A] = [a0 : a1 : a2], [B] = [b0 : b1 : b2] και [C] = [c0 : c1 : c2] του
προβολικού επιπέδου είναι συνευθειακά αν και μόνο αν το μεικτό γινόμενο

(A,B,C) =

∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2
b0 b1 b2
c0 c1 c2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Απόδειξη. H ευθεία που ορίζουν τα [B], [C] δίνεται από την

[B× C] · X =

∣∣∣∣∣∣
X0 X1 X2

b0 b1 b2
c0 c1 c2

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Σχόλιο 7.3.8. Σημειώνουμε εδώ ότι τρία μη συνευθειακά σημεία του RP 2 σχηματίζουν τρι-
κόρυφο. O όρος τρίγωνο που χρησιμοποιείται παρακάτω είναι καταχρηστικός. Και τούτο
διότι, ενώ μπορεί να οριστεί η γωνία μεταξύ δύο προβολικών ευθειών ως η δίεδρη γωνία των
αντίστοιχων Ευκλείδειων επιπέδων, ο ορισμός αυτός δεν είναι προβολικά αναλλοίωτος, δη-
λαδή, δεν διατηρείται από τους προβολικούς μετασχηματισμούς. Το ίδιο ισχύει και για τον
όρο τετράπλευρο, κ.λπ.

7.3.3 Aσκήσεις
1. Προσδιορίστε τις ευθείες στο άπειρο των συνόλων H0 και H1 στην (7.5).

2. Επιβεβαιώστε τον ισχυρισμό της απόδειξης της Πρότασης 7.3.2.

3. Βρείτε τις ευθείες Li, i = 1, 2, 3, που περνούν από τα [A] και [B] όταν αυτά είναι αντί-
στοιχα τα

(αʹ) [1 : 0 : 5], [0 : −1 : 9].
(βʹ) [2 : 3 : 2], [−1 : 4 : 1].
(γʹ) [0 : 1 : −1], [−2 : 6 : 1].

4. Βρείτε τα σημεία τομής των ευθειών Li της προηγούμενης άσκησης.

5. Εξετάστε ποιές από τις παρακάτω τριάδες σημείων είναι συνευθειακές και εάν είναι
προσδιορίστε την ευξεία που ανήκουν:

(αʹ) [−2 : 8 : 1], [3 : 4 : 0], [−2 : 5 : 2].
(βʹ) [1 : −1/2 : 2], [−2 : 1 : 3], [0 : 0 : 1].
(γʹ) [0 : 1 : −1/4], [2 : 2 : −1], [1 : −1 : 0].

7.3.4 H Γεωμετρία του Προβολικού Επιπέδου
H Γεωμετρία (κατά Klein) του Προβολικού Επιπέδου RP 2 είναι το ζεύγος (RP 2, P (2)), όπου
η ομάδα P (2) είναι η PGL(3,R). H παρακάτω πρόταση είναι ανάλογη της Πρότασης 7.2.1 και
συνιστά το Θεμελιώδες Θεώρημα της Γεωμετρίας του Προβολικού Επιπέδου:

Πρόταση 7.3.9. Έστω [A], [B], [C], [D] και [A′], [B′], [C′], [D′] τετράδες μη συνευθειακών ανά
τριών σημείων του RP 2. Τότε υπάρχει μοναδικός [m] ∈ P (2) με

[m(A)] = [A′], [m(B)] = [B′], [m(C)] = [C′], [m(D)] = [D′].

Απόδειξη. H απόδειξη είναι παραπλήσια της απόδειξης της Πρότασης 7.2.1. Έστω τα σημεία
[1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0], [0 : 0 : 1] και [1 : 1 : 1]. Έστω επίσης ότι

[A] = [a0 : a1 : a2], [B] = [b0 : b1 : b2], [C] = [c0 : c1 : c2], D = [d0 : d1 : d2].
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Για λ, µ, ν 6= 0, o πίνακας

N =

λa0 µb0 νc0
λa1 µb1 νc1
λa2 µb2 νc2

 ∈ GL(3,R),

εφ΄ όσον τα [A], [B] και [C] δεν είναι συνευθειακά. Αν n είναι ο αντίστοιχος γραμμικός μετα-
σχηματισμός τότε

[n(1, 0, 0)]) = [A], [n(0, 1, 0)]) = [B],
[n(0, 0, 1)] = [C], [n(1, 1, 1)] = [λA+ µB+ νC].

Eπειδή τα τα A,B, C σχηματίζουν μία βάση του R3, υπάρχουν λ0, µ0 και ν0, όλα διαφορετικά
του μηδενός, ώστε

D = λ0A+ µ0B+ ν0C.
(Το ότι τα σημεία υποτέθηκαν ανά τρία μη συνευθειακά, χρειάζεται ακριβώς εδώ). Tότε αν
[m] είναι ο προβολικός μετασχηματισμός με πίνακα

[M ] =

λ0a0 µ0b0 ν0c0
λ0a1 µ0b1 ν0c1
λ0a2 µ0b2 ν0c2

 ,

έχουμε

[m(1, 1, 1)] = [D].

Αναλόγως, βρίσκουμε [m′] ∈ P (2) με

[m′(1, 0, 0)′]) = [A′], [m′(0, 1, 0)]) = [B′], [m′(0, 0, 1)] = [C′], [m′(1, 1, 1)] = [D′].

O ζητούμενος μετασχηματισμός είναι τότε ο [m′] ◦ [m−1]. Συμπληρώστε από το σημείο αυτό
την απόδειξη δείχνοντας ὀτι κάθε στοιχείο της P (2) που σταθεροποιεί τα [1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0],
[0 : 0 : 1] και [1 : 1 : 1] είναι ο ταυτοτικός.

Παράδειγμα 7.3.10. Για να βρούμε τον προβολικό μετασχηματισμό [m] κατά τον οποίον

[1 : 0 : 0] 7→ [0 : 0 : 1],

[0 : 1 : 0] 7→ [0 : 1 : 1],

[0 : 0 : 1] 7→ [1 : 1 : 1],

[1 : 1 : 1] 7→ [3 : 2 : 4],

έστω λ, µ, ν 6= 0 και

N =

0 0 ν
0 µ ν
λ µ ν


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με αντίστοιχο γραμμικό μετασχηματισμό n. Tότε από τη σχέση

[n(1, 1, 1)] = [ν : µ+ ν : λ+ µ+ ν] = [3 : 2 : 4]

έχουμε λ = 2, µ = −1, ν = 3. Συνεπώς

[M ] =

0 0 3
0 −1 3
2 −1 3


. και

[m]([x0 : x1 : x2]) = [3x2 : −x1 + 3x2 : 2x0 − x1 + 3x2].

7.3.5 Ιδιότητες των προβολικών μετασχηματισμών του επιπέδου
Oι επόμενες προτάσεις περιγράφουν ορισμένες από τις ιδιότητες της P (2).
Πρόταση 7.3.11. Kάθε στοιχείο της P (2) απεικονίζει ευθείες σε ευθείες.

Απόδειξη. H απόδειξη ουσιαστικά θα μπορούσε να αναχθεί στην απόδειξη της πρότασης:
κάθε στοιχείο της GL(3,R) απεικονίζει επίπεδα του R3 από την αρχή σε επίπεδα του R3 από
την αρχή. Aναλυτικά, έστω ευθεία L με εξίσωση [A] · X = 0 και έστω μετασχηματισμός
[m] ∈ P (2) με πίνακα [M ]. Θέτουμε για [X] ∈ L, X′ = m(X) και τότε

X′ = m(X) =⇒ m−1(X′) = X.

Έτσι,
0 = [A] · X = [A] · (m−1(X′)) = [AM−1] · X′.

Με άλλα λόγια, η εικόνα της L : [A] · X = 0 είναι η L′ : [AM−1] · X = 0.
Παράδειγμα 7.3.12. Έστω η ευθεία L με εξίσωση

[A] · X = 2x0 + x1 − 3x2 = 0

και ο μετασχηματισμός [M ] με αντιπρόσωπο

M =

 1 0 1
1 1 3
−2 0 1

 ∈ GL(3,R).

O αντίστροφοςM είναι ο

M−1 =

 1/3 0 −1/3
−7/3 1 −2/3
2/3 0 1/3

 ∈ GL(3,R).

Οπότε, για την L′ = M(L) έχουμε

[AM−1] = [11 : −1 : 7]

και έτσι η L′ έχει εξίσωση 11x0 − x1 + 7x2 = 0.
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Πρόταση 7.3.13. Κάθε στοιχείο της P (2) απεικονίζει συνευθειακά σημεία σε συνευθειακά
σημεία.

Απόδειξη. Kάθε δύο σημεία ανήκουν σε μία ευθεία, η οποία μέσω στοιχείου της P (2) απεικο-
νίζεται σε ευθεία λόγω της Πρότασης 7.3.11.

Πρόταση 7.3.14. Κάθε στοιχείο της P (2) διατηρεί την πρόσπτωση: απεικονίζει το σημείο
τομής ευθειών στην τομή των εικόνων τους.

Απόδειξη. Έστω οι ευθείες L με εξίσωση [A] · X = 0 και L′ με εξίσωση [A′] · X = 0 που
τέμνονται στο [A × A′]. Αν [m] ∈ P (2) τότε το σημείο [m(A × A′)]) θα ανήκει στην τομή
m(L) ∩m(L′) η οποία συνίσταται από μοναδικό σημείο.

O διπλός λόγος [A,B;C,D] τεσσάρων συνευθειακών σημείων τέτοιων ώστε οποιαδήποτε
τρία από αυτά δεν είναι ίσα, ορίζεται ακριβώς με τον ίδιο τρόπο όπως και στην περίπτωση της
RP 1. Οι δύο επόμενες προτάσεις είναι οι ανάλογες των Προτάσεων 7.2.5 και 7.2.6, αντίστοιχα,
και αποδεικνύονται επίσης με τον ίδιο τρόπο, μετά τις κατάλληλες τροποποιήσεις.

Ο διπλός λόγος είναι προβολική αναλλοίωτος.

Πρόταση 7.3.15. Kάθε στοιχείο της P (2) διατηρεί τον διπλό λόγο τεσσσάρων συνευθειακών
και διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο σημείων του RP 2.

Για την απόδειξη, χρησιμοποιήστε το τετράπλευρο αναφοράς με κορυφές

[1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0], [0 : 0 : 1], [1 : 1 : 1].

Πρόταση 7.3.16. Υπάρχει [m] ∈ P (2) που απεικονίζει τέσσερα συνευθειακά, διαφορετικά
μεταξύ τους ανά δύο σημεία [A], [B], [C], [D] σε τέσσερα συνευθειακά, διαφορετικά μεταξύ
τους ανά δύο σημεία [A′], [B′], [C′], [D′], αντίστοιχα, αν και μόνο αν

[A,B;C,D] = [A′,B′;C′,D′].
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Εφαρμογή. Τέσσερα οποιαδήποτε ανά τρία μη συνευθειακά σημεία του RP 2 ορίζουν ένα
τετράπλευρο (ή, πιό σωστά, τετρακόρυφο). Σύμφωνα με τηνΠρόταση 7.3.9 μπορούμε πάντοτε
να υποθέσουμε ότι οι κορυφές είναι οι

[A1] = [1 : 0 : 0], [A2] = [0 : 1 : 0], [A3] = [0 : 0 : 1], [A4] = [1 : 1 : 1].

Oρίζονται έξι ευθείες:
• η ευθεία L12 από τα [A1] και [A2] με τύπο

[A3] · X = 0,

• η ευθεία L13 από τα [A1] και [A3] με τύπο

[A2] · X = 0,

• η ευθεία L14 από τα [A1] και [A4] με τύπο

[0 : −1 : 1] · X = 0,

• η ευθεία L23 από τα [A2] και [A3] με τύπο

[A1] · X = 0,

• η ευθεία L24 από τα [A2] και [A4] με τύπο

[1 : 0 : −1] · X = 0,

• η ευθεία L34 από τα [A3] και [A4] με τύπο

[−1 : 1 : 0] · X = 0.

Tα διαγώνια σημεία του τετραπλεύρου είναι τα
• L13 ∩ L24 = {[D1] = [1 : 0 : 1]},

• L12 ∩ L34 = {[D2] = [1 : 1 : 0]},

• L23 ∩ L14 = {[D3] = [0 : 1 : 1]}.
H ευθεία από τα [D1] και [D3] είναι η

[−1 : −1 : 1]X = 0

και τέμνει την L12 στο
[A′

1] = [−1 : 1 : 0].

Υπολογίζουμε τον διπλό λόγο [A1,A2;A′
1,D2]: είναι

A′
1 = (−1) · A1 + 1 · A2 = 1 · A1 + 1 · A2

και συνεπώς [A1,A2;A′
1,D2] = −1. Όταν ο διπλός λόγος τεσσάρων σημείων είναι ίσος με−1,

λέμε ότι τα σημεία βρίσκονται σε αρμονική θέση.
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Πρόταση 7.3.17. H δράση κάθε στοιχείου της P (2) αφήνει τουλάχιστον ένα σταθερό σημείο
του RP 2.

Απόδειξη. Aν [m] ∈ P (2), το χαρακτηριστικό πολυώνυμο pm είναι τρίτου βαθμού, άρα έχει
είτε μία είτε τρεις πραγματικές ιδιοτιμές. Aν λ είναι μία τέτοια ιδιοτιμή και A είναι το αντί-
στοιχο ιδιοδιάνυσμά της, τότε [m(A)] = [λA].

Παράδειγμα 7.3.18. Θεωρούμε τον προβολικό μετασχηματισμό

[m]([x0 : x1 : x2]) = [x0 + x1 : x1 + x2 : x2 + x0].

O πίνακάς του είναι ο

[M ] =

1 1 0
0 1 1
1 0 1

 ∈ PGL(3,R).

Bρίσκουμε τις ιδιοτιμές τουM :

0 =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0
0 1− λ 1
1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)3 + 1 = (2− λ)(λ2 − λ+ 1).

Οπότε, η λ = 2 είναι η μόνη πραγματική ιδιοτιμή του, με ιδιοδιάνυσμα (1, 1, 1). Έπεται ότι ο
[m] σταθεροποιεί το σημείο [1 : 1 : 1].

7.3.6 Ασκήσεις
1. Βρείτε όλους τους προβολικούς μετασχηματισμούς που απεικονίζουν τα [1 : 0 : 0],

[0 : 1 : 0], [0 : 0 : 1] στα [2 : 0 : 1], [0 : −1 : 2], [0 : 0 : 1], αντίστοιχα. Δείξτε ότι
από όλους αυτούς, μόνο ένας απεικονίζει το [1 : 1 : 1] στο [3 : −1 : 0].

2. Eργαζόμενοι όπως στην απόδειξη της Πρότασης 7.3.9, βρείτε το στοιχείο της P (2) που
απεικονίζει τα [−1 : 2 : 0], [2 : −1 : 0], [0 : 1 : 2], [0 : 1 : −2] στα [0 : 2 : 1], [0 : 2 : −1],
[1 : 2 : 0], [2 : 1 : 0], αντίστοιχα.

3. Έστω ευθείες L1 : [A] · X = 0 και L1 : [B] · X = 0.

(αʹ) Βρείτε το σημείο τομής τους [P].
(βʹ) Έστω [m] ∈ P (2) με αντιπρόσωπο (πίνακα του αντίστοιχου γραμμικού μετασχη-

ματισμού)

M =

1 0 1
0 −1 2
2 0 1

 .

Bρείτε τις εικόνες των L1 και L2 μέσω του [m] καθώς και την εικόνα του σημείου
τομής τους.

4. Δώστε λεπτομερή απόδειξη της Πρότασης 7.3.15.
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5. Δώστε λεπτομερή απόδειξη της Πρότασης 7.3.16.

6. Έστω

M =

2 0 0
1 1 2
0 −1 4

 .

(αʹ) Δείξτε ότι [M ] ∈ PGL(3,R) βρίσκοντας τονM−1.
(βʹ) Bρείτε τα σταθερά του σημεία του αντίστοιχου προβολικού μετασχηματισμού [m].

7.4 Δυϊσμός
O δυϊσμός είναι μία σημαντική ίδιότητα της προβολικής γεωμετρίας. Περιγράφουμε αμέσως
την αρχή που την διέπει.

7.4.1 Αρχή Δυϊσμού
Έστω η ευθεία L του RP 2 με εξίσωση [A] · X = ax0 + bx1 + cx2 = 0. Tο προβολικό σημείο
[A] = [a : b : c] λέγεται δυϊκό σημείο της προβολικής ευθείας L. Αντιστρόφως τώρα, αν
[A] = [a : b : c] ∈ RP 2, τότε η ευθεία L με εξίσωση [A] · X = 0 καλείται δυϊκή ευθεία του
[A]. Συμπεραίνουμε ότι στο προβολικό επίπεδο υπάρχει μια 1–1 και επί αντιστοιχία σημείων
και ευθειών, κάτι που προέρχεται από την 1–2 αντιστοιχία επιπέδων του R3 από την αρχή
και κατευθύνσεων: σε κάθε επίπεδο από την αρχή αντιστοιχούν τα δύο μοναδιαία κάθετά του
διανύσματα. Δεν υπάρχει έννοια αντίστοιχη του δυϊσμού στην Ευκλείδεια Επιπεδομετρία.

Θυμηθείτε τώρα ότι από την Πρόταση 7.3.5 προκύπτει αμέσως ότι το σημείο τομής των
ευθειών [A] · X = 0 και [A′] · X = 0 είναι ακριβώς το [A× A′]. Λέμε τότε ότι η ευθεία από τα
[A] και [A′] έχει δυϊκές συντεταγμένες [A× A′]. Δυϊκά, οι ευθείες [A] · X = 0 και [A′] · X = 0
τέμνονται στο [A× A′].

Έχουμε λοιπόν την ακόλουθη
Αρχή δυϊσμού: Η ισχύς μιας πρότασης της Γεωμετρίας του Προβολικού Επιπέδου που ανα-
φέρεται σε σημεία και ευθείες παραμένει αναλλοίωτη αν εναλλάξουμε τα σημεία με ευθείες
και τις ευθείες με σημεία.

Λόγου χάρη, είδαμε ότι δύο οποιεσδήποτε διαφορετικές προβολικές ευθείες τέμνονται (συ-
ντρέχουν) σε ένα μοναδικό σημείο. Η δυϊκή πρόταση είναι:

Πρόταση 7.4.1. Δύο οποιαδήποτε προβολικά σημεία συντρέχουν σε μοναδική ευθεία.

Παράδειγμα 7.4.2. Οι κορυφές του τριγώνου που ορίζουν οι διαφορετικές μεταξύ τους ανά
δύο ευθείες

[A] · X = 0, [B] · X = 0, [C] · X = 0,

είναι τα σημεία
[A× B], [B× C], [C× A].
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7.4.2 Διπλοί λόγοι και δυϊσμός
Αρχίζουμε με κάποια ορολογία. Μία συλλογή σημείων Σ του RP 2 θα καλείται σημειοσειρά.
Αν η Σ βρίσκεται επάνω σε μία ευθεία L, τότε η L θα καλείται άξονας της σημειοσειράς Σ.
Το δυϊκό σύνολo P της σημειοσειράς Σ θα καλείται δέσμη ευθειών ομόλογη με την Σ. Αν η Σ
έχει άξονα L : [O] ·X = 0, τότε όλες οι ευθείες της δέσμης P περνούν από το [O], η P καλείται
κεντρική δέσμη και το [O] καλείται κορυφή της P .

Κεντρική δέσμη ευθειών με εγκάρσιες σε αύτήν ευθείες.

Σε μία κεντρική δέσμη μπορεί να οριστεί ο διπλός λόγος κάθε τεσσάρων ευθειών της δέσμης·
κι αυτό, διότι τα αντίστοιχα δυϊκά σημεία κάθε μίας από αυτές ανήκουν στον άξονα L. (Με
άλλα λόγια, τέσσερις ευθείες ανήκουν σε κεντρική δέσμη, δηλαδή συντρέχουν, αν και μόνο αν
τα αντίστοιχα δυϊκά τους σημεία είναι συνευθειακά.)
Παράδειγμα 7.4.3. Έστω ότι θέλουμε να δείξουμε ότι οι ευθείες με εξισώσεις

[A] · X = [1 : 1 : 2] · X = 0, [B] · X = [3 : −1 : 4] · X = 0,

[C] · X = [5 : 1 : 8] · X = 0, [D] · X = [2 : 0 : 3] · X = 0,

συντρέχουν. Παίρνουμε δύο οποιαδήποτε δυϊκά σημεία, έστω τα [A] και [B]. Η ευθεία που
περνά από αυτά είναι η

0 =

∣∣∣∣∣∣
x0 x1 x2

1 1 2
3 −1 4

∣∣∣∣∣∣ = 6x0 + 2x1 − 4x2,

δηλαδή η L : [3 : 1− 2] · X = 0. Παρατηρούμε τώρα ότι
[3 : 1 : −2] · (5, 1, 8) = [3 : 1 : −2] · (2, 0, 3) = 0

και άρα όλα τα σημεία ανήκουν στηνL. Συμπεραίνουμε ότι οι δοθείσες ευθείες συντρέχουν. Το
κοινό τους σημείο είναι το [O] = [3 : 1 : −2] που είναι και η κορυφή της δέσμης. Υπολογίζουμε
τώρα τον διπλό τους λόγο. Παρατηρούμε ότι

C = 2 · A+ 1 · B, D = (1/2) · A+ (1/2) · B,
άρα

[A,B;C,D] = 1/2.
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Κάθε ευθεία που δεν περνά από την κορυφή κεντρικής δέσμης P με άξονα L καλείται
εγκάρσια ευθεία στην P . Εάν η P είναι δέσμη τεσσάρων ευθειών, τότε κάθε εγκάρσια ευθεία
συναντά την P σε τέσσερα συνευθειακά σημεία. Η επόμενη πρόταση είναι γνωστή και ως
Θεμελιώδες Θεώρημα των Διπλών Λόγων.

Θεμελιώδες Θεώρημα των Διπλών Λόγων.

Πρόταση 7.4.4. Tα τέσσερα συνευθειακά σημεία που προσδιορίζονται από ευθεία εγκάρσια
σε κεντρική δέσμη τεσσάρων ευθειών έχουν διπλό λόγο ίσο με τον διπλό λόγο της δέσμης.

Απόδειξη. Έστω ότι οι ευθείες της δέσμης έχουν δυϊκά σημεία [A], [B], [C], [D] και έστω επίσης
C = pA + qB, D = rA + sB. Έστω επίσης L : [T] · X = 0 η ευθεία εγκάρσια στη δέσμη. Τα
σημεία τομής της L με τις ευθείες της δέσμης είναι τα

[T× A], [T× B], [T× C], [T× D].
Tώρα

T× C = p(T× A) + q(T× B), T× D = r(T× A) + s(T× B)
και συνεπώς

[T× A,T× B;T× C,T× D] = [A,B;C,D].

Πόρισμα 7.4.5. Έστω ευθείες L και L′ εγκάρσιες σε κεντρική δέσμη τεσσάρων ευθειών που
τέμνουν τις ευθείες της δέσμης στα [A], [B], [C], [D] και [A′], [B′], [C′], [D′], αντίστοιχα. Τότε

[A,B;C,D] = [A′,B′;C′,D′].
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Σημεία σε θέση προοπτικής.

7.4.3 Θέση προοπτικής
Όπως θα δούμε και στην επόμενη ενότητα, λέμε ότι τα σημεία [A], [B], [C], [D] και [A′], [B′],
[C′], [D′], βρίσκονται σε θέση προοπτικής από την κορυφή [O] της δέσμης.

H παρακάτω πρόταση αποτελεί μερικό αντίστροφο του Πορίσματος 7.4.5.

Πρόταση 7.4.6.

Πρόταση 7.4.6. Έστω L και L′ ευθείες που τέμνονται στο [P]. Aν [A], [B], [C], και [A′], [B′],
[C′], είναι τριάδες σημείων στην L και στην L′, αντίστοιχα, με

[P,A;B,C] = [P,A′;B′,C′],

τότε τα [A], [B], [C] και [A′], [B′], [C′] βρίσκονται σε θέση προοπτικής από κάποιο σημείο [O].

Απόδειξη. Eίναι αρκετό να δείξουμε ότι οι ευθείες από τα [A] και [A′], [B] και [B′], [C] και
[C′], συντρέχουν. Οι ευθείες από τα [A] και [A′], [B] και [B′] τέμνονται σε κάποιο σημείο [O].
Η ευθεία από τα [O], [C] τέμνει την L′ σε κάποιο [C′′]. Σκοπός μας είναι να δείξουμε ότι
[C′] = [C′′]. Αφού τα [P], [A], [B], [C], και [P], [A′], [B′], [C′′] βρίσκονται σε θέση προοπτικής
από το [O], έχουμε ότι [P,A;B,C] = [P,A′;B′,C′]. Όμως τότε από την υπόθεση συμπεραίνουμε
ότι

[P,A′;B′,C′] = [P,A′;B′,C′′] =⇒ [C′] = [C′′],

όπως προκύπτει από το Θεώρημα των Τεσσάρων Σημείων (Πρόταση 7.2.9).

Εφαρμογή. Έστω [A], [B], [C], [X] σημεία ευθείας L και [A]′, [B′], [C′], [X′] σημεία ευθείας L′

τέτοια ώστε τα σημεία τομής

1. [P′] των ευθειών από τα [A], [B′] και από τα [B], [A′],

2. [P′′] των ευθειών από τα [A], [C′] και από τα [C], [A′],

3. [P′′′] των ευθειών από τα [A], [X′] και από τα [X], [A′],
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να είναι συνευθειακά. Τότε θα δείξουμε ότι

[A,B;C,X] = [A′,B′;C′,X′].

Πράγματι, έχουμε κατ’αρχάς ότι τα [P′], [P′′] και [P′′′] είναι συνευθειακά και έστω L′′ η ευθεία
που τα περιέχει. Έστω [A′′] το σημείο τομής της L′′ και της ευθείας από τα [A] και [A′]. Τότε
τα [A], [B], [C], [X] και [A′′], [P′], [P′′] και [P′′′] βρίσκονται σε θέση προοπτικής από το [A′].
Συνεπώς,

[A,B;C,X] = [A′′,P′;P′′,P′′′].

Από την άλλη, τα [A′], [B′], [C′], [X′] και [A′′], [P′], [P′′] και [P′′′] βρίσκονται σε θέση προοπτικής
από το [A]. Άρα,

[A′,B′;C′,X′] = [A′′,P′;P′′,P′′′]

και έπεται το ζητούμενο.

7.4.4 Προβολική και προοπτική θέση
Έστω οι σημειοσειρές

Σ = ([A1], . . . , [Am]) και Σ′ = ([B1], . . . , [Bm]).

Θα λέμε ότι οι Σ, Σ′ είναι σε θέση προβολής και θα γράφουμε

Σ ∧ Σ′, ή ([A1], . . . , [Am]) ∧ ([B1], . . . , [Bm]),

αν υπάρχει προβολικός μετασχηματισμός (προβολική απεικόνιση) διά του οποίου [Ai] ↔ [Bi],
i = 1, . . . ,m.

Σημεία σε θέση προοπτικής.
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Iδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωσηm = 4. Έστω τετράδες συνευθειακών σημεί-
ων (διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο)

Σ = ([A1], [A2], [A3], [A4]), Σ′ = ([B1], [B2], [B3], [B4]).

Θα λέμε ότι οι Σ, Σ′ είναι σε θέση προβολής,

Σ ∧ Σ′, ή ([A1], [A2], [A3], [A4]) ∧ ([B1], [B2], [B3], [B4]),

αν [A1,A2;A3,A4] = [B1,B2;B3,B4]. Αυτό έπεται από την Πρόταση 7.3.16. Mία ειδική πε-
ρίπτωση τέτοιας προβολικής απεικόνισης είναι η προοπτική απεικόνιση από κάποιο σημείο
[O]. Δηλαδή, όταν οι τετράδες σημείων βρίσκονται επάνω σε ευθείες εγκάρσιες σε κεντρική
δέσμη με κορυφή το [O]. Γράφουμε τότε

Σ ∧[O] Σ′, ή ([A1], [A2], [A3], [A4]) ∧[O] ([B1], [B2], [B3], [B4]).

και λέμε επίσης ότι οι Σ, Σ′ βρίσκονται σε θέση προοπτικής.
Μία θέση προοπτικής (ανάμεσα σε δύο τετράδες σημείων) είναι πάντοτε θέση προβολής.

Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντοτε (γιατί; δείτε το σχήμα!)

Θα δούμε ομως αμέσως παρακάτω ότι υπάρχει άμεση σχέση των θέσεων προβολής και προο-
πτικής. Έστω τριάδες σημείων [A1], [A2], [A3] και [B1], [B2], [B3] που κείνται σε ευθείες L και
L′, αντίστοιχα. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:
1. Οι τριάδες βρίσκονται σε θέση προοπτικής από σημείο [O].
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Τριάδες σε θέση προοπτικής από σημείο [O].

Αυτό σημαίνει ότι οι ευθείες από τα [A1], [B1], από τα [A2], [B2] και από τα [A3], [B3], συντρέ-
χουν στο [O]. Υποθέτουμε ότι μας δίνεται σημείο [A] στην ευθεία L. Τότε η ευθεία από τα [O]
και [A] καθορίζει σημείο [B] επάνω στην L′ και επίσης

([A1], [A2], [A3], [A]) ∧[O] ([B1], [B2], [B3], [B]).

Παρατηρήστε ότι και αντιστρόφως, εάν μας δινόταν σημείο [B] της L′ τότε καθορίζεται με
μοναδικό τρόπο σημείο [A] επάνω στην L.

Τριάδες σε θέση προβολής αλλά όχι σε θέση προοπτικής.

2. Οι τριάδες δεν βρίσκονται σε θέση προοπτικής. Αυτό σημαίνει ότι οι ευθείες από τα [A1],
[B1] και από τα [A2], [B2] συντρέχουν στο [O] αλλά οι ευθείες από τα [A1], [B1] και από τα [A3],
[B3] συντρέχουν σε σημείο [O′] 6= [O]. Υποθέτουμε και πάλι ότι μας δίνεται σημείο [A] στην
ευθεία L. Τότε,

• η ευθεία από τα [O], [O′], τέμνει την ευθεία από τα [A3], [B2] σε σημείο [X],

• η ευθεία από τα [O], [A], τέμνει την ευθεία από τα [A3], [B2] σε σημείο [Y],

• η ευθεία από τα [O′], [Y], τέμνει την ευθεία L′ σε σημείο [B].

Tότε
([A1], [A2], [A3], [A]) ∧[O] ([X], [B2], [A3], [Y]) ∧[O′] ([B1], [B2], [B3], [B]).

Αποδείξαμε λοιπόν την

Πρόταση 7.4.7. Κάθε απεικόνιση προβολής μεταξύ δύο ευθειών είναι είτε απεικόνιση προο-
πτικής είτε σύνθεση δύο απεικονίσεων προοπτικής.
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Η επόμενη πρόταση μας δίνει ένα κριτήριο ελέγχου του πότε μία απεικόνιση προβολής
είναι απεικόνιση προοπτικής.
Πρόταση 7.4.8. Έστω ευθείες L και L′ που τέμνονται στο [P]. Τότε μια απεικόνιση προβολής
μεταξύ δύο σημειοσειρών των L και L′, αντίστοιχα, είναι απεικόνιση προοπτικής αν και μόνο
αν το [P] απεικονίζεται στον εαυτό του.
Απόδειξη. Eίναι προφανές ότι το [P] απεικονίζεται στον εαυτό του υπό μία απεικόνιση προο-
πτικής. Για το αντίστροφο, χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό και το σχήμα της προηγούμενης
πρότασης στην κατασκευή των δύο απεικονίσεων προοπτικής. Έστω ότι η ευθεία από τα [O],
[P] τέμνει την ευθεία από τα [A3], [B2] σε σημείο [X′]. Εφόσον το [P] απεικονίζεται στoν εαυτό
του, το [O′] πρέπει να κείται στην ευθεία από τα [O], [X′]. Αλλά τα [O], [O′] κείνται επίσης
στην (διαφορετική) ευθεία από τα [A1], [B1]. Συνεπώς τα [O] και [O′] ταυτίζονται και η θέση
προβολής είναι θέση προοπτικής από το [O].
Εφαρμογή. Θεωρώντας ότι το δυϊκό σύνολο μίας σημειοσειράς επάνω σε μία ευθεία είναι
η κεντρική δέσμη που ορίζει και ότι μία απεικόνιση προβολής ανάμεσα σε σύο δέσμες ευ-
θειών είναι μία αντιστοιχία που διατηρεί τους διπλούς λόγους, διατυπώνουμε τις δυϊκές των
προτάσεων της ενότητας αυτής.

• Δύο δέσμες Σ και Σ′ είναι σε θέση προοπτικής από μία ευθεία L αν κάθε ευθεία ℓ της Σ
τέμνει την αντίστοιχη ευθεία ℓ′ της Σ′ επάνω στην L.

• Μία προβολική απεικόνιση μεταξύ δύο δεσμών είναι είτε μία προοπτική απεικόνιση είτε
σύνθεση δύο προοπτικών απεικονίσεων.

• Μία προβολική απεικόνιση είναι προπτική απεικόνιση αν και μόνο αν η ευθεία που
ενώνει τις κορυφές των δύο δεσμών απεικονίζεται στον εαυτό της.

7.4.5 Ασκήσεις
1. Διατυπώστε το δυϊκό Θεμελιώδες Θεώρημα της Γεωμετρίας του Προβολικού Επιπέδου.

2. Βρείτε τις κορυφές του τριγώνου που ορίζουν οι ευθείες
[1 : 1 : 1] · X = 0, [−1 : 3 : 0] · X = 0 και [0 : 2 : 7] · X = 0.

3. Έστω τα σημεία [0 : 1 : −2], [1 : 0 : −3], [−2 : 3 : 0], [1 : 1 : −5].

(αʹ) Δείξτε ότι είναι συνευθειακά.
(βʹ) Υπολογίστε τον διπλό τους λόγο, με τη σειρά που δίνονται παραπάνω.
(γʹ) Υπολογίστε την κορυφή της δέσμης που ορίζουν οι δυϊκές τους ευθείες.

7.5 Κλασικά θεωρήματα της Προβολικής Γεωμετρίας
Στην ενότητα αυτή παραθέτουμε δύο κλασικά θεωρήματα της Γεωμετρίας του Προβολικού
Επιπέδου. Το πρώτο, που οφείλεται στον Πάππο, είναι ουσιαστικά θεώρημα της Ευκλείδειας
Γεωμετρίας. Το δεύτερο, που οφείλεται στον Desargues δεν έχει ανάλογο στην Ευκλείδεια
Επιπεδομετρία.
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7.5.1 Θεώρημα Πάππου
Έστω ότι η σημειοσειρά συνευθειακών σημείων Σ = ([Ai]) σχετίζεται προβολικά με τη ση-
μειοσειρά συνευθειακών σημείων Σ′ = ([Bi]), i = 1, . . . , n, ώστε [Ai] ↔ [Bi]. Σταθεροποιούμε
ένα i. Τότε η δέσμη ευθειών από το [Ai] προς όλα τα [Bj] και η δέσμη ευθειών από το [Bi] προς
όλα τα [Aj] είναι σε θέση προβολής:

([Ai], [Bj]) ∧[Bi] ([Aj], [Bj]) ∧[Ai] ([Bi], [Aj]).

H ευθεία Li,i από τα [Ai], [Bi] απεικονίζεται στον εαυτό της και άρα η απεικόνιση αυτή είναι
μία απεικόνιση προοπτικής από μία ευθεία Ci. Εναλλάσσοντας τα i, j βλέπουμε ότι η ευθεία
αυτή είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του i. H C = Ci καλείται ευθεία του Πάππου της
απεικόνισης προβολής και έχει την εξής ιδιότητα:

• Για κάθε i 6= j, η τομή των ευθειών Li,j και Lj,i ανήκει στην C.
Μία ενδιαφέρουσα εφαρμογή της ευθείας του Πάππου είναι η εξής: έστω ότι μας δίνονται
τριάδες σημείων [A1], [A2], [A3] και [B1], [B2], [B3], που κείνται σε ευθείες L και L′, αντίστοιχα.
Εάν μας δίνεται [A] ∈ L και η ευθεία του Πάππου, τότε το σημείο [B] ∈ L′ για το οποίο ισχύει
[A1,A2;A3,A] = [B1,B2;B3,B] καθορίζεται πλήρως.
Θεώρημα 7.5.1. Πάππου. Έστω [A1], [A2], [A3] και [B1], [B2], [B3], τριάδες συνευθειακών
σημείων που κείνται σε διαφορετικές ευθείες. Για i, j = 1, 2, 3 έστω Li,j η ευθεία από τα [Ai],
[Bj] και έστω ότι:

• [C1] = L2,3 ∩ L3,2,

• [C2] = L1,3 ∩ L3,1,

• [C3] = L1,2 ∩ L2,1.

Tότε τα [C1], [C2], [C3], είναι συνευθειακά.

To Θεώρημα του Πάππου.

Απόδειξη. Mία προβολική απεικόνιση καθορίζεται πλήρως από τρία ζεύγη αντίστοιχων ση-
μείων · στην περίπτωσή μας η αντιστοιχία είναι [Ai] ↔ [Bi], i = 1, 2, 3. Τα σημεία [C1], [C2],
[C3] κείνται στην ευθεία του Πάππου C της απεικόνισης προβολής.
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7.5.2 Θεώρημα Desargues
Tο Θεώρημα Desargues αφορά σε τρίγωνα του RP 2 τα οποία βρίσκονται σε θέση προοπτικής:
οι ευθείες που ορίζουν οι αντίστοιχες κορυφές τους συντρέχουν. Σημειώνουμε ότι το θεώρημα
αυτό έχει τρισδιάστατη φύση, δείτε και την Άσκηση 7.5.3.2.

Τρίγωνα σε προοπτική θέση.

Θεώρημα 7.5.2. Εάν δύο τρίγωνα είναι σε θέση προοπτικής, τότε τα σημεία τομής των αντί-
στοιχων πλευρών τους είναι συνευθειακά.

Απόδειξη. Αναφερόμαστε στο σχήμα παρακάτω. Tα τρίγωνα με κορυφές [A1], [A2], [A3] και
[B1], [B2], [B3] βρίσκονται σε θέση προοπτικής. Tα σημεία τομής των αντίστοιχων πλευρών
είναι τα [C1], [C2], [C3] τα οποία και θα δείξουμε ότι είναι συνευθειακά. Αν [P] είναι το σημείο
στο οποίο συντρέχουν οι ευθείες που ορίζουν οι αντίστοιχες κορυφές, τότε εφόσον τα [P], [A1]
και [B1] είναι συνευθειακά, υπάρχουν λ, λ′ ∈ R∗ με

P = λA1 + λ′B1.

Eπιλέγοντας αντιπροσώπους για τα [A1], [B1] τα λA1 και λ′B1, αντίστοιχα, μπορούμε να γρά-
ψουμε

P = A1 + B1

και ομοίως θα έχουμε

P = A2 + B2,

P = A3 + B3.
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To Θεώρημα Desargues: τα τρίγωνα πράσινoυ χρώματος βρίσκονται σε θέση προοπτικής.

H ευθεία από τα [A1] και [A2] είναι η [A1 ×A2] ·X = 0 και η ευθεία από τα [B1] και [B2] είναι
η [B1 × B2] · X = 0. Συνεπώς, το σημείο τομής τους είναι το

[(A1 × A2)× (B1 × B2)].

Θέτουμε C = B1 × B2 και έχουμε

(A1 × A2)× C = (A1 · C)A2 − (A2 · C)A1.

Όμως,

A1 · C = A1 · (B1 × B2)

= (A1,B1,B2) (μεικτό γινόμενο)
= (A1,P− A1,P− A2)

= (A1,P,P− A2)

= (A1,P,−A2)

= (A1,A2,P),

δηλαδή το μεικτό γινόμενο των A1, A2 και P. Ομοίως βρίσκουμε

A2 · C = (A1,A2,P)

και έτσι
[(A1 × A2)× (B1 × B2)] = [A1 − A2].

Παρόμοια, παίρνουμε ότι
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• το σημείο τομής της ευθείας από τα [A1], [A3] και της ευθείας από τα [B1], [B3] είναι το
[A1 − A3] και

• το σημείο τομής της ευθείας από τα [A2], [A3] και της ευθείας από τα [B2], [B3] είναι το
[A2 − A3].

Eπειδή όμως
(A1 − A2) + (A3 − A1) + (A2 − A3) = 0,

τα σημεία αυτά είναι συνευθειακά.

7.5.3 Ασκήσεις
1. Δίνονται τα σημεία

[A1] = [1 : 0 : −1], [A2] = [0 : 1 : 0], [A3] = [−1 : 1 : 1],

και τα σημεία

[B1] = [0 : 2 : 1], [B2] = [1 : 0 : 0], [B3] = [3 : 4 : 2]

(αʹ) Δείξτε ότι τα [Ai] καθώς και τα [Bi], i = 1, 2, 3, είναι συνευθειακά και διαπιστώστε
ότι κείνται σε διαφορετικές ευθείες.

(βʹ) Βρείτε την ευθεία τοῦ Πάππου των [Ai], Bi].

2. Στην άσκησηαυτή περιγράφουμε έναν κάπως ευκολότερο τρόπο απόδειξης τουΘεωρήματος
του Desargues ο οποίος οφείλεται στην ανύψωση του θεωρήματος στον τρισδιάστατο χώ-
ρο, δείτε το σχήμα.

Τρισδιάστατη απόδειξη του Θεωρήματος Desargues.
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Eδώ τα τρίγωνα που βρίσκονται σε θέση προοπτικής από το P υποτίθενται ότι κείνται
σε επίπεδα ϖ και ϖ′, αντίστοιχα. Έστω πρώτα ότι τα επίπεδα είναι διαφορετικά και
τέμνονται σε ευθεία ℓ. Τα επίπεδα από τα P,A,B και από τα P,A′,B′ συμπίπτουν από
υπόθεση. Αυτό το κοινό επίπεδο τέμνει τοϖ στην ευθεία από ταA και B. Επίσης, τέμνει
τοϖ′ στην ευθεία από ταA′ και B′. Άρα οι ευθείες αυτές που τέμνονται στο L πρέπει να
τέμνονται επίσης και σε σημείο της ℓ. Ομοίως, το ίδιο συμβαίνει και με τα άλλα σημεία
M,N.
Eάν τώρα ϖ = ϖ′ δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το προηγούμενο επιχείρημα,
καθώς η ℓ δεν μπορεί να οριστεί. Αντ’ αυτού, παίρνουμε μία ευθεία ℓ από το σημείο
προοπτικής P, υποθέτουμε την ℓ να μην ανήκει στο ϖ και έστω σημεία P1,P2 ∈ ℓ δια-
φορετικά του P. Τότε, οι ευθείες από τα P1, A και από τα P2, A′ κείνται στο επίπεδο
που περιέχει τις ευθείες από τα P1, P, P2 και από τα P, A′, A. Άρα, τέμνονται σε σημείο,
έστω το A′′. Ομοίως, οι ευθείες από τα P1, B και από τα P2, B′ τέμνονται σε κάποιο B′′

και οι ευθείες από τα P1, C και από τα P2, C′ τέμνονται σε κάποιο C′′. Τότε, το τρίγωνο
με κορυφές A, B, C είναι σε θέση προοπτικής με το τρίγωνο με κορυφές A′′, B′′, C′′, με
κορυφή προοπτικής το P2.
Έστω ϖ′ το επίπεδο των A′′, B′′, C′′. Τότε ϖ 6= ϖ′ και εφαρμόζουμε το Θεώρημα του
Desargues στην περίπτωση αυτή· η διαφορά έγκειται στο ότι η ευθεία προοπτικής των
πλευρών είναι εδώ η κοινή ευθεία των ϖ και ϖ′ που περιέχει τα L,M και N.
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Κεφάλαιο 8

Γεωμετρία της Αντιστροφής

ΗΓεωμετρία τηςΑντιστροφής μπορεί να θεωρηθεί σαν μία επέκταση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας
στον επεκτεταμένο n-διάστατο πραγματικό χώρο Rn του οποίου η Γεωμετρία κατά Klein κα-
θορίζεται από μετασχηματισμούς που αποτελούν συνθέσεις αντιστροφών. Τέτοιοι μετασχη-
ματισμοί έχει επικρατήσει να καλούνται μετασχηματισμοί Möbius προς τιμήν του μεγάλου
Γερμανού Μαθηματικού A.F. Möbius.

A.F. Möbius (1790–1868).

To επεκτεταμένοRn είναι ο συμπαγής χώρος που προκύπτει φυσιολογικά από την απεικόνιση
της στερεογραφικής προβολής που ήταν γνωστή στον Κλαύδιο Πτολεμαίο. Η δε απεικόνιση
της αντιστροφής σε σφαίρα, παρότι στηρίζεται εξ ολοκλήρου στη Γεωμετρική Αντιστροφή
που ήταν γνωστή στους Αρχαίους Έλληνες, ορίστηκε μόλις περί τις αρχές του 19ου αι. από
τον Γερμανοεβραίο Μαθηματικό Magnus. Στη Γεωμετρία της Αντιστροφής ορίζεται φυσιο-
λογικά ένας (μετρικός) διπλός λόγος ο οποίος είναι και η μοναδική αναλλοίωτος των μετα-
σχηματισμών Möbius. Διαμέσου της Γεωμετρίας της Αντιστροφής μπορούμε να οδηγηθούμε
φυσιολογικά στην Υπερβολική Γεωμετρία και αυτός είναι ο δρόμος που θα ακολουθήσουμε
εδώ.

Tέλος, αξίζει να τονιστεί πως αφηρημένες Γεωμετρίες Αντιστροφής μπορούν να οριστούν
σε διάφορους μετρικούς (και ημι-μετρικούς) χώρους που συμπαγοποιούνται κατά σημείο και
των οποίων η ομάδα των ομοιοθεσιών περιέχει αντιστροφές σε μετρικές σφαίρες. Αυτό απο-
τελεί και τη βάση της σύγχρονης Möbius Γεωμετρίας.

41
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8.1 Στερεογραφική προβολή και το Rn

Στην Ενότητα αυτή θα μελετήσουμε τη στερεογραφική προβολή, την κατασκευή του επεκτε-
ταμένου Rn μέσω αυτής και τις μετρικές του ιδιότητες. Η βασική ιδιότητα είναι ότι ο επε-
κτεταμένος πραγματικός χώρος εφοδιασμένος με τη μετρική τοπολογία που έρχεται από τη
στερεογραφική προβολή και ο συνήθης Ευκλείδειος χώρος με την τυπική μετρική τοπολογία
είναι συμβατοί: περιορισμένες στο Rn οι δύο τοπολογίες ταυτίζονται.

8.1.1 Στερεογραφική προβολή

Στερεογραφική προβολή.

Έστω η σφαίρα
Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1}.

Εμφυτεύουμε το Rn στο Rn+1 ως το υπερεπίπεδο xn+1 = 0 και θεωρούμε την απεικόνιση
S : Rn → Sn που απεικονίζει κάθε σημείο (x, 0) = (x1, . . . , xn, 0) του Rn στο σημείο τομής του
ευθυγράμμου τμήματος με άκρα (x, 0) και N = (0, 1) και της Sn. Αναλυτικά, το ευθύγραμμο
τμήμα αυτό είναι το σύνολο των σημείων

(1− t)(x, 0) + t(0, 1) = ((1− t)x, t), t ∈ [0, 1]

και στο σημείο που τέμνει την Sn είναι

1 = ‖((1− t)x, t)‖2 = (1− t)2‖x‖2 + t2 =⇒ t = 1,
‖x‖2 − 1

‖x‖2 + 1
.

Η τιμή t = 1 απορρίπτεται, καθώς το N είναι σταθεροποιημένο. Παίρνουμε λοιπόν για κάθε
x ∈ Rn,

S(x) = 1

‖x‖2 + 1
· (2x, ‖x‖2 − 1).

Εκ κατασκευής, η S είναι 1–1 και επί απεικόνιση του Rn στην Sn \ {N}. Θεωρώντας ένα επι-
πλέον σημείο στο άπειρο το οποίο θα συμβολίζουμε με∞, θεωρούμε το σύνολοRn = Rn∪{∞}
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το οποίο καλούμε επεκτεταμένοRn. Τότε, ορίζοντας S(∞) = N επεκτείνουμε τη στερεογραφι-
κή προβολή σε μία 1–1 και επί απεικόνιση Rn → Sn. H απεικόνιση S καλείται στερεογραφική
προβολή του επεκτεταμένου Rn στη σφαίρα Sn του Rn+1.

Για να πάρουμε την αντίστροφη της S, έστω σημείο y ∈ Sn και θεωρούμε την ευθεία από
το N που περνά από το y. Αυτό είναι το σύνολο των σημείων της μορφής

(1− t)(0, 1) + t(yn, yn+1) = (tyn, 1 + t(yn+1 − 1)), t ∈ R.

H ευθεία αυτή συναντά το Rn όταν
t =

1

1− yn+1

.

Άρα,

S−1(y) =


yn

1−yn+1
y ∈ Sn \ {N},

∞ y = N.

8.1.2 Mετρική τοπολογία του Rn

Mέσω της στερεογραφικής προβολής μπορούμε να εφοδιάσουμε τοRn με την (επαγόμενη από
την Ευκλείδεια μετρική τοπολογία του Rn+1) μετρική τοπολογία της Sn και να καταστήσουμε
το Rn συμπαγή μετρικό χώρο. H μετρική με την οποία εφοδιάζουμε το Rn είναι πρακτικά η
χορδική μετρική της Sn, την οποία εδώ για λόγους απλότητας θα συμβολίζουμε με d. Ορίζεται
δε από τη σχέση

d(x1, x2) = ‖S(x1)− S(x2)‖, x1, x2 ∈ Rn.

H d είναι μετρική: κατ’ αρχάς
d(x1, x2) = 0 ⇐⇒ ‖S(x1)− S(x2)‖ = 0 ⇐⇒ ‖x1 − x2‖ = 0 ⇐⇒ x1 = x2,

όπου η δεύτερη ισοδυναμία ισχύει διότι η S είναι 1–1 και επί. Eπίσης,
d(x1, x2) = ‖S(x1)− S(x2)‖ = ‖S(x2)− S(x1)‖ = d(x2, x1)

και τέλος, για x1, x2, x3 ∈ Rn,
d(x1, x3) = ‖S(x1)− S(x3)‖

≤ ‖S(x1)− S(x2)‖+ ‖S(x2)− S(x3)‖
= d(x1, x2) + d(x2, x3),

με την ανισότητα να ισχύει λόγω της ισχύος της Τριγωνικής Ανισότητας στην Ευκλείδεια α-
πόσταση.
Πρόταση 8.1.1. Aν x, y ∈ Rn, τότε

d(x, y) = 2‖x− y‖
(‖x‖2 + 1)1/2(‖y‖2 + 1)1/2

.

Aν y = ∞, τότε

d(x,∞) =
2

(‖x‖2 + 1)1/2
.
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Απόδειξη. Aν x, y ∈ Rn, τότε

d2(x, y) = ‖S(x)− S(y)‖2

= ‖S(x)‖2 + ‖S(y)‖2 − 2(S(x) · S(y)).

Eίναι

‖S(x)‖2 = ‖S(y)‖2 = 1,

S(x) · S(y) = (2x, ‖x‖2 − 1) · (2y, ‖y‖2 − 1)

(‖x‖2 + 1)(‖y‖2 + 1)
=

4x · y+ (‖x‖2 − 1)(‖y‖2 − 1)

(‖x‖2 + 1)(‖y‖2 + 1)
.

Συνεπώς,

d2(x, y) = 2

(
1− 4x · y+ (‖x‖2 − 1)(‖y‖2 − 1)

(‖x‖2 + 1)(‖y‖2 + 1)

)
=

4‖x− y‖2
(‖x‖2 + 1)(‖y‖2 + 1)

.

Tώρα,

d2(x,∞) = ‖S(x)− S(∞)‖2

= 1 + 1− 2
((2x, ‖x‖2 − 1) · (0, 1))

‖x‖2 + 1

=
4

‖x‖2 + 1
.

H τελευταία πρόταση της ενότητας αυτής μας δείχνει τη σχέση των τοπολογιών της χορ-
δικής και της Ευκλείδειας μετρικής σε φραγμένα σύνολα του Rn.

Πρόταση 8.1.2. H χορδική και η Ευκλείδεια μετρική είναι ισοδύναμες μετρικές σε φραγμένα
σύνολα του Rn.

Απόδειξη. Έστω Ω φραγμένο σύνολο του Rn: υπάρχειM = M(Ω) τέτοιο ώστε ‖x‖ ≤ M για
κάθε x ∈ Ω. Έστω x, y ∈ Ω · τότε

d(x, y) = 2‖x− y‖
(‖x‖2 + 1)1/2(‖y‖2 + 1)1/2

≤ 2‖x− y‖.

(Παρατηρήστε ότι η σχέση αυτή ισχύει και σε μη φραγμένα σύνολα του Rn.) Από την άλλη,

‖x− y‖ = (1/2)d(x, y)(‖x‖2 + 1)1/2(‖y‖2 + 1)1/2 < (1/2)(1 +M2)d(x, y).

Oι ανισότητες

(1/2)d(x, y) ≤ ‖x− y‖ ≤ (1/2)(1 +M2)d(x, y), x, y ∈ Ω,

αποδεικνύουν το ζητούμενο.
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8.2 Aντιστροφές στον Rn

H έννοια της αντιστροφής σε σφαίρα είναι η φυσιολογική γενίκευση της αντιστροφής σε κύκλο
που ήταν γνωστή από την αρχαιότητα.

Αντιστροφή σε κύκλο.

Στο παραπάνω σχήμα ‖P−O‖ · ‖P′ −O‖ = r2 όπου r είναι η ακτίνα του κύκλου. Tα σημεία
P,P′ είναι αντίστροφαως προς τον κύκλο. Στην Ενότητα 8.2.1 θα μελετήσουμε την αντιστροφή
σε σφαίρα τουRn, στην Ενότητα 8.2.2 θα δούμε τις αντιστροφές σε υπερεπίπεδα που δεν είναι
τίποτε άλλο από τις ήδη γνωστές μας ανακλάσεις σε υπερεπίπεδα (δείτε την Ενότητα 3.1.6),
ενώ τέλος, στην Ενότητα 8.2.3 θα εξετάσουμε τη δράση των αντιστροφών στο Rn.

8.2.1 Aντιστροφή σε σφαίρα του Rn

Έστω S(a, r) σφαίρα του Rn, n ≥ 2, κέντρου a και ακτίνας r > 0:

S(a, r) = {x ∈ Rn | ‖x− a‖ = r}.

Oρίζουμε την αντιστροφή ως προς τη σφαίρα S(a, r) να είναι η απεικόνιση ιa,r : Rn → Rn

που αντιστοιχεί σε κάθε x ∈ Rn \ {a} το y εκείνο επάνω στο ευθύγραμμο τμήμα [a, x] για το
οποίο ισχύει

‖x− a‖ · ‖y− a‖ = r2, (8.1)
ενώ στο a αντιστοιχεί το ∞ και στο ∞ αντιστοιχεί το a. To a καλείται κέντρο της αντιστρο-
φής, το r δύναμη της αντιστροφής και η S(a, r) σφαίρα της αντιστροφής. Tα σημεία x και
x′ = ιa,r(x) λέγονται αντίστροφα.

Υπολογίζουμε τώρα τον ακριβή τύπο της ιa,r. To ευθύγραμμο τμήμα [a, x] έχει παραμετρική
εξίσωση

y = (1− t)a+ tx, t ∈ [0, 1].

Oπότε,
y− a = t(x− a) =⇒ ‖y− a‖ = t‖x− a‖.

Aπό την (8.1) παίρνουμε τότε

r2 = ‖x− a‖ · ‖y− a‖ = t‖x− a‖ =⇒ t =
r2

‖x− a‖2 .
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Συμπεραίνουμε ότι
ιa,r(x) = a+ r2

x− a
‖x− a‖2 , x ∈ Rn \ {a}. (8.2)

Έστω S = Sn−1 = S(0, 1) και ι = ι0,1 με

ι(x) = x
‖x‖2 , x ∈ Rn

∗ (8.3)

να ορίζει την αντιστροφή στη μοναδιαία σφαίρα του Rn.
Για δ > 0, δ 6= 1, θεωρούμε τη συστολή/διαστολή Dδ : Rn → Rn, με

Dδ(x) = δx, x ∈ Rn. (8.4)

Kάθε Dδ επεκτείνεται σε συνάρτηση του Rn θέτοντας Dδ(∞) = ∞. To ίδιο συμβαίνει και με
κάθε μεταφορά Tc του Rn.

Στο εξής, εκτός και αν σημειώνεται διαφορετικά, oι αντιστροφές σε σφαίρες, οι συστο-
λές/διαστολές και οι μεταφορές θα θεωρούνται απεικονίσεις του Rn.

Πρόταση 8.2.1. H αντιστροφή ιa,r ως προς σφαίρα S(a, r) γράφεται ως

ιa,r = Ta ◦Dr ◦ ι ◦D1/r ◦ T−a, (8.5)

όπου Ta, T−a είναι οι μεταφορές του Rn κατά a και −a, αντίστοιχα.

Απόδειξη. Για x ∈ Rn έχουμε

(Ta ◦Dr ◦ ι ◦D1/r ◦ T−a)(x) = (Ta ◦Dr ◦ ι ◦D1/r)(T−a(x))
= (Ta ◦Dr ◦ ι ◦D1/r)(x− a)

= (Ta ◦Dr ◦ ι)
(x− a

r

)
= (Ta ◦Dr)

(
r

x− a
‖x− a‖2

)
= Ta

(
r2

x− a
‖x− a‖2

)
= ιa,r(x).

Σχόλιο 8.2.2. Έστω Qa,r = Ta ◦Dr. Tότε μπορούμε να γράφουμε

ιa,r = Qa,r ◦ ι ◦Q−1
a,r .

Θα επανέλθουμε στον τύπο αυτόν αργότερα.
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Iδιότητες της αντιστροφής σε σφαίρα

Ένα άμεσο πόρισμα του ορισμού της αντιστροφής σε σφαίρα (καθώς και της Εξίσωσης (8.5))
είναι η εξής:

Πρόταση 8.2.3. Kάθε αντιστροφή ιa,r σε σφαίρα S(a, r) είναι 1–1 και επί μετασχηματισμός
του Rn.

Πρόταση 8.2.4. Kάθε αντιστροφή ιa,r σε σφαίρα S(a, r) είναι ενελεικτική:

ι2a,r = id.

Απόδειξη. Λόγω της εξίσωσης (8.5) αρκεί να δείξουμε ότι η ι είναι ενελεικτική. Πράγματι, αν
x ∈ Rn

∗ , τότε

(ι ◦ ι)(x) = ι

( x
‖x‖2

)
= x.

Παρατηρούμε ότι λόγω της ενελεικτικότητας έχουμε

ι−1
a,r = ιa,r.

Δηλαδή, για κάθε x ∈ Rn

ιa,r(x) = y ⇐⇒ x = ιa,r(y).

Πρόταση 8.2.5. Kάθε αντιστροφή ιa,r σε σφαίρα S(a, r) είναι ομοιομορφισμός του (Rn, d),
όπου d είναι η χορδική μετρική.

Απόδειξη. Λόγω της Πρότασης 8.2.3 και της Πρότασης 8.2.4 αρκεί να δείξουμε ότι η ιa,r είναι
συνεχής ως προς τη χορδική μετρική στο Rn. Τούτο ισχύει διότι η ιa,r είναι συνεχής ως προς
την Ευκλείδεια μετρική και άρα ως προς τη χορδική μετρική σε κάθε x ∈ Rn \ {a}. Επιπλέον
έχουμε

lim
x→a

d(ιa,r(x), ιa,r(a)) = lim
x→a

d(ιa,r(x),∞) = lim
x→a

(
2

(1 + ‖ιa,r(x)‖2)1/2
)

= 0,

αφού
lim
x→a

‖ιa,r(x)‖2 = +∞.

Επίσης, για την αντιστροφή ι έχουμε

lim
x→∞

d(ι(x), ι(∞)) = lim
x→∞

d(ι(x), 0)

= lim
x→∞

(
2‖ι(x)‖

(1 + ‖ι(x)‖2)1/2
)

= lim
x→∞

(
2

(1 + ‖x‖2)1/2
)

= 0.
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Λόγω της Εξίσωσης (8.5) έχουμε τότε και

lim
x→∞

d(ιa,r(x), ιa,r(∞)) = 0.

Πρόταση 8.2.6. Κάθε αντιστροφή ιa,r σε σφαίρα S(a, r) διατηρεί κατά σημείο τη σφαίρα α-
ντιστροφής.

Απόδειξη. Έστω η ιa,r στη σφαίρα S(a, r) και έστω x ∈ S(a, r), δηλαδή ‖x− a‖ = r. Τότε

ιa,r(x) = a+ r2
x− a
r2

= x.

Σχόλιο 8.2.7. Παρατηρήστε ότι σιχύει και το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης: τα στα-
θερά σημεία της ιa,r είναι ακριβώς τα σημεία της S(a, r).

Πρόταση 8.2.8. Κάθε αντιστροφή ιa,r σε σφαίρα S(a, r) απεικονίζει το εσωτερικό της S(a, r)
στο εξωτερικό της και αντιστρόφως.

Απόδειξη. Έστω η αντιστροφή ιa,r στη σφαίρα S(a, r) και έστω x ∈ Int(S(a, r)), σηλαδή
‖x− a‖ < r. Τότε,

‖ιa,r(x)− a‖ =
r2

‖x− a‖ > r =⇒ ιa,r(x) ∈ Ext(S(a, r)).

Oμοίως αποδεικνύεται και το αντίστροφο.

Πρόταση 8.2.9. Έστω αντιστροφή ιa,r σε σφαίρα S(a, r). Για κάθε δύο αντίστροφα σημεία
x, x′, με x ∈ Ext(S(a, r)), θεωρούμε το σημείο s της σφαίρας

s = S(a, r) ∩ [x, x′].

Tότε

‖x′ − s‖ =
r‖x− s‖

r + ‖x− s‖ .

Απόδειξη. Eίναι

‖x− a‖ = r + ‖x− s‖,
‖x′ − a‖+ ‖x′ − s‖ = r.

Tότε από το αριστερό και το δεξιό σκέλος της ισότητας

r2 = ‖x− a‖ · ‖x′ − a‖ = (r + ‖x− s‖)(r − ‖x′ − s‖),

παίρνουμε το ζητούμενο.
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Πρόταση 8.2.10. Έστω αντιστροφή ιa,r σε σφαίρα S(a, r). Για κάθε δύο σημεία x, y ∈Rn\{a}
και τα αντίστοιχα αντίστροφά τους x′, y′, είναι:

‖x′ − y′‖ =
r2‖x− y‖

‖x− a‖ · ‖y− a‖ .

Aν y = a, τότε

‖x′ − a‖ =
r2

‖x− a‖ .

Απόδειξη. Eίναι

x′ − y′ = r2
( x− a
‖x− a‖2 − y− a

‖y− a‖2
)
.

Παίρνοντας νόρμες στο τετράγωνο έχουμε

‖x′ − y′‖2 = r4
∥∥∥∥ x− a
‖x− a‖2 − y− a

‖y− a‖2

∥∥∥∥2

= r4
(

1

‖x− a‖2 +
1

‖y− a‖2 − 2

( x− a
‖x− a‖2

)
·
( y− a
‖y− a‖2

))
=

r4

‖x− a‖2‖y− a‖2
(
‖y− a‖2 + ‖x− a‖2 − 2(x− a) · (y− a)

)
=

r4‖x− y‖2
‖x− a‖2‖y− a‖2 .

To δεύτερο σκέλος της πρότασης προκύπτει από τον ορισμό.

8.2.2 Aντιστροφή σε υπερεπίπεδο του Rn

Υπενθυμίζουμε ότι ένα (εν γένει αφφινικό) υπερεπίπεδο W (A, b) του Rn ορίζεται από την
εξίσωση

x · A = b, x ∈ Rn,

όπου A ∈ Rn, ‖A‖ = 1 και b ∈ R. Ένα τέτοιο υπερεπίπεδο επεκτείνεται σε υπερεπίπεδο
W (A, b) του Rn προσθέτοντάς του το σημείο στο∞: W (A, b) = W (A, b)∪{∞}. Ορίζουμε την
αντιστροφή στο υπερεπίπεδοW (A, b) να είναι η ανάκλαση rW :

rW (x) = x+ 2(b− (x · A))A, x ∈ Rn. (8.6)

Αυτή επεκτείνεται σε μία απεικόνιση Rn → Rn θέτοντας RA,b(∞) = ∞.
H παρακάτω πρόταση συνοψίζει ορισμένες από τις ήδη γνωστές βασικές ιδιότητες των

αντιστροφών σε υπερεπίπεδα:

Πρόταση 8.2.11. Έστω rW : Rn → Rn αντιστροφή σε υπερεπίπεδοW (A, b) του Rn. Tότε

• η rW είναι 1–1 και επί,



50 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΗΣ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ

• η rW είναι ενελεικτική: rW ◦ rW = id.,

• η rW είναι ομοιομορφισμός του Rn,

• rW (x) = x αν και μόνο αν x ∈ W (A, b).

8.2.3 Δράση των αντιστροφών στο Rn

Έστω η αντιστροφή ιa,r στη σφαίρα S(a, r). Ένα υπερεπίπεδο W του Rn που περνά από το
κέντρο a της σφαίρας έχει εξίσωση

x · A = a · A, x ∈ Rn,

όπου A ∈ Rn, ‖A‖ = 1. Aν x ∈ W έστω y = ιa,r(x). Tότε

x = a+ r2
y− a

‖y− a‖2

και συνεπώς
a · A = x · A = a · A+ r2

y− a
‖y− a‖2 · A,

απ’ όπου παίρνουμε
y · A = a · A.

Ένα υπερεπίπεδοW (A, b) που δεν περνά από το κέντρο a της αντιστροφής έχει εξίσωση

x · A = b, b 6= a · A,

όπου ‖A‖ = 1. Για x ∈ W (A, b) και y όπως προηγουμένως, ειναι τότε

b = x · A = a · A+ r2
y− a

‖y− a‖2 · A.

Γράφουμε ισοδύναμα

‖y− a‖2 + r2

a · A− b
(y− a) · A = 0.

Συμπληρώνοντας το τετράγωνο προκύπτει∥∥∥∥y− (
a+ rA

2(a · A− b)

)∥∥∥∥2

=
r4

4|a · A− b|2
,

η οποία παριστάνει σφαίρα που περνά από το a. Αποδείξαμε την εξής:

Πρόταση 8.2.12. H αντιστροφή ιa,r απεικονίζει κάθε υπερεπίπεδο που περνά από το κέντρο
αντιστροφής στον εαυτό του και κάθε υπερεπίπεδο που δεν περνά από το κέντρο αντιστρο-
φής σε σφαίρα του Rn που περνά από το κέντρο αντιστροφής.
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Πόρισμα 8.2.13. H αντιστροφή ιa,r απεικονίζει κάθε σφαίρα τουRn που περνά από το κέντρο
αντιστροφής σε υερεπίπεδο που δεν περνά από το κέντρο αντιστροφής.

Έστω τώρα σφαίρα S(a, r′) ομόκεντρη της σφαίρας αντιστροφής. Αν x ∈ S(a, r′) τότε
‖x− a‖ = r′. Θέτουμε y = ιa,r(x). Τότε,

‖y− a‖ = r2/r′,

δηλαδή το y ∈ S(a, r2/r′). Aν τώρα S(a′, r′) είναι τυχαία σφαίρα, τότε ‖x′− a′‖ = r′ για κάθε
x′ ∈ S(a′, r′). Θέτουμε πάλι y = ιa,r(x) και τότε από τη σχέση

y = a+ r2
x− a

‖x− a‖2 ⇐⇒ x = a+ r2
y− a

‖y− a‖2 ,

συνεπάγεται

r′ = ‖x− a′‖ =

∥∥∥∥a− a′ + r2
y− a

‖y− a‖2

∥∥∥∥ .
Υψώνοντας στο τετράγωνο, έπεται μετά τις πράξεις η σχέση(

‖a− a′‖2 − (r′)2
)
‖y− a‖2 + 2r2(a− a′) · (y− a) + r4 = 0.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:
1. B = ‖a − a′‖2 − (r′)2 = 0: η σφαίρα S(a′, r′) περνά από το κέντρο αντιστροφής. Τότε
παίρνουμε

2r2(a− a′) · (y− a) + r4 = 0.

το οποίο παριστάνει υπερεπίπεδο που δεν περνά από το κέντρο αντιστροφής.
2. B 6= 0: η σφαίρα S(a′, r′) δεν περνά από το κέντρο αντιστροφής. Γράφουμε

‖y− a‖2 + 2(r2/B)(a− a′) · (y− a) + r4/B = 0

και συμπληρώνοντας το τετράγωνο προκύπτει∥∥y− (
a+ (r2/B)(a′ − a)

)∥∥2
= r4(r′)2/B2,

που είναι εξίσωση σφαίρας που δεν περνά από το κέντρο αντιστροφής.
Όλα τα παραπάνω συνοψίζονται στην εξής:

Πρόταση 8.2.14. H αντιστροφή ιa,r απεικονίζει:

• κάθε σφαίρα ομόκεντρη με τη σφαίρα αντιστροφής σε σφαίρα ομόκεντρη με τη σφαίρα
αντιστροφής,

• κάθε σφαίρα που περνά από το κέντρο αντιστροφής σε υπερεπίπεδο που δεν περνά
από το κέντρο αντιστροφής,

• κάθε σφαίρα που δεν περνά από το κέντρο αντιστροφής σε σφαίρα που δεν περνά από
το κέντρο αντιστροφής.
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Έστω τώραRA,b αντιστροφή σε υπερεπίπεδοW (A, b). Η απόδειξη της επόμενης πρότασης
αφήνεται ως άσκηση.

Πρόταση 8.2.15. H αντιστροφή RA,b απεικονίζει σφαίρες του Rn σε σφαίρες του Rn και υπε-
ρεπίπεδα του Rn σε υπερεπίπεδα του Rn.

Στο εξής, λέγοντας απλώς αντιστροφή του Rn θα εννοούμε είτε αντιστροφή σε σφαίρα
είτε αντιστροφή σε υπερεπίπεδο του Rn. Επίσης, θα ονομάζουμε γενικευμένη σφαίρα είτε
μία (Ευκλείδεια) σφαίρα του Rn είτε ένα υπερεπίπεδο του Rn. Από τη συζήτηση αυτής της
Ενότητας προκύπτει το εξής:

Θεώρημα 8.2.16. Κάθε αντιστροφή τουRn απεικονίζει γενικευμένες σφαίρες σε γενικευμένες
σφαίρες του Rn.

8.2.4 Ασκήσεις
1. Aποδείξτε ότι η στερεογραφική προβολή S : (Rn, d) → (Sn, cn+1) είναι ομοιομορφισμός.

Εδώ en+1 είναι η χορδική μετρική στην Sn. Αποδείξτε κατόπιν ότι η ομάδα ισομετριών
του (Rn, d) είναι ισόμορφη με την ορθογώνια ομάδα O(n+ 1).

2. Έστω καμπύλες γi : [a, b] → Rn, i = 1, 2 και έστω t0 ∈ [a, b] με γ1(t0) = γ2(t0) = x0,
δηλαδή, οι καμπύλες τέμνονται στο x0. Η γωνία θ των γ1 kai γ2 στο x0 ορίζεται από τη
σχέση

cos θ =
γ̇1(t0) · γ̇2(t0)

‖γ̇1(t0)‖ · ‖γ̇2(t0)‖
.

Oι καμπύλες γ′
i = S(γi), i = 1, 2 τέμνονται στο S(x0). Aν θ′ είναι η γωνία των γ′

1, γ′
2 στο

S(x0), τότε αποδείξτε ότι θ = θ′. Η άσκηση αυτή μας λέει ότι η στερεογραφική προβο-
λή είναι σύμμορφη απεικόνιση. Θα δούμε με περισσότερη λεπτομέρεια τις σύμμορφες
απεικονίσεις στην Ενότητα 8.3.2.

3. Tαυτίζοντας το σύνολο των μιγαδικών αριθμών C με το R2, θεωρήστε το σύνολο C =
C∪{∞}. To επεκτεταμένο σύνολο των μιγαδικών αριθμών λέγεται σφαίρα του Riemann.
Mε τροπο παρόμοιο με αυτόν της Ενότητας 8.1:

(αʹ) Ορίστε τη στερεογραφική προβολή S : C → S2 και βρείτε την αντίστροφή της.
(Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε την περιγραφή της S2 ως το σύνολο

{(ζ, t) ∈ C× R | |ζ|2 + t2 = 1}.)

Αυτό θα δώσει S−1(ζ, t) = ζ/(1− t).)
(βʹ) Oρίστε τη χορδική μετρική στο C.
(γʹ) Δείξτε ότι η S απεικονίζει γενικευμένους κύκλους του C σε σφαιρικούς κύκλους.

(Μπορεί να σας χρειαστούν τα εξής: κάθε Ευκλείδεια ευθεία του C έχει εξίσωση
της μορφής <(Az) = b, όπου A ∈ C∗, |A| = 1, και b ∈ R ενώ κάθε κύκλος S(a, r)
αποτελείται από στοιχεία της μορφής z = a+ reiθ, θ ∈ R.)
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4. Συνέχεια της προηγούμενης άσκησης: ορίστε την αντιστροφή σε κύκλο και την αντι-
στροφή σε ευθεία του C και διατυπώστε προτάσεις ανάλογες με αυτές της Ενότητας 8.2
για την περίπτωση αυτή.

5. Έστω η αντιστροφή ι και x ∈ Int(S(0, 1)). Εκφράστε το σημείο s της Πρότασης 8.2.9
συναρτήσει του x λύνοντας ως προς t την εξίσωση

‖(1− t)x+ t ι(x)‖ = 1, t ∈ (0, 1).

6. Έστω η αντιστροφή rW στο υπερεπίπεδοW (A, b). Aν x και x′ είναι αντίστροφα σημεία,
βρείτε το σημείο τομής του ευθυγράμμου τμήματιος [x, x′] και τουW (A, b).

7. Έστω τρία οποιαδήποτε διαφορετικά μεταξύ τους σημεία xi, i = 1, 2, 3 του R2 (ή του
C). Δείξτε ότι υπάρχει μοναδικός γενικευμένος κύκλος που τα περιέχει. (Υπόδειξη: Αν
κάποιο από τα xi είναι το∞, τότε τα xi, i = 1, 2, 3 περιέχονται σε Ευκλείδεια ευθεία. Αν
όλα τα xi, i = 1, 2, 3 είναι διάφορετικά από το ∞, τότε είτε περιέχονται σε Ευκλείδεια
ευθεία ή σε κύκλο τον οποίο και να κατασκευάσετε.)

8. Δείξτε ότι το αποτέλεσμα της προηγούμενης άσκησης ισχύει και για κάθε Rn, n ≥ 1.
Kάθε τρία διαφορετικά μεταξύ τους σημεία τουRn περιέχονται σε μοναδικό γενικευμένο
κύκλο του Rn.

9. Δείξτε ότι κάθε συστολή/διαστολή Dδ του Rn είναι σύνθεση αντιστροφών σε σφαίρες.

10. Aποδείξτε τον τρίτο ισχυρισμό της Πρότασης 8.2.11.

11. Δείξτε ότι οποιαδήποτε τέσσερα διαφορετικά μεταξύ τους ανά δύο σημεία zi, i = 1, . . . , 4
μπορούν να απεικονιστούν μέσω μιας σύνθεσης αντιστροφών στα σημεία

∞, 0, 1, X ∈ C.

O μιγαδικός αριθμός X = [z1, z2; z3, z4] είναι ο μιγαδικός διπλός λόγος των z1, z2, z3, z4
(δείτε και την Ενότητα 8.5.3).

8.3 Γεωμετρία της Αντιστροφής στο Rn

Ορισμός 8.3.1. Ένας μετασχηματισμός Möbius του Rn είναι μία σύνθεση πεπερασμένου πλή-
θους αντιστροφών του Rn.

Συμβολίζουμε με GM(n) = GM(Rn
) (απαντάται και ο συμβολισμός Inv(Rn

)) το σύνολο
των μετασχηματισμών Möbius του Rn. To σύνολο GM(n) είναι ομάδα με πράξη τη σύνθεση
(Άσκηση 8.3.5.1). Από το Θεώρημα 8.2.16 έχουμε αμέσως το

Θεώρημα 8.3.2. Κάθε μετασχηματισμός Möbius του Rn απεικονίζει γενικευμένες σφαίρες σε
γενικευμένες σφαίρες του Rn.

Ορισμός 8.3.3. H Γεωμετρία της Αντιστροφής (κατά Klein) είναι το ζεύγος (Rn, GM(n)).



54 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΗΣ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ

8.3.1 H μορφή των μετασχηματισμών Möbius
Kάθε στοιχείο A της Ευκλείδειας ομάδας ισομετριών E(n) = O(n)oRn επεκτείνεται στο Rn

θέτοντας A(∞) = ∞. Tα στοιχεία αυτά είναι όλα μετασχηματισμοί Möbius:

• Οποιαδήποτε μεταφορά Ta γράφεται ως η σύνθεση της ανάκλασης στο υπερεπίπεδο x·a
= 0 ακολουθουμένης από την ανάκλαση στο υπερεπίπεδο x · a = ‖a‖2/2.

• Λόγω του Θεωρήματος των Ανακλάσεων, κάθε στοιχείο της O(n) είναι σύνθεση ανα-
κλάσεων, δηλαδή, αντιστροφών σε υπερεπίπεδα.

Από την άλλη, και οι συστολές/διαστολές Dδ είναι μετασχηματισμοί Möbius: Dδ = ι ◦ ι0,1/√δ.

Λόγω της Πρότασης 8.2.1 προκύπτει τώρα η εξής:

Πρόταση 8.3.4. Δύο οποιεσδήποτε αντιστροφές σε σφαίρες τουRn είναι συζυγείς στην ομάδα
GM(n).

Απόδειξη. Έστω αντιστροφές ι1, ι2 σε σφαίρες S1, S2, αντίστοιχα. Υπάρχουν στοιχείαQ1, Q2

∈ GM(n) τέτοια ώστε
ιi = Qi ◦ ι ◦Q−1

i , i = 1, 2,

όπου ι είναι η αντιστροφή στη σφαίρα S(0, 1). Τότε

ι = Q−1
1 ◦ ι1 ◦Q1 = Q−1

2 ◦ ι2 ◦Q2 =⇒ ι2 = Q ◦ ι1 ◦Q−1, Q = Q2Q
−1
1 .

To παρακάτω θεώρημα δίνει μία πλήρη περιγραφή των στοιχείων της ∈ GM(n).

Θεώρημα 8.3.5. Kάθε g ∈ GM(n) μπορεί να γραφεί ως σύνθεση των παρακάτω μετασχημα-
τισμών του Rn:

• μεταφορών Ta,

• στοιχείων A ∈ O(n),

• αντιστροφής ι στη σφαίρα S(0, 1),

• συστολών/διαστολών Dδ.

(Οι μεταφορές, περιστροφές και συστολές/διαστολές εννοούνται εδώ επεκτεταμένες στο Rn.)

Μας χρειάζεται το παρακάτω:

Λήμμα 8.3.6. Έστω h μετασχηματισμός Möbius που έχει μία από τις μορφές του Θεωρήματος
8.3.5 και έστω j αντιστροφή του Rn. Τότε η σύνθεση h ◦ j μπορεί να γραφεί ως σύνθεση
μετασχηματισμών των μορφών του Θεωρήματος 8.3.5.

Απόδειξη. To αποτέλεσμα προκύπτει αμέσως από την Πρόταση 8.2.1 εάν ο j είναι αντιστροφή
σε σφαίρα, ενώ αν είναι αντιστροφη RA,b σε υπερεπίπεδοW (A, b), τότε μπορεί να γραφεί ως
RA,b = T2bA ◦RA,0, δηλαδή, ως σύνθεση μιας μεταφοράς και ενός στοιχείου της O(n).
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Απόδειξη του Θεωρήματος 8.3.5. Έστω g ∈ GM(n), g = j1 ◦· · ·◦jn, όπου ji είναι αντιστροφές
του Rn. H απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο n.

Εάν n = 1 τότε ο g είναι είτε αντιστροφή ιa,r σε σφαίρα S(a, r) είτε ανάκλαση RA,b σε
υπερεπιπεδοW (A, b). Στην πρώτη περίπτωση, έχουμε το αποτέλεσμα από την Πρόταση 8.2.1.
Στη δεύτερη περίπτωση, έχουμε από την απόδειξη του Λήμματος 8.3.6 ότι κάθε αντιστροφή
σε υπερεπίπεδο μπορεί να γραφεί ως σύνθεση μίας μεταφοράς και ενός στοιχείου της O(n).

Υποθέτουμε τώρα ότι το αποτέλεσμα ισχύει για όλους τους αριθμούς που είναι μικρότεροι
του n και γράφουμε g = h◦jn+1, όπου ο h είναι σύνθεση μετασχηματισμών όπως στην υπόθεση
του θεωρήματος. To αποτέλεσμα προκύπτει αμέσως από το Λήμμα 8.3.6.

Σύγκριση της Γεωμετρίας της Αντιστροφής με άλλες Γεωμετρίες

Θεωρώντας τη δράση των στοιχείων της ομάδας E(n) των Ευκλείδειων ισομετριών στο Rn,
προκύπτει από το Θεώρημα 8.3.5 ότι η E(n) είναι γνήσια υποομάδα της ομάδας GM(n) των
μετασχηματισμών Möbius. Συμπεραίνουμε ότι η Ευκλείδεια Γεωμετρία (του επεκτεταμένου
πραγματικούn-χώρου, δηλαδή, το ζεύγος (Rn, E(n))περιέχεται στη Γεωμετρία τηςΑντιστροφής.
Εδώ, η ομάδα E(n) είναι η ομάδα ισομετριών της επεκτεταμένης Ευκλείδειας μετρικής d που
ορίζεται ως εξής: d(x, y) = ‖x − y‖ για κάθε x, y ∈ Rn και d(x,∞) = d(∞, x) = +∞,
d(∞,∞) = 0. H E(n) είναι η E(n) θεωρούμενη με τα στοιχεία της επεκτεταμένα ώστε να
αφήνουν αναλλοίωτο το σημείο στο άπειρο.

Εξετάζουμε τώρα τη σχέση της Γεωμετρίας της Αντιστροφής με την Αφφινική Γεωμετρία
και για ευκολία θα περιοριστούμε στην περίπτωση n = 2. Ταυτίζοντας το R2 με το C, έχουμε
δει ότι κάθε στοιχείο της A(2) είναι της μορφής

f(z) = Az +Bz + C, A,B,C ∈ C, |A|+ |B| 6= 0.

Τέτοιοι μετασχηματισμοί επεκτείνονται στο C θέτοντας f(∞) = ∞. Όμως, οι αντιστροφές σε
κύκλους τουC δεν μπορούν να γραφούν στην παραπάνω μορφή (δικαιολογήστε!). Προκύπτει
συνεπώς ότι εν γένει, ο περιορισμός ενόςMöbius μετασχηματισμού στοC δεν ανήκει στηνA(2).
Από την άλλη, η επέκταση ενός αφφινικού μετασχηματισμού στο C δεν είναι κατ’ ανάγκη
Möbius μετασχηματισμός. Λόγου χάρη, έστω η

f(z) = ((1 +K)/2)z + ((1−K)/2)z, 0 < K < 1,

και ο μοναδιαίος κύκλος |z| = 1. Τότε, επειδή

w = f(z) ⇐⇒ z = <(w) + i
=(w)
K

,

έπεται η εξίσωση

1 = |z| =
∣∣∣∣<(w) + i

=(w)
K

∣∣∣∣ ,
η οποία παριστάνει έλλειψη. Όμως αυτό δεν μπορεί να είναι δυνατόν, εφ’ όσον οι μετασχημα-
τισμοί Möbius απεικονίζουν γενικευμένους κύκλους σε γενικευμένους κύκλους.
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8.3.2 Συμμορφία των μετασχηματισμών Möbius
Mία απεικόνιση f : Rn → Rn λέγεται σύμμορφη στο x0 ∈ Rn αν διατηρεί τις γωνίες στο x0.
Aν η f είναι διαφορίσιμη στο x0 τότε αυτό σημαίνει ότι ο Ιακωβιανός πίνακας Df(x0) της f
στο x0 ικανοποιεί μια σχέση της μορφής

(Df(x0))(Df(x0))T = λ(x0)In,

όπου λ(x0) 6= 0 και In είναι ο μοναδιαίος n × n πίνακας. (Δείτε την Άσκηση 8.3.5.2 για την
απόδειξη.)

Θεώρημα 8.3.7. Kάθε g ∈ GM(n) είαι σύμμορφη απεικόνιση του Rn. Aν ο g περιέχει άρτιο
αριθμό αντιστροφών, τότε διατηρεί τον προσανατολισμό. Στην αντίθετη περίπτωση, αντι-
στρέφει τον προσανατολισμό.

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Θεώρημα 8.3.5 αρκεί να αποδείξουμε το παρόν θεώρημα για τις
εξής περιπτώσεις:
1. O g είναι μεταφορά. Aν g = Ta, τότε για κάθε x ∈ Rn

Ta(x) = x+ a =⇒ DTa(x) = In,

ο ταυτοτικός n×n πίνακας. Είναι det(DTa(x)) = 1 > 0 και συνεπώς οι μεταφορές διατηρούν
τον προσανατολισμό.
2. O g είναι στοιχείο τηςO(n). Aν gα ορθογώνιος μετασχηματισμός με πίνακαA ∈ O(n), τότε
για κάθε x ∈ Rn

g(x) = α(x) =⇒ Dg(x) = A.

Eίναι det(Dg(x)) = 1 αν A ∈ SO(n) ενώ det(Dg(x)) = −1 όταν ο α αναλύεται σε περιττού
πλήθους ανακλάσεων σε υπερεπίπεδα από την αρχή.
3. O g είναι συστολή/διαστολή. Aν g = Dδ, δ > 0, τότε για κάθε x ∈ Rn

Dδ(x) = δx =⇒ Dδ(x) = δIn.

Eίναι det(Dδ(x)) = δn > 0.
4. O g είναι η αντιστροφή ι. Aν g = ι, τότε για κάθε x ∈ Rn \ {0},

ι(x) = x
‖x‖2 =⇒ Dι(x) = D

(
1

‖x‖2 · x
)
.

Υπενθυμίζουμε πως αν f : U → R και g : U → Rn είναι διαφορίσιμες, όπου U ανοικτό του
Rn, τότε για κάθε x ∈ U ,

D(f · g)(x) = g(x)T (Df(x)) + f(x)Dg(x).

Στην περίπτωσή μας, f(x) = 1/‖x‖2 και g(x) = x. Άρα, Dg(x) = In και

Df(x) = − 1

‖x‖4D(‖x‖2) = − 2x
‖x‖4 .
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Συνεπώς,

Dι(x) = −2xTx
‖x‖4 +

1

‖x‖2 In =
1

‖x‖2 (In − 2Q(x)), Q(x) = xTx
‖x‖2 .

Παρατηρούμε ότι o Q(x) είναι συμμετρικός και

Q2(x) = (xTx)(xTx)
‖x‖4 =

xT (xxT )x
‖x‖4 =

‖x‖2(xTx)
‖x‖4 = Q(x).

Άρα,

(Dι(x))(Dι(x))T =
1

‖x‖4 (In − 2Q(x))2 = 1

‖x‖4 In

και η ι είναι σύμμορφη. Παίρνοντας τώρα ορίζουσες έχουμε ότι

(det(Dι(x)))2 = 1

‖x‖4n =⇒ det(Dι(x)) = ± 1

‖x‖2n .

Λόγω της συνεκτικότητας του Rn
∗ η ορίζουσα μπορεί να είναι είτε μόνο θετική είτε μόνο αρ-

νητική. Για να διαπιστώσουμε το πρόσημο, εξετάζουμε την τιμή της ορίζουσας το σημείο 1 =
(1, 0, . . . , 0):

Dι(1) = In − 2Q(1) = J,

όπου ο J είναι διαγώνιος n × n πίνακας με j11 = −1 και jii = 1 για κάθε i > 1. Συνεπώς η
ορίζουσά του είναι -1 και συμπεραίνουμε ότι

Dι(x) = − 1

‖x‖2n ,

και άρα η ι αντιστρέφει τον προσανατολισμό.

Αξίζει στο σημείο αυτό να αναφερθεί ότι ισχύει και το εξής καταπληκτικό (και βαθύ) α-
ποτέλεσμα του Liouville: Σε διαστάσεις n > 2, όλες οι σύμμορφες απεικονίσεις του Rn είναι
μετασχηματισμοί Möbius. Στη διάσταση 2 κάτι τέτοιο δεν ισχύει: οι ολόμορφες (και οι αντιο-
λόμορφες) απεικονίσεις του C είναι όλες σύμμορφες.

To Θεώρημα 8.3.7 μας οδηγεί στον παρακάτω ορισμό:

Ορισμός 8.3.8. To σύνολο των μετασχηματισμών Möbius του Rn που διατηρούν τον προσανα-
τολισμό θα συμβολίζεται με M(n).

To σύνολο M(n) είναι ομάδα, δείτε την Άσκηση 8.3.5.3.
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8.3.3 Mετρικός διπλός λόγος
Έστω d η χορδική μετρική στο Rn και τετράδα σημείων x1, x2, x3, x4 ∈ Rn. Καθορίζοντας τη
σειρά που παίρνουμε αυτά τα σημεία καθορίζουμε και έναν προσανατολισμό στην τετράδα.
Λόγου χάρη, γράφοντας p = {x1, x2, x3, x4} εννοούμε την τετράδα με το x1 να είναι το πρώτο
σημείο, το x2 το δεύτερο, κ.ο.κ. Για οποιαδήποτε προνατολισμένη τετράδα p = {x1, x2, x3, x4}
τεσσάρων διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο σημείων, o μετρικός διπλός λόγος της p ορίζεται
από τη σχέση

X(p) = (x1, x2; x3, x4) =
d(x4, x2) · d(x3, x1)
d(x4, x1) · d(x3, x2)

.

Mπορούμε να δείξουμε ότι αρκεί να χρησιμοποιούμε τη σχέση

X(p) = (x1, x2; x3, x4) =
‖x4 − x2‖ · ‖x3 − x1‖
‖x4 − x1‖ · ‖x3 − x2‖

,

με την παραδοχή (η οποία τώρα είναι απολύτως δικαιολογημένη) ∞ : ∞ = 1 (δείτε την
Άσκηση 8.3.5.6). Iσχύει το εξής λήμμα (δείτε την Άσκηση 8.3.5.10).

Λήμμα 8.3.9. Eάν p = {x1, x2, x3, x4} είναι προσανατολισμένη τετράδα σημείων του Rn δια-
φορετικών πεταξύ τους ανά δύο, τότε οι μετρικοί διπλοί λόγοι (xi, xj; xk, xl), (i, j, k, l) ∈ S4,
είναι συναρτήσεις των μετρικών διπλών λόγων

X1(p) = (x1, x2; x3, x4) και X2(p) = (x1, x3; x2, x4).

Θεώρημα 8.3.10. Mία απεικόνιση f : Rn → Rn είναι μετασχηματισμός Möbius αν και μόνο αν
διατηρεί τον μετρικό διπλό λόγο κάθε τετράδας σημείων του Rn διαφορετικών μεταξύ τους
ανά δύο.

Απόδειξη. Για το ευθύ, αρκεί λόγω του Θεωρήματος 8.3.5 να δείξουμε ότι οι μεταφορές, τα
στοιχεία της O(n), oι ομοιοθεσίες και η αντιστροφή στη σφαίρα S(0, 1) διατηρούν τον μετρικό
διπλό λόγο. Δείχνουμε εδώ μόνο το τελευταίο και αφήνουμε τα υπόλοιπα στην Άσκηση 8.3.5.7.
Aν λοιπόν ι είναι η αντιστροφή στην S(0, 1), τότε χρησιμοποιώντας την Πρόταση 8.2.10 έχουμε

(ι(x1), ι(x2); ι(x3), ι(x4)) =
‖ι(x4)− ι(x2)‖ · ‖ι(x3)− ι(x1)‖
‖ι(x4)− ι(x1)‖ · ‖ι(x3)− ι(x2)‖

=

∥x4−x2∥
∥x4∥·∥x2∥ ·

∥x3−x1∥
∥x3∥·∥x1∥

∥x4−x1∥
∥x4∥·∥x1∥ ·

∥x3∥·∥x2∥
∥x3∥·∥x2∥

=
‖x4 − x2‖ · ‖x3 − x1‖
‖x4 − x1‖ · ‖x3 − x2‖

= (x1, x2; x3, x4).

Για το αντίστροφο, συνθέτοντας την f εν ανάγκη με έναν μετασχηματισμό Möbius, μπορούμε
να υποθέσουμε ότι f(∞) = ∞. Για xi ∈ Rn, i = 1, . . . , 4, η σχέση

(∞, x2; x3, x4)
(x1, x2;∞, x4)

=
(∞, f(x2); f(x3), f(x4))
(f(x1), f(x2);∞, f(x4))
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γράφεται ισοδύναμα
‖f(x1)− f(x2)‖

‖x1 − x2‖
=

‖f(x3)− f(x4)‖
‖x3 − x4‖

.

Προκύπτει ότι για οποιαδήποτε δύο σημεία x, y ∈ Rn,

‖f(x)− f(y)‖
‖x− y‖ = k > 0.

Άρα, o f είναι Ευκλείδεια ομοιοθεσία και συνεπώς μετασχηματισμός Möbius.

Πόρισμα 8.3.11. Έστω p = {x1, x2, x3, x4} και p′ = {x′1, x′2, x′3, x′4} προσανατολισμένες τε-
τράδες σημείων του Rn διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο. Αν υπάρχει f ∈ GM(n) τέτοιος
ώστε f(xi) = x′i, i = 1, . . . , 4, τότε

X(p) = (x1, x2; x3, x4) = (x′1, x′2; x′3, x′4) = X(p′).

Tο επόμενο θεώρημα είναι το Θεμελιώδεις Θεώρημα των Διπλών Λόγων.

Θεώρημα 8.3.12. Έστω p = {x1, x2, x3, x4} και p′ = {x′1, x′2, x′3, x′4} προσανατολισμένες τε-
τράδες σημείων του Rn διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο. Υπάρχει f ∈ GM(n) τέτοιος
ώστε f(xi) = yi, i = 1, . . . , 4, αν και μόνο αν

X1(p) = (x1, x2; x3, x4) = (y1, y2; y3, y4) = X1(p
′),

X2(p) = (x1, x3; x2, x4) = (y1, y3; y2, y4) = X2(p
′).

Απόδειξη. Tο ευθύ προκύπτει από το Πόρισμα 8.3.11 (αναλλοίωτο των μετρικών διπλών λό-
γων). Για το αντίστροφο, μπορούμε να κανονικοποιήσουμε ώστε

x1 = y1 = ∞, x2 = y2 = 0, x3 = y3 = 1, x4 = X, y4 = Y,

με X,Y ∈ Rn
∗ \ {1 = e1} (γιατί;). Από τις ισότητες των διπλών λόγων παίρνουμε τότε, αντί-

στοιχα
‖X‖ = ‖Y‖, ‖X− 1‖ = ‖Y− 1‖.

AνX = (X1, . . . , Xn),Y = (Y1, . . . , Yn), τότε υψώνοντας τ η δεύτερη σχέση στο τετράγωνο και
χρησιμοποιώντας την πρώτη ισότητα προκύπτει X1 = Y1. Επίσης, αν Xn−1 = (X2, . . . , Xn)
και Yn−1 = (Y2, . . . , Yn), τότε πάλι από την πρώτη σχέση παίρνουμε ‖Xn−1‖ = ‖Yn−1‖.
Συνεπώς, υπάρχει A ∈ O(n − 1) τέτοιος ώστε ο αντίστοιχος ορθογώνιος μετασχηματισμός
α ικανποιεί την α(Xn−1) = Yn−1. Έπεται ότι ο μετασχηματισμός ϕ : Rn → Rn με πἰνακα(

1 0
0 A

)
,

είναι μετασχηματισμός Möbius με ϕ(X) = Y.
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8.3.4 To Θεμελιώδες Θεώρημα της Γεωμετρίας της Αντιστροφής
To παρακάτω θεώρημα είναι το Θεμελιώδες Θεώρημα της Γεωμετρίας της Αντιστροφής:

Θεώρημα 8.3.13. Η g ∈ GM(n) δρα τριπλά μεταβατικά στο Rn: αν xi και yi, i = 1, 2, 3, είναι
τριάδες διαφορετικών μεταξύ τους σημείων του Rn, τότε υπάρχει g ∈ GM(n) τέτοιος ώστε

g(xi) = yi, i = 1, 2, 3.

Εάν g′ είναι ένας άλλος μετασχηματισμός που ικανοποιεί τις παραπάνω σχέσεις, τότε g′ ∈ gH
όπου H υποομάδα της GM(n) συζυγής με την O(n − 1). Εάν n = 2, τότε είτε g = g′, είτε
g′ = gh όπου h συζυγές με ανάκλαση σε ευθεία. Εάν n = 1 τότε ο g είναι μοναδικός.

Απόδειξη. Υπάρχουν μετασχηματισμοί Möbius h1 και h2 τέτοιοι ώστε

h1(x1) = h2(y1) = ∞, h1(x2) = h2(y2) = 0, h1(x3) = h2(y3) = 1.

O μετασχηματισμός g = h−1
2 ◦ h1 ∈ M(Rn) ικανοποιεί τις απαιτήσεις του θεωρήματος. Έστω

ότι υπήρχε g′ με g′(xi) = yi, i = 1, 2, 3. Tότε ο μετασχηματισμός f = h1g
−1g′h−1

1 σταθεροποιεί
τα σημεία ∞, 0, 1 = e1 και άρα f ∈ O(n − 1). Συνεπώς, g−1g′ = h−1

1 fh1 = h που είναι
στοιχείο που σταθεροποιεί τα xi, i = 1, 2, 3. Παίρνουμε έτσι g′ = gh (δείτε και την Άσκηση
8.3.5.9).

Eάν n = 2 τότε h = id. αν f = id. και h = h−1
1 rh1 αν f = r, η ανάκλαση στην x2 = 0.

Προκύπτει λοιπόν ότι είτε g′ = g είτε g′ = gh όπου h συζυγής με ανάκλαση. Για n = 1 είναι
τώρα προφανές.

8.3.5 Ασκήσεις
1. Δείξτε με τον ορισμό ότι το σύνολο GM(n) των Möbius μετασχηματισμών του Rn είναι

ομάδα με πράξη τη σύνθεση.

2. H άσκηση αυτή δικαιολογεί τη συνθήκη για τις διαφορίσιμες σύμμορφες απεικονίσεις.
Έστω A : Rn → Rn γραμμικός μετασχηματισμός και v,w διανύσματα του Rn

∗ . H γωνία
θ(v,w) των v,w ορίζεται από τη σχέση

cos(θ(v,w)) = v · w
‖v‖ · ‖w‖ .

Συνεπώς o A διατηρεί τις γωνίες αν για οποιαδήποτε μη μηδενικά v,w ισχύει ότι

v · w
‖v‖ · ‖w‖ =

A(v) · A(w)
‖A(v)‖ · ‖A(w)‖ . (8.7)

(Υπενθυμίζουμε πως A(x) = xA εφ’όσον τα x θεωρούνται διανύσματα γραμμές.) Θα
δείξουμε ότι σε αυτήν την περίπτωση ο πίνακας A του μετασχηματισμού ικανοποιεί τη
σχέση

AAT = ATA = λI, για κάποιο λ 6= 0.
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Έστω η κανονική βάση {e1, . . . , en} του Rn. Για v = ei, w = ej , i 6= j παίρνουμε από
την Εξίσωση (8.7) ότι A(ei) · A(ej) = 0 και συνεπώς οι γραμμές του A είναι ορθογώνια
μεταξύ τους διανύσματα. Αυτό σημαίνει όμως ότι τα (ij)-στοιχεία του AAT είναι όλα 0
για i 6= j. Κατά συνέπεια, o AAT είναι διαγώνιος πίνακας. Τώρα πάλι για i 6= j έχουμε

0 = (ei − ej) · (ei + ej) = (A(ei − ej)) · (A(ei + ej)) = (ATA)ii − (ATA)jj

και συμπεραίνουμε ότι όλα τα διαγώνια στοιχεία του AAT είναι ίσα με έναν αριθμό
λ 6= 0.

3. Έστω το σύνολο M(n) των μετασχηματισμών Möbius που διατηρούν τον προσανατολι-
σμό. Δείξτε ότι είναι υποομάδα της GM(n).

4. (Κανονικοποίηση των γενικευμένων σφαιρών). Δείξτε τα ακόλουθα.

(αʹ) Aν Σ είναι μία σφαίρα S(a, r) στο Rn, τότε υπάρχει f ∈ M(n) με f(Σ) = S(0, 1).
(Υπόδειξη: Με τη μεταφορά T−a απεικονίστε την Σ στην S(0, r). Εφαρμόστε κα-
τόπιν την ομοιοθεσία D1/r).

(βʹ) Aν P είναι ένα υπερεπίπεδο W (A, b) στο Rn, τότε υπάρχει g ∈ M(n) με g(P ) =

W (e1, 0). (Υπόδειξη: Γράψτε την εξίσωση του υπερεπιπέδου ως (x − a) · A = 0.
Mε τη μεταφορά T−a απεικονίστε το υπερεπίπεδο στο x ·A = 0. Πάρτε κατόπιν το
στοιχείο εκείνο της O(n) που απεικονίζει το A σε διάνυσμα δe1, δ > 0).

(γʹ) Δείξτε ότι υπάρχει h ∈ GM(n) με h(S(0, 1)) = W (e1, 0). (Υπόδειξη: Κάνοντας
πρώτα κατάλληλη μεταφορά, χρησιμοποιήστε κατόπιν την Πρόταση 8.2.12).

(δʹ) Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω συμπεράνετε το Θεώρημα 8.2.16, στο οποίο τώρα
μπορεί να προστεθεί η εξής πρόταση: ΕάνΣ καιΣ′ είναι γενικευμένες σφαίρες του
Rn, τότε υπάρχει ϕ ∈ GM(n) με ϕ(Σ) = Σ′.

5. Δείξτε ότι το σύνολο GM(1) αποτελείται από 1–1 και επί μετασχηματισμούς f του R της
μορφής

f(x) =
ax+ b

cx+ d
, ad− bc 6= 0.

(Εδώ θεωρούμε πάντοτε ότι f(∞) = a/c, f(−d/c) = ∞). Δείξτε επίσης ότι η ομά-
δα M(1) αποτελείται από μετασχηματισμούς της παραπάνω μορφής με ad − bc > 0.
(Υπόδειξη: Ονομάστε G το σύνολο των f της παραπάνω μορφής και δείξτε ότι είναι
ομάδα με πράξη τη σύνθεση. Αν τώρα f ∈ G, διακρίνετε δύο περιπτώσεις: a) Aν c = 0,
τότε f(x) = (a/d)x+(b/d) που είναι σύνθεση Ευκλείδειων ισομετριών και ομοιοθεσιών
του R. b) Αν c 6= 0 τότε

f(x) =
a

c
+

bc− ad

c2
· 1

z + (d/c)
,

που είναι σύνθεση ισομετριών, ομοιοθεσιών και της αντιστροφής στο 0. Άρα, έχουμε ότι
G ⊂ GM(1). Από την άλλη, κάθε στοιχείο του GM(1) μπορεί να γραφεί ως στοιχείο του
G).
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6. Δείξτε την ισοδυναμία των ορισμών του μετρικού διπλού λόγου τεσσάρων σημείων του
Rn.

7. Δείξτε ότι οι μεταφορές, τα στοιχεία της O(n) και οι ομοιοθεσίες διατηρούν τον μετρικό
διπλό λόγο τεσσάρων σημείων.

8. Αποδείξτε ότι κάθε μετασχηματισμός Möbius f με f(∞) = ∞ είναι επεκτεταμένη ομοι-
θεσία. (Υπόδειξη: Δείτε την απόδειξη του Θεωρήματος 8.3.10).

9. Δείξτε ότι κάθε Möbius μετασχηματισμός του Rn που κρατά σταθερά τα σημεία ∞, 0,
1 = e1, είναι στοιχείο της O(n− 1) όπως αυτή θεωρείται με την εμφύτευσή της

O(n− 1) 3 A 7→
(
1 0
0 A

)
∈ O(n).

Συμπεράνετε πως αν n = 2, τότε ένας τέτοιος μετασχηματισμός μπορεί να είναι είτε ο
ταυτοτικός είτε η ανάκλαση στην ευθεία x2 = 0. Το αποτέλεσμα της άσκησης μπορεί
να γραφεί και ως

Stab((∞, 0, 1)) = O(n− 1).

Χρησιμοποιήστε την Άσκηση 8.3.5.9 για να συμπεράνετε πως για τυχαία διαφορετικά
μεταξύ τους σημεία x1, x2, x3, είναι

Stab((x1, x2, x3)) = hO(n− 1)h−1, h ∈ GM(n),

δηλαδή, ο σταθεροποιητής των x1, x2, x3 είναι ομάδα συζυγής με την O(n− 1).

10. Αποδείξτε το Λήμμα 8.3.9.

11. (Θεώρημα του Πτολεμαίου.) Έστω xi, i = 1, . . . , 4 διαφορετικά μεταξύ τους ανά δύο ση-
μεία του Rn. Θεωρήστε μία οποιαδήποτε μετάταξη (1, 2, 3, 4) 7→ (σ(1), σ(2), σ(3), σ(4))
της S4 και την τετράδα p = {xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4)}. Θεωρήστε επίσης τους μετρικούς
διπλούς λόγους της p:

X1(p) = (xσ(1), xσ(2); xσ(3), xσ(4)) και X2(p) = (xσ(1), xσ(3); xσ(2), xσ(4)).

(αʹ) Δείξτε ότι X1(p) + X2(p) ≥ 1. (Υπόδειξη: Κανονικοποιήστε ώστε

xσ(1) = ∞, xσ(2) = 0, xσ(3) = 1, xσ(4) = x ∈ Rn.

Tότε

X1(p) + X2(p) = ‖x‖+ ‖x− 1‖
≥ ‖x− (x− 1)‖ = 1.

Δικαιολογήστε το κάθε βήμα σας.)
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(βʹ) Γράψτε την παραπάνω ανισότητα ισοδύναμα ως
‖xσ(4) − xσ(1)‖ · ‖xσ(3) − xσ(2)‖ ≤ ‖xσ(4) − xσ(2)‖ · ‖xσ(3) − xσ(1)‖

+‖xσ(4) − xσ(3)‖ · ‖xσ(2) − xσ(1)‖.

Yποθέτοντας τα xσ(1) κορυφές τετραπλεύρου, ερμηνεύστε γεωμετρικά την παρα-
πάνω ανισότητα που είναι γνωστή ως Ανισότητα του Πτολεμαίου.

(γʹ) Aποδείξτε τοΘεώρημα τουΠτολεμαίου: H ισότητα στηνΑνισότητα τουΠτολεμαίου
ισχύει τότε και μόνον τότε όταν τα xi κείνται σε γενικευμένο κύκλο τουR

n. (Υπόδειξη:
Στην ανισότητα του πρώτου ερωτήματος η ισότητα ισχύει τότε και μόνον τότε όταν
τα x, x− 1 είναι συνευθειακά.)

8.4 Γεωμετρία της Αντιστροφής στο R

H Γεωμετρία της Αντιστροφής στο R είναι η γεωμετρία (κατά Klein) (R, GM(1)). H ομάδα
GM(1) έχει μια ενδιαφέρουσα περιγραφή την οποία εξετάζουμε αμέσως παρακάτω.

8.4.1 H ομάδα GM(1)

Στο R θεωρούμε απεικονίσεις της μορφής

f(x) =
ax+ b

cx+ d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc 6= 0, (8.8)

όπου f(∞) = a/c, f(−d/c) = ∞ (αν c = 0 τότε έχουμε μόνο τη σχέση f(∞) = ∞). Τέτοιου
είδους απεικονίσεις είναι 1–1 και επί: η αντίστροφη f−1 της f δίνεται από την

f−1(x) =
dx− b

−cx+ a
,

και f−1(∞) = −d/c, f−1(a/c) = ∞. Κάθε τέτοια f είναι ομοιομορφισμός του R (δείτε την
Άσκηση 8.4.4.1). Eπίσης, το σύνολοG των μετασχηματισμών της μορφής (8.8) αποτελεί ομάδα
με πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων (δείτε την Άσκηση 8.4.4.2). Παρατηρούμε τώρα ότι όλοι οι
παρακάτω μετασχηματισμοί, θεωρούμενοι ως μετασχηματισμοί του R, είναι στοιχεία της G:

• Μεταθέσεις: Ta(x) = x+ a, a ∈ R,

• Aνάκλαση στο 0: R(x) = −x,

• Συστολές/διαστολές: Dδ(x) = δx, δ > 0,

• Aντιστροφή στο 0: ι(x) = 1/x.
Άρα, G ⊂ GM(1). Eπίσης, κάθε f ∈ G μορεί να γραφεί ως

f(x) =


(a/d)x+ b/d όταν c = 0,

a
c
+ bc−ad

c2
· 1
x+(d/c)

όταν c 6= 0,

που είναι σύνθεση όλων των παραπάνω μετασχηματισμών. Συμπεραίνουμε την παρακάτω:
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Πρόταση 8.4.1. H ομάδα GM(1) των μετασχηματισμών Möbius της επεκτεταμένης πραγματι-
κής ευθείας αποτελείται από μετασχηματισμούς της μορφής (8.8).

8.4.2 H προβολική ομάδα P (1) και η GM(1)

Υπενθυμίζουμε πως αν [A] ∈ P (1) = PGL(2,R) και

A =

(
a b
c d

)
,

τότε γράφουμε

[A] =

[
a b
c d

]
.

Υπάρχει απεικόνιση Φ : P (1) → GM(1) που δίνεται από την

Φ

([
a b
c d

])
= f | f(x) = ax+ b

cx+ d
. (8.9)

H απόδειξη της παρακάτω πρότασης αφήνεται στην Άσκηση 8.4.4.3.
Πρόταση 8.4.2. H απεικόνιση Φ της (8.9) είναι ισομορφισμός ομάδων.

Kατά συνέπεια, η GM(1) ταυτίζεται με την ομάδα P (1) των μετασχηματισμών της προ-
βολικής ευθείας RP 1. Aυτό είναι απόλυτα φυσιολογικό εφόσον υπάρχει ταύτιση του κύκλου
S1 = R και της RP 1. Προκύπτει λοιπόν το εξής:
Θεώρημα 8.4.3. HΓεωμετρία της Αντιστροφής (R,GM(1)) είναι η Γεωμετρία της Προβολικής
Ευθείας (RP 1, P (1)).

Υπάρχει και μία άλλη περιγραφή της GM(1). Θεωρούμε την απεικόνιση
Ψ : SL(2,R) → PGL(2,R), A 7→ [A].

H Ψ είναι μονομορφισμός ομάδων και ker(Ψ) = {I,−I}. Συνεπώς, από το Πρώτο Θεώρημα
Ισομορφίας Ομάδων έχουμε την εξής:
Πρόταση 8.4.4.

GM(1) = SL(2,R)/{I,−I} := PSL(2,R).
Σχόλιο 8.4.5. Παρατηρούμε στο σημείο αυτό ότι οι στοιχειώδεις μετασχηματισμοί Möbius του
R που διατηρούν τον προσανατολισμό είναι οι μεταφορές και οι ομοιοθεσίες· η ανάκλαση
x 7→ −x και η αντιστροφή x 7→ 1/x αλλάζουν τον προσανατολισμό. Επειδή κάθε στοιχείο
της GM(1) είναι σύνθεση αντιστροφών, έχουμε ότι το υποσύνολο της GM(1) που αποτελείται
από στοιχεία που διατηρούν τον προσανατολισμό, είναι το σύνολο των στοιχείων που είναι
συνθέσεις αρτίου πλήθους ανακλάσεων. To σύνολο αυτό συμβολίζεται με M(1) ή PSL+(2,R).
Aς παρατηρήσουμε επίσης ότι αν f ∈ GM(1), τότε

f(x) =
ax+ b

cx+ d
=⇒ f ′(x) =

ad− bc

(cx+ d)2
,

και συνεπώς o f αντιστρέφει ή διατηρεί τον προσανατολισμό αναλόγως του προσήμου της
ορίζουσας του αντιπροσώπου του στην PGL(2,R).
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8.4.3 Διπλοί λόγοι
Tα αποτελέσματα αυτής της ενότητας είτε αποτελούν περιπτώσεις αποτελεσμάτων που έχουν
ήδη αποδειχθεί είτε οι αποδείξεις τους είναι απλές· για τον λόγο αυτόν αφήνονται ως ασκή-
σεις.

Υπάρχουν δύο είδη διπλών λόγων, ο πραγματικός και ο μετρικός διπλός λόγος. O πρώτος,
μας έρχεται από τη γεωμετρία της προβολικής ευθεἰας. Έστω p = {x1, x2, x3, x4} προσανατο-
λισμένη τετράδα διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο σημείων του R, τότε ο διπλός λόγος της
p είναι ο

X(p) = [x1, x2; x3, x4] =
(x4 − x2)(x3 − x1)

(x4 − x1)(x3 − x2)
,

με τις αναγκαίες τροποποιήσεις αν κάποιο από τα σημεία είναι το∞. Αυτός είναι ακριβώς ο
διπλός λόγος τεσσάρων σημείων της προβολικής ευθείας RP 1 και ισχύουν τα εξής:

Πρόταση 8.4.6. Έστω p = {x1, x2, x3, x4} προσανατολισμένη τετράδα διαφορετικών μεταξύ
τους ανά δύο σημείων του R και έστω σ ∈ S4 μετάταξη των σημείων της p. Tότε ο διπλός
λόγος X(σ(p)) = [xσ(1), xσ(2); xσ(3), xσ(4)] είναι συνάρτηση του X(p) = [x1, x2; x3, x4].

Απόδειξη. ’Άσκηση 8.4.4.4. Δείτε και την Άσκηση 7.2.2.5.

Πρόταση 8.4.7. O διπλός λόγος παραμένει αναλλοίωτος από τη διαγώνια δράση της GM(1).

Απόδειξη. Άσκηση 8.4.4.5.

Πρόταση 8.4.8. Υπάρχει μοναδικό στοιχείο της GM(1) που απεικονίζει μία προσανατολισμέ-
νη τετράδα p = {x1, x2, x3, x4} διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο σημείων του R σε μια
προσανατολισμένη τετράδα p′ = {x′

1, x
′
2, x

′
3, x

′
4} διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο σημείων

με τρόπον ώστε xi ↔ x′
i, i = 1, . . . , 4, αν και μόνο αν

X(p) = [x1, x2; x3, x4] = [x′
1, x

′
2; x

′
3, x

′
4] = X(p′).

Απόδειξη. Άσκηση 8.4.4.6, δείτε και αμέσως παρακάτω.

Υπενθυμίζουμε ότι η GM(1) δρα τριπλά μεταβατικά στοR. Υπάρχει ο εξής ωραίος τρόπος
να το αποδείξουμε αυτό μέσω των διπλών λόγων. Έστω {x1, x2, x3} και {y1, y2, y3} τριάδες
διαφορετικών μεταξύ τους σημείων του R και έστω x ∈ R. O μετασχηματισμός g που στέλνει
τα x1, x2, x3, x στα∞, 0, 1, g(x), αντίστοιχα, δίνεται από τη σχέση

[∞, 0; 1, g(x)] = [x1, x2; x3, x] ⇐⇒ g(x) =
(x− x2)(x3 − x1)

(x− x1)(x3 − x2)
.

Ομοίως, ο μετασχηματισμός h που στέλνει τα y1, y2, y3, x στα∞, 0, 1, h(x) δίνεται από τη σχέση

h(x) =
(x− y2)(y3 − y1)

(x− y4)(y3 − y2)
.
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Συμπεραίνουμε ότι ο ζητούμενος μετασχηματισμός είναι ο f = hg−1 και είναι μοναδικός.
Πράγματι, αν υπήρχε f ′ ώστε xi ↔ yi μέσω της f ′, τότε ο F = hf−1f ′g−1 θα σταθεροποιούσε
τα∞, 0, 1. Συνεπώς

[∞, 0; 1, z] = [∞, 0; 1, F (z)] ⇐⇒ z = F (z).

Συμπεραίνουμε επίσης ότι αν ένας μετασχηματισμός Möbius της επεκτεταμένης ευθείας στα-
θεροποιεί τρία σημεία, τότε είναι αναγκαστικά ο ταυτοτικός.

Σχόλιο 8.4.9. Παρατηρήστε ότι

g′(x) =
(x2 − x1)(x3 − x1)

x3 − x2

· 1

(x− x1)2
, h′(x) =

(y2 − y1)(y3 − y1)

y3 − y2
· 1

(x− y1)2
.

Συνεπώς ο f είναι στοιχείο της M(1) αν οι παραστάσεις (x2 − x1)(x3 − x1)(x3 − x2) και
(y2 − y1)(y3 − y1)(y3 − y2) είναι ομόσημες. Συνεπώς το αν ο f είναι στοιχείο της M(1) ή
όχι, καθορίζεται από τη διάταξη των σημείων επάνω στην επεκτεταμένη ευθεία.

O δεύτερος διπλός λόγος είναι ο μετρικός διπλός λόγος που ορίσαμε μέσω της χορδικής
μετρικής. Αν p = {x1, x2, x3, x4} είναι προσανατολισμένη τετράδα διαφορετικών μεταξύ τους
ανά δύο σημείων του R, τότε ο μετρικός διπλός λόγος της p είναι ο

X(p) = (x1, x2; x3, x4) = |[x1, x2; x3, x4]| =
|(x4 − x2)(x3 − x1)|
|(x4 − x1)(x3 − x2)|

,

και πάλι με τις αναγκαίες τροποποιήσεις αν κάποιο από τα σημεία είναι το ∞. Iσχύουν τα
εξής:

Πρόταση 8.4.10. Έστω p = {x1, x2, x3, x4}προσανατολισμένη τετράδα διαφορετικών μεταξύ
τους ανά δύο σημείων του R και έστω σ ∈ S4 μετάταξη των σημείων της p. Tότε ο μετρικός
διπλός λόγοςX(σ(p)) = [xσ(1), xσ(2); xσ(3), xσ(4)] είναι συνάρτηση των μετρικών διπλών λόγων

X1(p) = (x1, x2; x3, x4) και X2(p) = (x1, x3; x2, x4).

Απόδειξη. Άσκηση 8.4.4.7.

Πρόταση 8.4.11. O μετρικός διπλός λόγος είναι αναλλοίωτος από τη διαγώνια δράση της
GM(1).

Απόδειξη. Άσκηση 8.4.4.8.

Πρόταση 8.4.12. Υπάρχει μοναδικό στοιχείο τηςGM(1)πουαπεικονίζει μια προσανατολισμέ-
νη τετράδα p = {x1, x2, x3, x4} διαφορετικών μεταξύ τους σημείων σε μια προσανατολισμένη
τετράδα p′ = {x′

1, x
′
2, x

′
3, x

′
4} διαφορετικών μεταξύ τους σημείων με τρόπον ώστε xi ↔ x′

i,
i = 1, . . . , 4, αν και μόνο αν

X1(p) = (x1, x2; x3, x4) = (x′
1, x

′
2; x

′
3, x

′
4) = X1(p

′),

X2(p) = (x1, x3; x2, x4) = (x′
1, x

′
3; x

′
2, x

′
4) = X2(p

′).

Απόδειξη. Άσκηση 8.4.4.9.
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8.4.4 Aσκήσεις
1. Δείξτε ότι κάθε f της μορφής (8.8) είναι ομοιομορφισμός του R. (Υπόδειξη: Κατ’ αρχάς

η f είναι προφανώς ομοιομορφισμός στοR\{−d/c}. Tώρα, αν d είναι η χορδική μετρική
στο R,

d(x, y) =
2|x− y|

(1 + |x|2)1/2(1 + |y|2)1/2
, x, y ∈ R,

d(x,∞) =
2

(1 + |x|2)1/2
.

Δείξτε ότι

d(f(x), f(∞)) → 0 όταν d(x,∞) → 0,

d(f(x), f(−d/c)) → 0 όταν d(x,−d/c) → 0.)

2. Δείξτε ότι το σύνολοG των μετασχηματισμών της μορφής (8.8) αποτελεί ομάδα με πράξη
τη σύνθεση.

3. Aποδείξτε την Πρόταση 8.4.2.

4. Aποδείξτε την Πρόταση 8.4.6.

5. Aποδείξτε την Πρόταση 8.4.7.

6. Aποδείξτε την Πρόταση 8.4.8.

7. Aποδείξτε την Πρόταση 8.4.10.

8. Aποδείξτε την Πρόταση 8.4.11.

9. Aποδείξτε την Πρόταση 8.4.12.

10. Nα βρεθεί το στοιχείο της M(1) που απεικονίζει τα −1, 0, 1 στα 2, 3, 4, αντίστοιχα.

11. Βρείτε το r ∈ R, |r| > 1, ώστε να υπάρχει μετασχηματισμός της GM(1) που να απει-
κονίζει τα ∞, 0, 1, r στα −r,−1, 1, r, αντίστοιχα. Κατόπιν, βρείτε τον μετασχηματισμό
αυτόν. (Απάντηση: Είναι r = −1/3 και αν ο f είναι ο ζητούμενος μετασχηματισμός,
τότε

f−1(x) =
x+ 1

3x+ 1
.

Παρατηρήστε ότι

(f−1)′(x) = − 2

(3x+ 1)2
< 0,

άρα o f−1 και συνεπώς και o f αντιστρέφει τον προσανατολισμό.)



68 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΗΣ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ

8.5 Γεωμετρία της Αντιστροφής στο R2 = C

H μελέτη της Γεωμετρίας της Αντιστροφής του επεκτεταμένου επιπέδου (R2, GM(2)), γίνεται
καλύτερα όταν ταυτίσουμε το επεκτεταμένο επίπεδο με την επεκτεταμένη μιγαδική ευθεία C,
ή σφαίρα του Riemann. Γράφουμε

S2 = {(ζ, t) ∈ C× R | |ζ|2 + t2 = 1}.

Eάν z = x+ iy ∈ C, τότε η στερεογραφική προβολή S : C → S2 δίνεται από τον τύπο

S(z) =


(

2z
1+|z|2 ,

1−|z|2
1+|z|2

)
z ∈ C

(0, 1) z = ∞.

H αντίστροφη S−1 δίνεται τότε από τον τύπο

S−1(ζ, t) =


|ζ|2
1−t

, (ζ, t)) ∈ S2 \ {(0, 1)}

∞ (ζ, t) = (0, 1).

8.5.1 H ομάδα GM(2)

Θεώρημα 8.5.1. H ομάδα GM(2) αποτελείται από μετασχηματισμούς του C της μορφής

f(z) =
az + b

cz + d
, ή f(z) =

az + b

cz + d
, (8.10)

όπου ad− bc 6= 0.

Απόδειξη. Γράφουμε πρώτα τους στοιχειώδεις μετασχηματισμούςMöbius σε μιγαδική μορφή:

• Oι μεταφορές T(a,b)(x, y) = (x+ a, y + b) γράφονται ως

Tα(z) = z + α, α = a+ ib.

• Για τις περιστροφές Rθ, θ ∈ R με

Rθ(x, y) = (x, y)

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
= (x cos θ + y sin θ, −x sin θ + y cos θ)

έχουμε
Rθ(z) = e−iθz.

• Για τις ανακλάσεις rθ, θ ∈ R με

rθ(x, y) = (x, y)

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
= (x cos θ + y sin θ, x sin θ − y cos θ)
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έχουμε
rθ(z) = eiθz.

Για τις συστολές/διαστολές Dδ, δ > 0 me Dδ(x, y) = (δx, δy) είναι

Dδ(z) = δz.

• Τέλος, για την αντιστροφή ι με ι(x, y) = (x, y)/(x2 + y2) είναι

ι(z) =
z

|z|2
=

1

z
.

Όλοι λοιπόν οι στοιχειώδεις μετασχηματισμοί της GM(2), επομένως και όλοι οι μετασχημα-
τισμοί της GM(2) γράφονται σε μία από τις μορφές της σχέσης (8.10). Και τούτι γιατί κάθε
g ∈ GM(2)είναι σύνθεση στοιχειωδών μετασχηματισμών και κάθε σύνθεση συναρτήσεων της
μορφής (8.10) είναι και πάλι συνάρτηση της μορφής (8.10). Μένει να αποδείχουμε ότι κάθε
στοιχείο της μορφής (8.10) είναι σύνθεση στοιχειωδών μετασχηματισμών Möbius. Κατ’ αρχάς
παρατηρούμε ότι αν j(z) = z είναι η ανάκλαση στην πραγματική ευθεία, τότε

f(z) =
az + b

cz + d
= g(j(z)), g(z) =

az + b

cz + d
.

Aπό την άλλη, για g όπως παραπάνω, έχουμε

g(z) =


(a/d)z + b/d c = 0,

a
c
+ bc−ad

c2
· 1
z+(d/c)

c 6= 0.

H απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Πόρισμα 8.5.2. H ομάδα M(2) των μετασχηματισμών Möbius που διατηρούν τον προσανα-
τολισμό αποτελείται από στοιχεία της μορφής

f(z) =
az + b

cz + d
. (8.11)

Kάθε μετασχηματισμός Möbius που δεν διατηρεί τον προσανατολισμό είναι σύνθεση ενός
στοιχείου τηςM(2) με την ανάκλαση στην πραγματική ευθεία j(z) = z.

Απόδειξη. Στοιχεία της μορφής (8.11) είναι ολόμορφες συναρτήσεις του C \ {−d/c} με μιγα-
δική παράγωγο

f ′(z) =
ad− bc

(cz + d)2
,

η οποία είναι διάφορη του 0 στο C \ {−d/c}. Συνεπώς είναι σύμμορφες και διατηρούν τον
προσανατολισμό.1

1Υπενθυμίζουμε ότι μία ολόμορφη συνάρτηση f(z) = u(x, y) + iv(x, y) σε ένα ανοικτό U του C ικανοποιεί
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8.5.2 H προβολική ομάδα PGL(2,C)
H ομάδα GL(2,C) είναι το σύνολο των αντιστρέψιμων 2× 2 πινάκων με μιγαδικούς συντελε-
στές. Ορίζουμε την εξής σχέση στην GL(2,C): για κάθε A,B ∈ GL(2,C),

A ∼ B ⇐⇒ ∃λ ∈ C∗ : A = λB. (8.12)

H σχέση ∼ είναι σχέση ισοδυναμίας και το σύνολο των τροχιών

PGL(2,C) = {[A] | A ∈ GL(2,C)},

αποτελεί ομάδα με πράξη
[A] · [B] = [AB]. (8.13)

Η επόμενη πρόταση είναι η ανάλογη της Πρότασης 8.4.2:

Πρόταση 8.5.3. H απεικόνιση ΦC : PGL(2,C) → GM(2) που δίνεται από την

ΦC
([

a b
c d

])
= f | f(z) = az + b

cz + d
, (8.14)

είναι ισομορφισμός ομάδων.

Άρα, η GM(2) ταυτίζεται με την PGL(2,C). H ομάδα PGL(2,C) είναι η ομάδα PC(1) των
μετασχηματισμών της Μιγαδικής Προβολικής Ευθείας CP 1 (υπάρχει ταύτιση της S2 = C kai
της CP 1). Η CP 1 κατασκευάζεται με τρόπο παντελώς ανάλογο με αυτόν της κατασκευής της
RP 1 στην Ενότητα 7.2. Προκύπτει λοιπόν το εξής ανάλογο του Θεωρήματος 8.4.3:

Θεώρημα 8.5.4. H Γεωμετρία της Αντιστροφής (C,GM(2) = PGL(2,C)) είναι η Γεωμετρία
της Μιγαδικής Προβολικής Ευθείας (CP 1, PC(1)).

H εναλλακτική περιγραφή της GM(2) προκύπτει από την απεικόνιση

ΨC : SL(2,C) → PGL(2,C), A 7→ [A].

H ΨC είναι μονομορφισμός ομάδων και ker(ΨC) = {I,−I}. Πάλι από το Πρώτο Θεώρημα
Ισομορφίας Ομάδων έχουμε την:
τις συνθήκες Cauchy-Riemann:

ux = vy και uy = −vx.

Επομένως, ο Ιακωβιανός πίνακας της f σε τυχαίο σημείο z ∈ U είναι της μορφής

Df(z) =

(
a b
−b a

)
, a, b ∈ R.

Aν |a|+ |b| 6= 0, τότε
det(Df(z)) = a2 + b2 > 0

και
(Df(z))TDf(z) =

(
a −b
b a

)(
a b
−b a

)
= (a2 + b2)I2,

όπου I2είναι ο μοναδιαίος 2× 2 πίνακας. Υπογραμμίζουμε επίσης ότι η μιγαδική παράγωγος f ′(z) = a− ib και
έτσι

det(Df(z)) = |f ′(z)|2.
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Πρόταση 8.5.5.
GM(2) = SL(2,C)/{I,−I} := PSL(2,C).

Σχόλιο 8.5.6. H ομάδα M(2) συμβολίζεται και με PSL+(2,C).

8.5.3 Διπλοί Λόγοι
Στην Ενότητα αυτή παρουσιάζοναι έννοιες και αποτελέσματα που στην πλειοψηφία τους α-
ποτελούν μιγαδικές γενικεύσεις των αποτελεσμάτων της Ενότητας 8.4.3.

Όπως και στην περίπτωση της επεκτεταμένης πραγματικής ευθείας, έτσι και εδώ υπάρ-
χουν δύο διπλοί λόγοι. Κατ’ αρχάς, έχουμε τον μιγαδικό διπλό λόγο που μας έρχεται από τη
γεωμετρία της μιγαδικής προβολικής ευθείας: αν p = {z1, z2, z3, z4} είναι προσανατολισμέ-
νη τετράδα σημείων του C, διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο, τότε ο μιγαδικός διπλός της
λόγος είναι ο

X(p) = [z1, z2; z3, z4] =
(z4 − z2)(z3 − z1)

(z4 − z1)(z3 − z2)
,

πάντοτε με τις αναγκαίες τροποποιήσεις εάν κάποιο από τα σημεία είναι το∞.

Πρόταση 8.5.7. Έστω p = {z1, z2, z3, z4} προσανατολισμένη τετράδα σημείων του C, διαφο-
ρετικών μεταξύ τους ανά δύο, και σ ∈ S4 μετάταξη των σημείων της p. Tότε ο διπλός λόγος
X(σ(p)) = [zσ(1), zσ(2); zσ(3), zσ(4)] είναι συνάρτηση του διπλού λόγου X(p) = [z1, z2; z3, z4].

Απόδειξη. Άσκηση 8.5.4.2.

Πρόταση 8.5.8. O μιγαδικός διπλός λόγος είναι αναλλοίωτος από τη διαγώνια δράση της
M(1).

Απόδειξη. Άσκηση 8.5.4.3.

Παρατηρούμε στο σημείο αυτό ότι ο μιγαδικός διπλός λόγος δεν παραμένει αναλλοίωτος
από τη διαγώνια δράση της GM(2): για την ανάκλαση j(z) = z έχουμε

[j(z1), j(z2); j(z3), j(z4)] = [z1, z2; z3, z4].

Είναι φυσικό λοιπόν να ρωτήσουμε πότε ο μιγαδικός διπλός λόγος είναι πραγματικός (οπότε
και παραμένει αναλλοίωτος από τη διαγώνια δράση της GM(2)). Απαντούμε στο ερώτημα
αυτό στην Πρόταση 8.5.10.

Πρόταση 8.5.9. Υπάρχει μοναδικό στοιχείο τηςM(2) που απεικονίζει μια προσανατολισμένη
τετράδα p = {z1, z2, z3, z4} διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο σημείων του C σε μία προσα-
νατολισμένη τετράδα p′ = {w1, w2, w3, w4} διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο σημείων του
C με τρόπον ώστε zi ↔ wi, i = 1, . . . , 4, αν και μόνο αν

X(p) = [z1, z2; z3, z4] = [w1, w2;w3, w4] = X(p′).

Απόδειξη. Άσκηση 8.5.4.4.
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HGM(2) δρα τριπλά μεταβατικά στοR2. Θα αποδείξουμε εδώ μέσω μιγαδικών διπλών λό-
γων ότι η M(2) δρα τριπλά μεταβατικά στοC. O τρόπος είναι παραπλήσιος με αυτόν που ακο-
λουθήσαμε στην Ενότητα 8.4.3, αλλά για πληρότητα επαναλαμβάνουμε την απόδειξη. Έστω
(zi), (wi), i = 1, 2, 3, τριάδες διαφορετικών μεταξύ τους σημείων και έστω z ∈ C. O μετασχη-
ματισμός g που στέλνει τα z1, z2, z3, z στα∞, 0, 1, g(z), αντίστοιχα, δίνεται από τη σχέση

[∞, 0; 1, g(z)] = [z1, z2; z3, z] ⇐⇒ g(z) =
(z − z2)(z3 − z1)

(z − z4)(z3 − z2)
.

Ομοίως, o μετασχηματισμός h που στέλνει τα w1, w2, w3, z στα∞, 0, 1, h(z), αντίστοιχα, δίνε-
ται από τη σχέση

h(z) =
(z − w2)(w3 − w1)

(z − w4)(w3 − w2)
.

Συμπεραίνουμε ότι ο ζητούμενος μετασχηματισμός είναι ο f = hg−1. Αποδεικνύεται με τρό-
πο ταυτόσημο με αυτόν της ενότητας 8.4.3 ότι είναιι μοναδικός. Προκύπτει επίσης ότι κάθε
στοιχείο της M(2) που αφήνει αναλλοίωτα τρια διαφορετικά σημεία είναι αναγκαστικά ο ταυ-
τοτικός μετασχηματισμός.

Πρόταση 8.5.10. O μιγαδικός διπλός λόγος μιας προσανατολισμένης τετράδας p διαφορετι-
κών μεταξύ τους ανά δύο σημείων τουC είναι πραγματικός αριθμός αν και μόνο αν τα σημεία
της p κείνται στον ίδιο γενικευμένο κύκλο.

Απόδειξη. Έστω p = {z1, z2, z3, z4} προσανατολισμένη τετράδα διαφορετικών μεταξύ τους
ανά δύο σημείων του C και έστω X = X(p). Υπάρχει στοιχείο της M(2) που απεικονίζει τα
z1, z2, z3, z4 στα∞, 0, 1,X αντίστοιχα. Τότε,

[z1, z2; z3, z4] = [∞, 0; 1,X] = X.

Aν X ∈ R, τότε επειδή τα∞, 0, 1,X ανήκουν στην ευθεία y = 0 έχουμε ότι και τα z1, z2, z3, z4
ανήκουν σε γενικευμένο κύκλο. Tο αντίστροφο είναι τώρα προφανές.

O μετρικός διπλός λόγος ορίζεται τώρα ως εξής: αν p = {z1, z2, z3, z4} είναι προσανατο-
λισμένη τετράδα διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο σημείων του C, τότε ο μετρικός διπλός
της λόγος είναι ο

X(p) = (z1, z2; z3, z4) = |[z1, z2; z3, z4]| =
|(z4 − z2)(z3 − z1)|
|(z4 − z1)(z3 − z2)|

,

και ως συνήθως εννοείται με τις αναγκαίες τροποποιήσεις αν κάποιο από τα σημεία είναι το
∞. Ισχύουν τα εξής:

Πρόταση 8.5.11. Έστω p = {z1, z2, z3, z4} προσανατολισμένη τετράδα διαφορετικών μεταξύ
τους ανά δύο σημείων του C και σ ∈ S4 οποιαδήποτε μετάταξη των σημείων της. Τότε,
ο μετρικός διπλός λόγος X(σ(p)) = (zσ(1), zσ(2); zσ(3), zσ(4)) είναι συνάρτηση των μετρικών
διπλών λόγων

X1(p) = (z1, z2; z3, z4) και X2(p) = (z1, z3; z2, z4).
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Απόδειξη. Άσκηση 8.5.4.5.

Πρόταση 8.5.12. O μετρικός διπλός λόγος είναι αναλλοίωτος από τη διαγώνια δράση της
GM(2).

Απόδειξη. Άσκηση 8.5.4.6.

Πρόταση 8.5.13. Υπάρχει μοναδικό στοιχείο της GM(2) που απεικονίζει μία προσανατολι-
σμένη τετράδα p = {z1, z2, z3, z4} διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο σημείων του C σε μία
προσανατολισμένη τετράδα p′ = {w1, w2, w3, w4} διαφορετικών μεταξύ τους ανά δύο σημεί-
ων του C, με τρόπον ώστε zi ↔ wi, i = 1, . . . , 4, αν και μόνο αν

X1(p) = [z1, z2; z3, z4] = [w1, w2;w3, w4] = X1(p
′),

X2(p) = [z1, z3; z2, z4] = [w1, w3;w2, w4] = X2(p
′).

Απόδειξη. Άσκηση 8.5.4.7.

8.5.4 Aσκήσεις
1. (Απολλώνιοι κύκλοι.) Για α, β ∈ C, k > 0, θεωρήστε την εξίσωση∣∣∣∣z − α

z − β

∣∣∣∣ = k. (8.15)

H εξίσωση αυτή είναι η εξίσωση των Απολλώνιων κύκλων στο C.

(αʹ) Αποδείξτε ότι η εξίσωση των Απολλώνιων κύκλων παριστάνει ευθεία αν k = 1 και
κύκλο αν k 6= 1. Άρα, η Εξίσωση (8.15) είναι εξίσωση γενικευμένου κύκλου στο C.
(Απάντηση: Aν k = 1, έχουμε την ευθεία

2<(αz) = |α|2 − |β|2,

Aν k 6= 1 έχουμε τον κύκλο∣∣∣∣z − α− k2β

1− k2

∣∣∣∣ = k|α− β|
|1− k2|

.)

(βʹ) Αποδείξτε ότι η GM(2) απεικονίζει Απολλώνιους κύκλους σε Απολλώνιους κύ-
κλους. (Υπόδειξη: H απόδειξη προκύπτει απευθείας από το Θεώρημα 8.3.2, αλλά
μπορείτε να εξετάσετε και χωριστά τις περιπτώσεις των στοιχειωδών μετασχημα-
τισμών).

(γʹ) Αποδείξτε αντιστρόφως ότι κάθε γενικευμένος κύκλος είναι Απολλώνιος, δηλαδή,
γράφεται στη μορφή (8.15). Συμπαράνετε κατόπιν απευθείας πως αν g ∈ M(2),
τότε ο g απεικονίζει γενικευμένους κύκλους σε γενικευμένους κύκλους. (Υπόδειξη:
Έστω C γενικευμένος κύκλος. Aν C είναι η ευθεία <(e−iθz) = 0, τότε αυτή γρά-
φεται

|z − e−iθ/2| = |z + e−iθ/2|.
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Aν C είναι η ευθεία <(e−iθz) = b, b ∈ R∗, τότε είναι η μεταφορά της <(e−iθz) = 0
κατά a (ποιό;) και άρα Απολλώνιος κύκλος. AνC είναι ο κύκλος |z| = r, θεωρήστε
τον μετασχηματισμό

f(z) =
z − r

z + r
,

και δείξτε ότι ο f(C) είναιΑπολλώνιος κύκλος, οπότε και ο |z| = r είναιΑπολλώνιος
κύκλος. Aν C είναι ο κύκλος |z − z0| = r, ακολουθήστε διαδικασία ανάλογη με
της ευθείας.

2. Αποδείξτε την Πρόταση 8.5.7.

3. Αποδείξτε την Πρόταση 8.5.8.

4. Αποδείξτε την Πρόταση 8.5.9.

5. Αποδείξτε την Πρόταση 8.5.11.

6. Αποδείξτε την Πρόταση 8.5.12.

7. Αποδείξτε την Πρόταση 8.5.13.

8. Βρείτε το στοιχείο της M(2) που απεικονίζει τα −i, 0, i στα −1, 0, 1, αντίστοιχα.

9. Έστω προσανατολισμένη τετράδα p = {z1, z2, z3, z4} διαφορετικών μεταξύ τους ανά
δύο σημείων και έστω

X1 = X1(p) = [z1, z2; z3, z4], X2 = X2(p) = [z1, z3; z2, z4].

a) Δείξτε ότι X1 + X2 = 1.
b) Αν X1 = |X1|, X2 = |X2| είναι οι αντίστοιχοι μετρικοί διπλοί λόγοι, τότε

X1 + X2 ≥ 1 και |X1 − X2| ≤ 1.

10. Έστω D ο μοναδιαίος δίσκος D = {z ∈ C | |z| < 1} και

f(z) =
z − i

z + i
, z ∈ C.

(αʹ) Δείξτε ότι ο f απεικονίζει τον D στο χωρίο H2 = {z ∈ C | =(z) > 0}. (Υπόδειξη:
Γράψτε

w =
z − i

z + i
=⇒ z = −i

w + 1

w − 1
.)

(βʹ) Δείξτε ότι κάθε στοιχείο της M(2) της μορφής

f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0.

απεικονίζει το toH2 στον εαυτό του. Δείξτε και αντιστρόφως ότι αν κάποιο στοιχεί-
ο f ∈ M(2) απεικονίζει το H2 στον εαυτό του, τότε είναι της παραπάνω μορφής.
(Υπόδειξη για το αντίστροφο: O f θα διατηρεί την ευθεία y = 0, άρα θα είναι
στοιχείο της PGL(2,R).)



Κεφάλαιο 9

Yπερβολική Γεωμετρία

H Υπερβολική Γεωμετρία (κατά Klein) στις δύο διαστάσεις που οφείλεται στους Gauss, Bolyai,
Lobatchevsky, ορίζεται εδώ ως το ζεύγος (H2,GM(H2)), όπου

H2 = {z = x+ iy ∈ C | y > 0}

και GM(H2)) είναι η υποομάδα της GM(2) που αφήνει αναλλοίωτο το H2. H περιγραφή της
Υπερβολικής Γεωμετρίας κατά τον τρόπον αυτόν αντιστοιχεί στο μοντέλο του άνω ημιεπιπέ-
δου το οποίο οφείλεται στον Poincaré.

H. Poincaré (1854-1912).

Υπάρχουν και άλλα μοντέλα, τα οποία θα εξετάσουμε στο τέλος του κεφαλαίου. HΥπερβολική
Γεωμετρία είναι μετρική γεωμετρία. H υπερβολική απόσταση μεταξύ δύο σημείων είναι ακρι-
βώς αυτή που παραμένει αναλλοίωτη από τη δράση της GM(H2).
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Έργο του Escher εμπνευσμένο από την Υπερβολική Γεωμετρία.

Σε σύγκριση με την Αξιωματική Θεμελίωση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, τονίζουμε ότι η
Υπερβολική Γεωμετρία αλλάζει ως προς το Πέμπτο Ευκλείδειο Αίτημα: από σημείο εκτός
δεδομένης ευθείας περνούν άπειρες παράλληλες με την ευθεία αυτή. Μένει βεβαίως να διευ-
κριιστεί τι ακριβώς σημαίνει ευθεία στην Υπερβολική Γεωμετρία. Eυθεία λοιπόν είναι μία
γεωδαισιακή καμπύλη: o συντομότερος δρόμος που ενώνει δύο σημεία της ευθείας ανήκει εξ
ολοκλήρου στην ευθεία. Mπορεί όμως μία ευθεία να θεωρηθεί ισοδύναμα ως το σύνολο των
σταθερών σημείων μίας σντιστροφής της GM(H2). Θα εξετάσουμε όλα αυτά τα ζητήματα,
καθώς και άλλα, σε ό,τι ακολουθεί.

9.1 H ομάδα των υπερβολικών μετασχηματισμών
9.1.1 Eπέκταση Poincaré της GM(n)

H επέκταση Poincaré ενός μετασχηματισμού f ∈GM(n) σε ένα μετασχηματισμό f̃ ∈GM(n+1)

βασίζεται στην εμφύτευση του Rn εντός του Rn+1 ως το υπερεπίπεδο xn+1 = 0, δηλαδή, μέσω
της απεικόνισης

Rn 3 x 7→ (x, 0) ∈ Rn+1

και προκύπτει από την επέκταση των στοιχειωδών μετασχηματισμών των οποίων αποτελεί τη
σύνθεση, με τον εξής τρόπο:

• H αντιστροφή σε σφαίρα S(a, r) touRn επεκτείνεται στην αντιστροφή στη σφαίρα S((a,
0), r) του Rn+1.

• H αντιστροφή σε υπερεπίπεδο W (A, b) του Rn επεκτείνεται στην αντιστροφή στο υπε-
ρεπίπεδοW ((A, 0), b) του Rn+1.

Κατά τον τρόπον αυτόν, έχουμε πάντοτε f̃(x, 0) = (f(x), 0), δηλαδή η f̃ διατηρεί το υπερε-
πίπεδο xn+1 = 0. Επίσης, μέσω των τύπων των αντιστροφών σε σφαίρα και υπερεπίπεδο,
διαπιστώνουμε ότι η f̃ διατηρεί τον άνω ημιχώρο

Hn+1 = {x ∈ Rn+1 | xn+1 > 0}.



9.1. H ΟΜΑΔΑ ΤΩΝ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΩΝ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΩΝ 77

Tίθεται το ερώτημα αν η επέκταση Poincaré f̃ ενός μετασχηματισμού f ∈ GM(n) είναι μονα-
δική. Έστω ότι υπήρχε g ∈ GM(n+ 1) τέτοιος ώστε

g(x, 0) = (f(x), 0).

Tότε, η h = f̃ ◦ g−1 διατηρεί κατά σημείο το υπερεπίπεδο xn+1 = 0. Αφού η h διατηρεί τα
(0n, 0), (en, 0),∞, έχουμε

h(xn, xn+1) = (xn, xn + 1)A, A ∈ O(n+ 1).

Θέτοντας στη σχέση
(xn, 0)A = (xn, 0)

διαδοχικά xn = ei, i = 1, . . . , n, προκύπτει λόγω της ορθογωνιότητας του A ότι είναι ένας
διαγώνιος πίνακας με aii = 1, για i = 1, . . . , n και an+1,n+1 = ±1. Συνεπώς, ο h είναι είτε
ο ταυτοτικός, ή η ανάκλαση στο υπερεπίπεδο xn+1 = 0. To τελευταίο όμως είναι αδύνατο
εφ’ όσον η h διατηρεί τον Hn+1. Καταλήγουμε λοιπόν ότι η επέκταση Poincaré f̃ της f είναι
μοναδική.

Ορισμός 9.1.1. Το σύνολο G̃M(n) των επεκτάσεων Poincaré των στοιχείων τηςGM(n) καλείται
επέκταση Poincaré της GM(n+ 1).

Πρόταση 9.1.2. H επέκταση Poincaré G̃M(n) της GM(n) είναι υποομάδα της GM(n+ 1) ισό-
μορφη με την GM(n).

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε μόνο την κλειστότητα ως προς την πράξη, οι υπόλοιπες λεπτομέ-
ρειες αφήνονται στην Άσκηση 9.1.5.1. Έστω προς τούτο f, g ∈ GM(n) και f̃ , g̃ οι επεκτάσεις
Poincaré των f, g, αντίστοιχα. Είναι

(̃f ◦ g)(x, 0) = ((f ◦ g)(x), 0) = (f(g(x)), 0)
και

(f̃ ◦ g̃)(x, 0) = f̃(g̃(x, 0)) = f̃(g(x), 0) = (f(g(x)), 0).

9.1.2 Επέκταση Poincaré της GM(1)

Θα αποδείξουμε το εξής:
Θεώρημα 9.1.3. Έστω f ∈ GM(1),

f(x) =
ax+ b

cx+ d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc 6= 0.

H επέκταση Poincaré f̃ του f δίνεται από την

f̃(z) =
az + b

cz + d
, αν ad− bc > 0, (9.1)

ενώ δίνεται από την

f̃(z) =
az + b

cz + d
, αν ad− bc < 0. (9.2)
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Απόδειξη. Eντοπίζουμε πρώτα τις επεκτάσεις Poincaré των στοιχειωδών μετασχηματισμών
της GM(1). Έχουμε ότι:

• H επέκταση της μεταφοράς x 7→ x + a, a ∈ R, είναι η (x, y) 7→ (x + a, y). Σε μιγαδική
μορφή είναι η z 7→ z + a.

• H επέκταση της αντιστροφής x 7→ −x ανάκλασης στο σημείο 0) είναι η ανάκλαση
(x, y) 7→ (−x, y), δηλαδή, η ανάκλαση στην ευθεία x = 0. Σε μιγαδική μορφή είναι
η z 7→ −z.

• H επέκταση της συστολής/διαστολής x 7→ δx είναι η συστολή/διαστολή (x, y) 7→ (δx, δy).
Σε μιγαδική μορφή είναι η z 7→ δz.

• H επέκταση της αντιστροφής x 7→ 1/x είναι η αντιστροφή (x, y) 7→ (x, y)/
√

x2 + y2.
Σε μιγαδική μορφή είναι η z 7→ 1/z.

Όλες οι παραπάνω επεκτάσεις ανήκουν σε μία από τις μορφές (9.1), (9.2). Τώρα, ο f γράφεται

f(x) =


(a/d)x+ (b/d) c = 0,

a
c
+ bc−ad

c2
· 1
x+(d/c)

c 6= 0.

Έστω πρώτα ότι ad − bc > 0. Eάν c = 0, τότε επειδή ad > 0, o f είναι η σύνθεση των επε-
κτάσεων της ομοιοθεσίας κατά a/d και της μεταφοράς κατά b/d. Eάν c 6= 0, τότε o f είναι
η σύνθεση των επεκτάσεων της μεταφοράς κατά d/c, της αντιστροφής στο 0, της ανάκλασης
στο 0, της ομοιοθεσίας κατά (ad− bc)/c2 και της μεταφοράς κατά a/c. Eπειδή η σύνθεση επε-
κτάσεων Poincare μετασχηματισμών είναι η επέκταση Poincare της σύνθεσής τους (Πρόταση
9.1.2), παίρνουμε

f̃(z) =


(a/d)z + (b/d) c = 0,

a
c
+ bc−ad

c2
· 1
z+(d/c)

c 6= 0.

Έστω τώρα ότι ad−bc < 0. Eάν c = 0, τότε επειδή ad < 0, o f είναι η σύνθεση των επεκτάσεων
της ομοιοθεσίας κατά −a/d, της ανάκλασης στο 0 και της μεταφοράς κατά b/d. Εάν c 6= 0,
τότε o f είναι η σύνθεση των επεκτάσεων της μεταφοράς κατά d/c, της αντιστροφής στο 0,
της ομοιοθεσίας κατά (bc − ad)/c2 και της μεταφοράς κατά a/c. Άρα, με το ίδιο επιχείρημα
όπως προηγουμένως παίρνουμε

f̃(z) =


(a/d)z + (b/d) c = 0,

a
c
+ bc−ad

c2
· 1
z+(d/c)

c 6= 0.

Παράδειγμα 9.1.4. Έστω f ∈ GM(1),

f(x) =
2x− 1

x− 3
.
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Eπειδή 2 · (−3)− (−1) · 1 = −5 < 0, η επέκταση Poincaré f̃ του f δίνεται από την

f̃(z) =
2z − 1

z − 3
.

Από την άλλη, για τον g ∈ GM(1),

g(x) =
x− 2

x− 1
,

επειδή 1 · (−1)− (−2) · 1 = 1 > 0, η επέκταση Poincaré g̃ του g δίνεται από την

g̃(z) =
z − 2

z − 1
.

Έστω τώρα το άνω ημιεπίπεδο H2 = {z = x + iy ∈ C | =(z) = y > 0}. Aπό τον ορισμό
της επέκτασης Poincaré έχουμε αμέσως το παρακάτω:

Πόρισμα 9.1.5. Kάθε στοιχείο της G̃M(1) απεικονίζει την ευθεία y = 0 στον εαυτό της και
το άνω ημιεπίπεδοH2 στον εαυτό του.

To επόμενο θεώρημα είναι ένα είδος αντιστρόφου του Θεωρήματος 9.1.3.

Θεώρημα 9.1.6. Kάθε στοιχείο της GM(2) που διατηρεί τοH2 είναι στοιχείο της G̃M(1).

Απόδειξη. Έστω πρώτα f ∈ M(2),

f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0,

με f(H) = H. Επειδή o f διατηρεί την R έχουμε:

• f(0) = b/d ∈ R,

• f(∞) = a/c ∈ R,

• f(1) = (a+ b)/(c+ d) ∈ R.

Eάν c = 0 (d 6= 0), τότε f(∞) = ∞, f(0) = b/d ∈ R και f(1) = (a/d) + (b/d) ∈ R . Από
τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει ότι a/d, b/d ∈ R. Άρα, θέτοντας a/d = A και b/d = B
όπου A,B ∈ R έχουμε f(z) = Az + B, που είναι η επέκταση Poincaré του f(x) = Ax + B.
Παρατηρήστε ότι η A = 0 οδηγεί στο άτοπο a = 0. Έχουμε επιπλέον =(f(i)) = A > 0.
Eάν d = 0, τότε f(0) = ∞, f(∞) = a/c =∈ R και f(1) = (a/c) + (b/c) ∈ R. Με όμοιο
τρόπο όπως παραπάνω, θέτοντας A = a/c και B = b/c, A,B ∈ R, παίρνουμε ότι ο f είναι η
επέκταση Poincaré της f(x) = A+B/x που είναι στοιχείο της GM(1) εφ’ όσονB 6= 0. Επίσης,
=(f(i)) = −B > 0. Εάν τέλος cd 6= 0, τότε a/c = A ∈ R, b/d = B ∈ R και επίσης

a+ b

c+ d
=

cA+ dB

c+ d
= C ∈ R =⇒ c(A− C) + d(B − C) = 0.
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Επειδή η σχέση A + C = B είναι αδύνατη, εφ’ όσον ad − bc 6= 0, προκύπτει ότι c = Dd για
κάποιο D ∈ R∗. Συνεπώς,

f(z) =
az + b

cz + d
=

cAz + dB

Ddz + d
=

dDAz + dB

Ddz + d
=

ADz +B

Dz + 1
,

όπου και πάλι AD − BD 6= 0. Επειδή επιπλέον =(f(i)) > 0 έχουμε AD − BD > 0. Ομοίως
αποδεικνύεται και η περίπτωση όπου f = g ◦ j, g ∈ M(2) και j(z) = z.

9.1.3 H PSL(2,R) ως η GM(H2)

MεGM(H2) συμβολίζουμε την G̃M(1) θεωρώντας τα στοιχεία της τελευταίας να δρουν στοH2.
Aυτή είναι ομάδα ισόμορφη με την PSL(2,R) την οποία καλούμε ομάδα των μετασχηματισμών
Möbius του άνω ημιεπιπέδουH2:

GM(H2) = PSL(2,R) = SL(2,R)/{I,−I},

όπου I είναι o 2 × 2 μοναδιαίος πίνακας. H υποομάδα M(H2) της GM(H2) που αποτελείται
από στοιχεία της μορφής

f(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc > 0,

είναι ισόμορφη με την SL(2,R). Είναι λοιπόν

M(H2) = PSL+(2,R) = SL(2,R).

Παρατηρούμε τέλος ότι τα στοιχεία της GM(H2) της μορφής (9.1) βρίσκονται σε μία 1–1 και
επί αντιστοιχία με τα στοιχεία της μορφής (9.2):

M(H2) 3 f(z) =
az + b

cz + d
7→ g(z) =

a(−z) + b

c(−z) + d
.

Κατά συνέπεια, στη μελέτη των Möbius μετασχηματισμών του H2 αρκεί να ασχολούμαστε με
στοιχεία της SL(2,R). Αν f ∈ M(H2), τότε μπορούμε πάντοτε να γράφουμε

f(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc = 1,

διαιρώντας αν είναι απαραίτητο με την ρίζα του ad− bc. O πίνακας

Af =

(
a b
c d

)
ονομάζεται προσαρτημένος πίνακας της SL(2,R) στον μετασχηματισμό f .

Παράδειγμα 9.1.7. Έστω οι μετασχηματισμοί της ευθείας

f(x) =
2x− 1

x− 1
, g(x) =

x− 2

x+ 1
,
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που αντιστοιχούν στα στοιχεία

[A] =

[
2 −1
1 −1

]
, [B] =

[
1 −2
1 1

]
,

της PGL(2,R). Είναι det(A) = −1 < 0, άρα o A είναι ο πίνακας που αντιστοιχεί στον μετα-
σχηματισμό f ∈ GM(H2) με

f(z) =
2z − 1

z − 1
=

(−2)(−z)− 1

(−1)(−z)− 1
.

Αυτός αντιστοιχεί στον μετασχηματισμό

z 7→ −2z − 1

−z − 1
=

2z + 1

z + 1

της M(H2). Ο πίνακας του στοιχείου αυτού έχει ορίζουσα 1, άρα ανήκει στην SL(2,R).
Από την άλλη, det(B) = 3 > 0, άρα o g επεκτείνεται στον μετασχηματισμό g ∈ M(H2) me

g(z) =
z − 2

z + 1
.

O προσαρτημένος του πίνακας είναι ο

(1/
√
3)B = (1/

√
3)

(
1 −2
1 1

)
∈ SL(2,R).

9.1.4 Kατάταξη των στοιχείων τηςM(H2)

Θα κατατάξουμε αρχικά τα στοιχεία της SL(2,R). Έστω

A =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,R).

Το ίχνος tr(A) = a+ d. To χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A είναι το

pA(λ) = λ2 − tr(A) · λ+ 1 = 0.

H διακρίνουσα D = tr2(A)− 4. Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

• D > 0: τότε, έχουμε δύο πραγματικές ιδιοτιμές

λ1,2 =
tr(A)±

√
D

2
, και λ1 · λ2 = 1.

Θέτοντας λ = λ1, έχουμε από τον τύπο του Vieta για το άθροισμα των ριζών τριωνύμου
ότι λ+ 1/λ = tr(A).
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• D = 0: τότε, έχουμε μία πραγματική διπλή ιδιοτιμή

λ =
tr(A)
2

=⇒ λ2 = 1.

• D < 0: τότε, έχουμε δύο συζυγείς μιγαδικές ιδιοτιμές

λ1,2 =
tr(A)± i

√
−D

2
, και λ1 · λ2 = 1

Θέτοντας λ = λ1, έχουμε λ2 = λ = 1/λ, οπότε λ = eiθ για κάποιο θ ∈ R \ {kπ, k ∈ Z}.
Πρόταση 9.1.8. Kάθε A ∈ SL(2,R) είναι συζυγής στην SL(2,R) με έναν από τους παρακάτω
πίνακες:

a)

±
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, θ ∈ R \ {kπ, k ∈ Z}.

b)

±
(
1 1
0 1

)
.

c) (
λ 0
0 1/λ

)
, λ ∈ R, λ2 6= 1.

Απόδειξη. Θα δείξουμε μόνο την περίπτωση των δύο διαφορετικών πραγματικών ιδιοτιμών,
οι υπόλοιπες περιπτώσεις αφήνονται στην Άσκηση 9.1.5.5, δείτε και τα παραδείγματα παρα-
κάτω. Όταν λοιπόνD > 0, έχουμε λ1 = λ, λ2 = 1/λ και λ+1/λ = tr(A), όπου |tr(A)| > 2 και
συνεπώς λ2 6= 1. O A είναι διαγωνίσιμος και έτσι υπάρχει P ∈ SL(2,R) ώστε A = PMP−1

με τονM να είναι ο πίνακας της μορφής c).

Έστω f ∈ M(H2) και υποθέτουμε ότι

Af =

(
a b
c d

)
είναι ο προσαρτημένος πίνακας της SL(2,R) στον f .

• Όταν ο Af είναι συζυγής στην SL(2,R) με έναν πίνακα της μορφής a) τότε o f καλείται
ελλειπτικός και είναι συζυγής στην M(H2) με μετασχηματισμό της μορφής

z 7→ cos θz − sin θ
sin θz + cos θ .

• Όταν o Af είναι συζυγής στην SL(2,R) με έναν πίνακα της μορφής b) τότε o f καλείται
παραβολικός και είναι συζυγής στην M(H2) με τον μετασχηματισμό

z 7→ z + 1.
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• Όταν o Af είναι συζυγής στην SL(2,R) με έναν πίνακα της μορφής c) τότε o f καλείται
υπερβολικός και είναι συζυγής στην M(H2) με τον μετασχηματισμό

z 7→ λ2z.

Παράδειγμα 9.1.9. Έστω
f(z) =

z − 2

z − 1

και
A = Af =

(
1 −2
1 −1

)
∈ SL(2,R).

Το χαρακτηριστικό του πολυώνυμο

pA(λ) = λ2 + 1

έχει δύο συζυγείς μιγαδικές ρίζες±i. Ο ιδιοχώρος V (i) προκύπτει από τη λύση του συστήμα-
τος (A− iI) · (ξ1 ξ2)T = 0, δηλαδή,

(1− i)ξ1 − 2ξ2 = 0,

ξ1 − (1 + i)ξ2 = 0.

Eπομένως,

V (i) =

{(
(1 + i)µ

µ

)
, µ ∈ C

}
και άρα V (−i) =

{(
(1− i)ν

µ

)
, ν ∈ C

}
.

Παίρνοντας µ, ν με 2iµν = 1 και τους πίνακες

P =

(
(1 + i)µ (1− i)ν

1 1

)
, M =

(
i 0
0 −i

)
,

έχουμε ότι A = PMP−1 και άρα ο A είναι συζυγής στην SL(2,C) με τον M . Παρατηρήστε
ότι ο M είναι ο προσαρτημένος πίνακας στην SL(2,C) του μετασχηματισμού z 7→ −z που
παριστάνει περιστροφή κατά π στο C. Για να δούμε πως έχει η κατάσταση στην SL(2,R), ερ-
γαζόμαστε ως εξής: παίρνουμε το πραγματικό και το φανταστικό μέρος του ιδιοδιανύσματος
(1 + i 1)T και θεωρούμε τον πίνακα της SL(2,R) που έχει στήλες τα διανύσματα αυτά:

Q =

(
1 1
0 1

)
.

Αυτό είναι πάντοτε εφικτό και μπορούμε να το καταφέρουμε επιλέγοντας κατάλληλο µ ∈ C.
Γράφουμε τώρα i = cos(π/2) + sin(π/2) · i = 0 + 1 · i και θεωρούμε τον πίνακα

N =

(
0 −1
1 0

)
.

Mπορούμε τώρα να δούμε ότι A = QNQ−1, o f είναι ελλειπτικός μετασχηματισμός και συζυ-
γής με τον z 7→ −1/z.
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Παράδειγμα 9.1.10. Έστω
f(z) =

2z − 5

z − 2

και
A = Af =

(
2 −5
1 −2

)
∈ SL(2,R).

Το χαρακτηριστικό του πολυώνυμο

pA(λ) = λ2 − 2λ+ 1

έχει μία διπλή ρίζα λ = 1. Aναζητούμε πίνακα

P =

(
α β
γ δ

)
∈ SL(2,R)

ώστε να ισχύει(
2 −5
1 −2

)
= ±

(
α β
γ δ

)(
1 1
0 1

)(
δ −β
−γ α

)
= ±

(
1− αγ α2

−γ2 1 + αγ

)
.

Έχουμε λύσεις μόνο για την περίπτωση του αρνητικού προσήμου: α = ±
√
5, γ = ±1. Tα β, δ

καθορίζονται από την βδ = αγ − 1. O f είναι παραβολικός, συζυγής με τον z 7→ z + 1.

Παράδειγμα 9.1.11. Έστω
f(z) =

2z + 1

3z + 2

και
A = Af =

(
2 1
3 2

)
∈ SL(2,R).

Το χαρακτηριστικό του πολυώνυμο

pA(λ) = λ2 − 4λ+ 1

έχει ρίζες λ, 1/λ, όπου λ = 2+
√
3. Ο ιδιοχώρος V (λ) προκύπτει από τη λύση του συστήματος

(A− λI) · (ξ1 ξ2)T = 0, δηλαδή,

−
√
3ξ1 + ξ2 = 0,

3ξ1 −
√
3ξ2 = 0.

Eπομένως,

V (λ) =

{(
µ√
3µ

)
, µ ∈ R

}
.

Παρομοίως βρίσκουμε

V (1/λ) =

{(
ν

−
√
3ν

)
, ν ∈ R

}
.
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Παίρνοντας µ, ν που ικανοποιούν την −2
√
3µν = 1, έχουμε ότι για

P =

(
µ ν√
3µ −

√
3ν

)
και M =

(
λ 0
0 1/λ

)
,

είναι A = PMP−1. O f είναι συζυγής στην SL(2,R) με τον z 7→ λ2z = (5 + 4
√
3)z και είναι

υπερβολικός.

Ένα σημείο z ∈ H2 = H2 ∪ R λέγεται σταθερό σημείο του f αν f(z0) = z0. To ερώτημα
του πλήθους των σταθερών σημείων του f απαντάται διαμέσου της Πρότασης 9.1.8. H σχέση
f(z) = z οδηγεί:

• στην εξίσωση
(a− d)z + b = 0

αν c = 0 και

• στην τετραγωνική εξίσωση
cz2 + (d− a)z − b = 0,

αν c 6= 0.

Όταν c = 0, έχουμε πάντοτε ότι f(∞) = ∞. Επειδή ad = 1, D ≥ 0 με την ισότητα να
ισχύει όταν o f είναι παραβολικός και άρα δεν σταθεροποιεί άλλο σημείο. Στην περίπτωση
της ανισότητας, σταθεροποιεί επιπλέον και το z = b/(d− a) και είναι υπερβολικός.

Όταν c 6= 0, η διακρίνουσα της τετραγωνικής εξίσωσης είναι ίση με

(d− a)2 + 4bc = tr2(Af )− 4 = D.

Άρα, καταλήγουμε στην παρακάτω:

Πρόταση 9.1.12. O f ∈ M(H2) έχει:

• ένα σταθερό σημείο στοH2 αν είναι παραβολικός,

• ένα σταθερό σημείο στοH2 αν είναι ελλειπτικός,

• δύο σταθερά σημείο στο R αν είναι υπερβολικός.

Παράδειγμα 9.1.13. Έστω
f(z) =

2z

z + 2
.

O προσαρτημένος πίνακας του f είναι ο

Af =

(
1 0
1/2 1

)
.

Είναι tr(Af ) = 2 και συνεπώς o f είναι παραβολικός. To σταθερό του σημείο είναι το z = 0.
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Παράδειγμα 9.1.14. Έστω

f(z) =
−z − 1

2z + 1
.

O προσαρτημένος πίνακας του f είναι ο

Af =

(
−1 −1
2 1

)
.

Είναι tr(Af ) = 0 και συνεπώς o f είναι ελλειπτικός. To σταθερό του σημείο στοH2 προκύπτει
από την εξίσωση

f(z) = z ⇐⇒ 2z2 + 2z + 1 = 0 =⇒ z =
−1 + i

2
.

Παράδειγμα 9.1.15. Έστω

f(z) =
z + 2

z + 3
.

O προσαρτημένος πίνακας του f είναι ο

Af =

(
1 2
1 3

)
.

Είναι tr(Af ) = 3 και συνεπώς o f είναι υπερβολικός. Tα σταθερά του σημεία στο R προκύ-
πτουν από την εξίσωση

f(z) = z ⇐⇒ z2 + 2z − 2 = 0 =⇒ z = −1±
√
3.

9.1.5 Aσκήσεις
1. Αποδείξτε την Πρόταση 9.1.2.

2. Βρείτε τις επεκτάσεις Poincaré των παρακάτω στοιχείων της GM(1):

x 7→ 2x− 3

4x+ 5
, x 7→ −x+ 2

x+ 4
.

Διευκρινήστε ποιές απ’ αυτές διατηρούν τον προσανατολισμό.

3. Έστω ο σταθεροποιητής Stab(∞) = {f ∈ GM(1) | f(∞) = ∞}.

(αʹ) Δείξτε ότι ο Stab(∞) αποτελείται από στοιχεία της μορφής

x 7→ ax+ b, a 6= 0.

Αυτή είναι ακριβώς η Αφφινική ομάδα A(1) που δρά στο R.
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(βʹ) Βρείτε την επέκταση Poincaré του Stab(∞) και δείξτε ότι η υποομάδα της που δρα
στοH2 και που αποτελείται από στοιχεία που διατηρούν τον προσανατολισμό, είναι
ακριβώς το σύνολο των στοιχείων

z 7→ az + b, a > 0, b ∈ R.

Το σύνολο αυτό αποτελεί ομάδα ισόμορφη με την A+(1), δηλαδή την υποομάδα
της A(1) που περιέχει όλα τα στοιχεία που διατηρούν τον προσανατολισμό.

(γʹ) Αποδείξτε ότι υπάρχει μία 1–1 και επί απεικόνιση
F : A+(1) → H2.

Μέσω της απεικόνισης αυτής, εφοδιάστε το H2 με δομή ομάδας. (Υπόδειξη: H F
ορίζεται από την

A+(1) 3 (x 7→ ax+ b) 7→ b+ ia ∈ H2.

Aν τώρα f(x) = ax+ b και f ′(x) = a′x+ b′ είναι στοιχεία της A+(1), τότε επειδή
(f ◦ f ′)(x) = aa′x+ ab′ + b,

ορίζουμε πράξη ομάδας ⋆ στοH2 την
z ⋆ z′ = (u+ iv) ⋆ (u′ + iv′)

= F (vx+ u) ⋆ F (v′x+ u′) := F (vv′x+ vu′ + u)

= vu′ + u+ ivv′.

Mπορείτε επίσης να παρατηρήσετε ότι η A+(1) είναι ισόμορφη με την υποομάδα
της SL(2,R) που περιέχει στοιχεία της μορφής{(

a1/2 b/a1/2

0 1/a1/2

)
=

(
a1/2 0
0 1/a1/2

)(
1 b
0 1

)
, a > 0, b ∈ R

}
.)

4. Έστω στοιχείο A της SL(2,R) τάξης 2. Δείξτε ότι τότε A = ±I . Aν B είναι ο προσαρ-
τημένος πίνακας της SL(2,R) κάποιου f ∈ GM(H2) τάξης 2, τότε η τάξη του B είναι 4.
(Υπόδειξη: Θεωρήστε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A:

pA(λ) = λ2 − tr(A) · λ+ 1 = 0.

Aπό το Θεώρημα Cayley-Hamilton είναι:
A2 − tr(A) · A+ I = 0.

Επειδή A2 = I , παίρνουμε

tr(A) · A = 2I =⇒ A =
2

tr(A)I.

Eπειδή A ∈ SL(2,R), παίρνουμε tr2(A) = 4.)

5. Συμπληρώστε την απόδειξη της Πρότασης 9.1.8.

6. Βρείτε τον προσαρτημένο πίνακα, το είδος και τα σταθερά σημεία των παρακάτω υπερ-
βολικών μετασχηματισμών:

f(z) =
−z

z − 4
, g(z) =

6z − 5

2z + 1
, h(z) =

−z − 5

z + 4
.
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9.2 Υπερβολική Γεωμετρία
9.2.1 Υπερβολικές ευθείες
Στην Ευκλείδεια Επιπεδομετρία, oι ευθείες είναι τα σύνολα σταθερών σημείων ανακλάσεων
(ως προς τις ευθείες αυτές). Kάθε ευθεία μπορεί με άλλα λόγια να οριστεί σαν το σύνολο
λύσεων μια εξίσωσης της μορφής

R(z) = z − 2(b−<(e−iθz))eiθ = z,

που δεν είναι τίποτε άλλο βέβαια παρά η ευθεία <(e−iθz) = b. Θα χρησιμοποιήσουμε τώρα
την ίδια συλλογιστική και στην περίπτωση του υπερβολικού επιπέδου. Έχουμε δει ότι οι ε-
πεκτάσεις Poincaré των αντιστροφών σε σφαίρα S(a), r) και σε υπερεπίπεδοW (A, b) του Rn

είναι αντίστοιχα οι αντιστροφές σε σφαίρα S((a, 0), r) και σε υπερεπίπεδο W ((A, 0), b) του
Rn+1, αντίστοιχα. Όταν n = 1, μία σφαίρα κέντρου a και ακτίνας r > 0 αποτελείται απλώς
από τα σημεία a− r, a + r. H αντίστιχη σφαίρα στο επίπεδο είναι ο κύκλος S(a, 0), r) και τα
σημεία του που βρίσκονται στοH2 είναι το ανοικτό του άνω ημικύκλιο.

Aπό την άλλη, ένα υπερεπίπεδο στο R είναι απώς ένα σημείο x0 του R και στην επέκταση
Poincaré έχουμε την ευθεία x = x0 · τα σημεία της (x0, y) που βρίσκονται στοH2 είναι βεβαίως
αυτά με y > 0.

Έχουμε αμέσως την εξής:

Πρόταση 9.2.1. Έστω αντιστροφή της GM(H2). Τότε το σύνολο των σταθερών της σημείων
στοH2 είναι είτε ημικύκλιο με κέντρο πάνω στο σύνοροR τουH2, είτε ανοικτή ημιευθεία της
μορφής x = x0 για κάποιο x0 ∈ R.

Ορισμός 9.2.2. Oνομάζουμε υπερβολική ευθεία κάθε σύνολο της Πρότασης 9.2.1.

Υπερβολικές ευθείες.

An η υπερβολική ευθεία L έχει άκρα στο άπειρο τα z, z′, θα γράφουμε L = (z, z′). Η σειρά
με την οποία γράφουμε τα α΄κρα δεν έχει ιδιαίτερη σημασία παρά μόνο εάν θέλουμε να προσ-
δώσουμε έναν προσανατολισμό στην L. Σημειώνουμε και πάλι ότι τα z, z′ είναι και τα δύο
πραγματικά με |z − z′| = 2r, όπου r η ακτίνα του ημικυκλίου αποτελεί την ευθεία, ή, το ένα
από τα δύο θα είναι το∞.
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Πρόταση 9.2.3. Aπό δύο οποιαδήποτε διαφορετικά σημεία του H2 περνά μοναδική υπερβο-
λική ευθεία.

Απόδειξη. Έστω z1, z2 ∈ H2, z1 6= z2. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

1. Aν <(z1) = <(z2) = x0, τότε η ζητούμενη ευθεία είναι η x = x0.

2. Aν <(z1) 6= <(z2), θεωρούμε το Ευκλείδειο ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα z1 και z2:

(1− t)z1 + tz2 = z1 + t(z2 − z1), t ∈ [0, 1].

To μέσον του τμήματος αυτού είναι το zm = (z1 + z2)/2. Φέρνουμε την κάθετο στο zm·
αυτή έχει παραμέτρηση

ℓ(s) = zm − is(z2 − z1), s ∈ R.

Tέμνει δε τον πραγματικό άξονα όταν

=(ℓ(s)) = =(zm)− s<(z2 − z1) = 0 =⇒ s =
=(zm)

<(z2 − z1)
.

To σημείο τομής είναι λοιπόν το

a =
|z2|2 − |z1|2

2<(z2 − z1)
. (9.3)

H ακτίνα του ημικυκλίου είναι r = |a− z1| = |a− z2| = |z1 − z2|/2.

Πρόταση 9.2.4. H M(H2) δρα μεταβατικά στο σύνολο των υπερβολικών ευθειών: για κάθε
δύο υπερβολικές ευθείες L = (z1, z2), L′ = (w1, w2) και σημεία z0 ∈ L και w0 ∈ L′, υπάρχει
μοναδικός g ∈ M(H2) ώστε g(L) = L′ με g(zi) = wi, i = 0, 1, 2.

Απόδειξη. O μετασχηματισμός g δίνεται από την ισότητα των μιγαδικών διπλών λόγων

[z0, z1; z2, z] = [w0, w1;w2, g(z)].

Παράδειγμα 9.2.5. Έστω η ευθεία L = (2, 4) και το 3 + i ∈ L. O μετασχηματισμός g που
δίνεται από την ισότητα των μιγαδικών διπλών λόγων

[2, 4; 3 + i, z] = [∞, 0; i, g(z)] ⇐⇒ g(z) =
z − 4

z − 2
,

ικανοποιεί: g(2) = ∞, g(4) = 0, g(3 + i) = i και η g(L) είναι η (0,∞). Παρατηρήστε πως η
αλλαγή στον προσανατολισμό του φανταστικού άξονα θα δώσει άλλον μετασχηματισμό:

[2, 4; 3 + i, z] = [0,∞; i, h(z)] ⇐⇒ h(z) =
−z + 2

z − 4
.
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Ἐχουμε τα εξής άμεσα πορίσματα της Πρότασης 9.2.4 που περιγράφουν τη δράση της
M(H2) στο R και στοH2:

Πόρισμα 9.2.6. H M(H2) δρα διπλά μεταβατικά στο R: για οποιαδήποτε δύο σημεία z1, z2
και w1, w2 υπάρχει g ∈ M(H2) με g(z1) = w1 και g(z2) = w2.

Απόδειξη. Αρκεί να θεωρήσουμε τις υπερβολικές ευθείες (z1, z2) και (w1, w2) και να εφαρμό-
σουμε την Πρόταση 9.2.4 επιλέγοντας τυχαία σημεία επάνω στις ευθείες αυτές.

Πόρισμα 9.2.7. H M(H2) δρα μεταβατικά στο H2: για οποιαδήποτε σημεία z1, z2 υπάρχει
g ∈ M(H2) με g(z1) = z2.

Απόδειξη. Έστω L = (z0, z
∗
0) υπερβολική ευθεία που περιέχει το z1 και L′ = (w0, w

∗
0) υ-

περβολική ευθεία που περιέχει το z2. To ο αποτέλεσμα προκύπτει αμέσως από την Πρόταση
9.2.4.

Πρόταση 9.2.8. Aπό σημείο z0 ∈ H2 περνούν άπειρες υπερβολικές ευθείες.

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Πόρισμα 9.2.7 μπορούμε να κανονικποιήσουμε ώστε z0 = i. Tότε
η υπερβολική ευθεία (0,∞) και οι υπερβολικές ευθείες La = {z ∈ H2 |z − a| =

√
a2 + 1},

a ∈ R, περνούν όλες από το i.

Παράδειγμα 9.2.9. Έστω z1, z2 ∈ H2 και έστω L = (z0, z
∗
0) η υπερβολική ευθεία που τα

περιέχει. Υποθέτοντας ότι z∗0 > z0,

L = {z ∈ H2 | |z − a| = r}, a = (z0 + z∗0)/2, r = (z∗0 − z0)/2

και συνεπώς zi = a + reiθi , i = 1, 2, για κάποια θi ∈ (0, π). Έστω L0 = (0,∞) και i ∈ L0. O
μετασχηματισμός g ∈ M(H2) που δίνεται από την

[z0, z
∗
0 ; z1, z] = [∞, 0; i, g(z)] ⇐⇒ g(z) =

i(z1 − z0)

z1 − z∗0
· z − z∗0
z − z0

= tan(θ1/2) ·
z − z∗0
z − z0

,

ικανοποιεί τις σχέσεις

g(z1) = i, g(z2) = − tan(θ1/2) ·
z2 − z∗0
z2 − z0

= i tan(θ1/2) tan(θ2/2).

Eφαρμόζουμε τα παραπάνω για z1 = −1+ i z2 = 1+ i. H υπερβολική ευθεία που τα περιέχει
είναι η L = (−

√
2,
√
2). Θεωρούμε τον g που δίνεται από την ισότητα

[−
√
2,
√
2;−1 + i, z] = [∞, 0; i, g(z)] ⇐⇒ g(z) =

√
2√

2 + 2
· z −

√
2

z +
√
2
.

Aυτός απεικονίζει το z1 = −1 + i στο i και το z2 = 1 + i στο (−2i
√
2))/(

√
2 + 2)2.

Πρόταση 9.2.10. Δύο υπερβολικές ευθείες έχουν το πολύ ένα κοινό σημείο στοH2.
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Απόδειξη. Mία μη εκ του σχήματος απόδειξη είναι η εξής: έστω L,L′ υπερβολικές ευθείες με
σύο κοινά σημεία z1, z2 και έστω z0 ∈ L και z′0 ∈ L′. Υπάρχει υπερβολικός μετασχηματισμός
f με f(zi) = zi, i = 1, 2 και f(z0) = z′0. Όμως τότε o f απεικονίζει την ευθεία από τα z1, z2
στον εαυτό της, συνεπώς το z0 ∈ L′ και το z′0 ∈ L και άρα L = L′.

Παράδειγμα 9.2.11. Έστω οι υπερβολικές ευθείες L1 = (0,∞) και L2 = (−1, b), b > 0.
Επειδή

L2 = {z ∈ H2 | |z − a| = r}, a = (b− 1)/2, r = (b+ 1)/2,

προκύπτει η εξίσωση
|z|2 + a2 − 2a<(z) = r2.

Θέτοντας z = it, t > 0, παίρνουμε

t2 + a2 = r2 =⇒ t =
√
r2 − a2 = b.

Συμπεραίνουμε πως για κάθε b > 0, Oι L1 και L2 τέμνονται στο ib.

Σχόλιο 9.2.12. Μπορούμε πάντοτε να κανονικοποιούμε δύο τεμνόμενες υπερβολικές ευθείες
L1 και L2 ώστε L1 = (0,∞) και L2 = (−1, b), b > 0. Πράγματι, έστω L1 και L2 υπερβολικές
ευθείες που τέμνονται στο z0 ∈ H2. Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

1. OιLi είναι ημικύκλια. Εφαρμόζοντας τον μετασχηματισμό g που απεικονίζει τηνL1 στην
(0,∞) και το z0 στο i, έχουμε ότι ηL2 θααπεικονίζεται μέσω του μετασχηματισμού αυτού
σε μία υπερβολική ευθεία της μορφής (−a1, a2) με ai > 0 i = 1, 2. Εφαρμόζοντας την
Da1 παίρνουμε τις (0,∞), (−1, a1a2) που τέμνονται στο a1i.

2. Μίααπό τιςLi είναι κατακόρυφη ημιευθεία. Έστωότι ηL1 είναι η x = x0. Εφαρμόζοντας
τη μετάθεση T−x0 και μία ομοιοθεσία αν είναι απαραίτητο, προκύπτει και πάλι η προη-
γούμενη εικόνα.

9.2.2 Παραλληλία
Δύο υπερβολικές ευθείες λέγονται παράλληλες όταν δεν έχουν κανένα κοινό σημείο στο H2.
Eνδέχεται όμως να έχουν κάποιο κοινό σημείο επάνω στην επεκτεταμένη πραγματική ευθεία,
λ.χ. οι (−1, 1) και (1, 2), ή, όπως λ.χ. όλες οι ευθείες της μορφής (x,∞) να έχουν κοινό σημείο
το ∞. Στην περίπτωση που συμβαίνει αυτό, οι παράλληλες ευθείες λέγονται ασυμπτωτικά
παράλληλες, ή υπερπαράλληλες.

H επόμενη πρόταση είναι το Αξίωμα των Παραλλήλων της Υπερβολικής Γεωμετρίας.
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Ασυμπτωτικά παράλληλες υπερβολικές ευθείες.

Πρόταση 9.2.13. Έστω ευθεία L και σημείο z0 εκτός αυτής. Από το z0 περνούν άπειρες πα-
ράλληλες με την L.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι L = (0,∞) και z0 ∈ H2 με <(z0) = x0 6= 0. Μία (ασυμ-
πτωτικά) παράλληλη προς την L από το z είναι προφανώς η x = x0. Aς υποθέσουμε χωρίς
βλάβη της γενικότητας ότι x0 > 0. Φέρνουμε το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει το 0 και z0
και από το z0 την κάθετη στο τμήμα αυτό. Αυτή τέμνει το σύνορο σε κάποιο 2a, a > 0. Tότε,
το ημικύκλιο κέντρου a και ίσης ακτίνας είναι η υπερβολική ευθεία (0, 2a) που περνά από
το z0 και είναι παράλληλη στην υπερβολική ευθεία (0,∞). Από εκεί και στο εξής, κάθε ημι-
κύκλιο κέντρου a′ > a και ακτίνας |a′ − z0| είναι υπερβολική ευθεία που περνά από το z0,
ασυμπτωτικά παράλληλη L.

Στη γενική περίπτωση, για z0 και L = (z1, z2) τυχαία, απεικονίζουμε μέσω ενός g της
M(H2) τα z0, z1, z2 στα z′0, 0,∞, όπου z′0 σημείο με <(z′0) 6= 0.

9.2.3 Aσκήσεις
1. Βρείτε το σημείο τομής των L = (1, 5) και L′ = (2, 6) με δύο τρόπους: α) γράφοντας

αναλυτικά τις καρτεσιανές εξισώσεις των L,L′ και λύνοντας το σύστημα και β) χρησι-
μοποιώντας τον μετασχηματισμό που απεικονίζει την (1, 5) και το σημείο της 2 + i

√
3

στην (0,∞) και το σημείο της i, αντίστοιχα. (Απάντηση: Oι καρτεσιανές εξισώσεις:

L : |z − 3| = 2, L′ : |z − 4| = 2.

O μετασχηματισμός δίνεται από την ισότητα των διπλών λόγων

[1, 5; 2 + i
√
3, z] = [∞, 0; i, g(z)].

Χωρίς να γράψετε τον ακριβή τύπο του g, βρείτε τα g(2), g(6).)

2. Έστω η ευθεία L = (−1, 1) και η ευθεία Lb = (0, b), b > 0. Bρείτε συνθήκες για το b
ώστε οι L και L′ ναι είναι: α) τεμνόμενες και β) παράλληλες. Στο α) προσδιορίστε το
σημείο τομής, ενώ στο β) προσδιορίστε το είδος της παραλληλίας.

3. Ονομάζουμε δύο τεμνόμενες υπερβολικές ευθείες ορθογώνιες (ή, αλλιώς, κάθετες) αν
είναι ορθογώνιες με την Ευκλείδεια έννοια, δηλαδή, οι εφαπτόμενές τους στο σημείο
τομής είναι ορθογώνιες (θα δούμε στην Ενότητα 9.4.1 το λόγο που η υπερβολική κα-
θετότητα ταυτίζεται με την Ευκλείδεια). Αποδείξτε ότι από σημείο z0 εκτός ευθείας L
άγεται μοναδική κάθετος προς την L. (Υπόδειξη: Aν L = (z, w) θεωρήστε τον μετα-
σχηματισμό g που απεικονίζει την L στην L0 = (0,∞) και το z0 στο z′0 με <(z′0) 6= 0. H
L′
0 = (−|z′0|, |z′0|) περνά από το z′0 και είναι ορθογώνια στην L′

0.)

4. Aποδείξτε ότι εάν f ∈ M(H2) είναι υπερβολικός μετασχηματισμός, τότε υπάρχει υπερ-
βολική ευθεία Af που παραμένει αναλλοίωτη από τον f : f(Af ) = Af . H ευθεία Af

καλείται άξονας του υπερβολικού μετασχηματισμού f . (Υπόδειξη: Kανονικοποιώντας,
μπορούμε να υποθέσουμε ότι f(z) = δz, δ > 0, δ 6= 1. Tα σταθερά σημεία του f είναι
τα 0,∞. Για κάθε si ∈ (0,∞) είναι f(si) = δsi ∈ (0,∞).).
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5. Έστω ο μετασχηματισμός
f(z) =

4z − 1

−3z + 1
.

Δείξτε ότι ο f είναι υπερβολικός και βρείτε τον άξονά του Af . (Απάντηση: Σταθερά
σημεία: (−1±

√
7/3)/2. Άξονας:

Af = {z ∈ H2 | |z + 1/2| =
√

7/3/2}.)

9.3 Υπερβολική μετρική
9.3.1 Υπερβολικό μήκος καμπύλης
Έστω γ : I → H2, γ(t) = z(t) = x(t) + iy(t), I = [a, b], μία συνεχώς παραγωγίσιμη καμπύλη.
H υπερβολική νόρμα της παραγώγου γ̇ ορίζεται από τη σχέση

|γ̇(t)|h =
|ż(t)|
y(t)

.

Oνομάζουμε υπερβολικό μήκος της γ τον αριθμό

ℓh(γ) =

∫ b

a

|γ̇(t)|h dt.

H επόμενη πρόταση αφήνεται να αποδειχθεί στην Άσκηση 9.3.6.1.

Πρόταση 9.3.1. To υπερβολικό μήκος μίας συνεχώς παραγωγίσιμης καμπύλης γ τουH2:

• δεν εξαρτάται από την παραμέτρηση της γ και

• παραμένει αναλλοίωτο από τη δράση της GM(H2).

Παράδειγμα 9.3.2. Έστω η καμπύλη γ(t) = t + ib, b > 0, t ∈ (−a, a), a > 0. Eίναι γ̇(t) = 1,
|γ̇(t)|h = 1/b και ℓh(γ) = 2a/b.

Παράδειγμα 9.3.3. (Μήκη υπερβολικών ευθυγράμμων τμημάτων) α) Έστω το υπερβολικό
ευθύγραμμο τμήμα με άκρα z = i και w = si, s 6= 1, επάνω στην υπερβολική ευθεία (0,∞).
Aς υποθέσουμε ότι s > 1. Παίρνουμε την παραμέτρηση του τμήματος:

γ(t) = (1− t)i+ tsi = (1 + t(s− 1))i, t ∈ [0, 1].

Άρα, γ̇(t) = (s− 1)i και συνεπώς |γ̇(t)|h = |(s− 1)|/(1 + t(s− 1)). Οπότε, για s > 1,

ℓh(γ) =

∫ 1

0

(s− 1)

1 + t(s− 1)
dt = [ln(1 + t(s− 1))]1t=0 = ln s,

ενώ για s < 1,

ℓh(γ) =

∫ 1

0

(1− s)

1 + t(s− 1)
dt = −[ln(1 + t(s− 1))]1t=0 = − ln s
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Άρα, ℓh(γ) = | ln s|. Θέτουμε ρ = ℓh(γ). Τότε,

cosh2(ρ/2) =
(eρ/2 + e−ρ/2)2

4
=

eρ + e−ρ + 2

4

=
s+ (1/s) + 2

4
=

(s+ 1)2

4s

=
|z − w|2

4=(z)=(w)
.

Kαταλήγουμε στον τύπο για το μήκος ρ του υπερβολικού ευθυγράμμου τμήματς με άκρα z, w
που κείται στη (0,∞):

cosh(ρ/2) = |z − w|
2(=(z))1/2)(=(w))1/2

. (9.4)

β) Έστω τώρα το υπερβολικό ευθύγραμμο τμήμα με άκρα z = a+ reiθ1 , w = a+ reiθ2 , a ∈ R,
r > 0, θ1, θ2 ∈ (0, π), θ1 > θ2. Παραμετρούμε το τμήμα ως προς τη γωνία θ:

γ(θ) = a+ reiθ, θ ∈ [θ2, θ1].

Eίναι γ̇(θ) = ireiθ και |γ̇(θ)|h = r/(r sin θ) = 1/ sin θ. Άρα,

ℓh(γ) =

∫ θ1

θ2

dθ

sin θ =

∫ θ1

θ2

(1 + tan2(θ/2))dθ
2 tan(θ/2) = [ln(tan(θ/2))]θ1θ=θ2

= ln
( tan(θ1/2)
tan(θ2/2)

)
.

Παρόμοια με το α), δείχνεται ότι και στην περίπτωση αυτή ισχύει o τύπος (9.4). O τύπος αυ-
τός αποτελεί μία από τις εκφράσεις της υπερβολικής απόστασης δύο οποιωνδήποτε σημείων,
όπως θα δούμε στην επόμενη ενότητα.

Aπό το παραπάνω παράδειγμα προκύπτει το εξής πόρισμα του οποίου η απόδειξη αφήνε-
ται στην Άσκηση 9.3.6.2:

Πόρισμα 9.3.4. Oι υπερβολικές ευθείες έχουν άπειρο υπερβολικό μήκος.

9.3.2 Υπερβολική απόσταση
H υπερβολική απόσταση dh(z, w) δύο σημείων z, w ∈ H2 ορίζεται ως εξής: έστω το σύνολο
C(z, w) των συνεχώς παραγωγίσιμων καμπυλών γ τουH2 με άκρα τα z και w. Τότε,

dh(z, w) = inf
γ∈C(z,w)

{ℓh(γ)}.

Πρόταση 9.3.5. H dh όπως ορίστηκε παραπάνω είναι μετρική.

Απόδειξη. Άσκηση 9.3.6.3.

Θα δείξουμε τώρα ότι ο μετρικός χώρος (H2, dh) είναι γεωδαισιακός. Αυτό σημαίνει ότι
για οποιαδήποτε δύο σημεία του H2 υπάρχει καμπύλη με το ελάχιστο υπερβολικό μήκος που
τα ενώνει. Μία τέτοια καμπύλη λέγεται γεωδαισιακή.
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Πρόταση 9.3.6. Oι γεωδαισιακές του (H2, dh) είναι οι υπερβολικές ευθείες.

Απόδειξη. Έστω δύο σημεία z, w ∈ H2· κανονικοποιώντας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι
z = i, w = si, s > 0. Έστω μία οποιαδήποτε συνεχώς διαφορίσμη καμπύλη γ : [0, 1] → H2,
γ(t) = z(t) = x(t) + iy(t) με γ(0) = i και γ(1) = si. Τότε,

ℓh(γ) =

∫ 1

0

|ẋ(t) + iẏ(t)|
y(t)

dt ≥
∫ 1

0

|ẏ(t)|
y(t)

dt ≥
∣∣∣∣∫ 1

0

ẏ(t)

y(t)
dt

∣∣∣∣ = ∣∣[ln(y(t))]1t=0

∣∣ = | ln s|.

To τελευταίο όμως είναι ακριβώς το μήκος του υπερβολικού ευθυγράμμου τμήματος που συν-
δέει τα i, si. Παίρνοντας το inf επάνω σε όλες τις γ ∈ C(i, si) προκύπτει το ζητούμενο.

H επόμενη πρόταση προκύπτει απευθείας από τον τύπο (9.4) μέσω απλών πράξεων (δείτε
την Άσκηση 9.3.6.4).

Πρόταση 9.3.7. H υπερβολική απόσταση ρ = dh(z, w) δύο σημείων z, w του H2 δίνεται από
τους παρακάτω ισοδύναμους τύπους:

cosh(ρ/2) = |z − w|
2(=(z))1/2(=(w))1/2

, (9.5)

sinh(ρ/2) = |z − w|
2(=(z))1/2(=(w))1/2

, (9.6)

cosh(ρ) = 1 +
|z − w|2

2=(z)=(w)
, (9.7)

ρ =
|z − w|+ |z − w|
|z − w| − |z − w|

. (9.8)

H πρόταση που κλείνει την ενότητα αυτή ουσιαστικά ορίζει την έννοια του μεταξύ:

Πρόταση 9.3.8. Έστω z, w ∈ H2 διαφορετικά σημεία. Τότε

dh(z, w) = dh(z, ζ) + dh(ζ, w),

αν και μόνο αν το ζ ανήκει στο γεωδαισιακό τμήμα με άκρα z, w.
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Πρόταση 9.3.8

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι τα z,w είναι τα i, si για κάποιο s > 0. Αν το ζ ανήκει
στο γεωδαισιακό τμήμα των i, si τότε ζ = ti, 1 ≤ t ≤ s και η ισότητα της πρότασης ισχύει.
Aντιστρόφως, πάλι για z, w όπως προηγουμένως, έστω ότι έχουμε ισότητα στην πρόταση και
ας υποθέσουμε ότι το ζ δεν κείται στην (0,∞). Τότε όμως, η καμπύλη που αποτελείται από τα
υπερβολικά ευθύγραμμα τμήματα α) s1 με αρχή το i και τέλος το ζ και β) s2 με αρχή το z και
τέλος το si, έχει μήκος αυστηρά μεγαλύτερο από το μήκος του τμήματος που ενώνει τα i και
si. Καταλήγουμε σε άτοπο.

9.3.3 Iσομετρίες
Έχουμε ήδη δει ότι η GM(H2) είναι υποομάδα της ομάδας ισομετριών του (H2, dh). Στην ενό-
τητα αυτή θα δείξουμε διαμέσου ενός τύπου που περιέχει μιγαδικούς διπλούς λόγους ότι είναι
ακριβώς η ομάδα ισομετριών. Υπενθυμίζουμε ότι ο μιγαδικός διπλός λόγος είναι αναλλοίωτος
μόνο από μετασχηματισμούς Möbius.

Πρόταση 9.3.9.

Έστω z, w ∈ H2 οποιαδήποτε σημεία και L η υπερβολική ευθεία που τα περιέχει. Υποθέτουμε
ότι ηL έχει άκρα z∗, w∗ και ότι τα τέσσερα σημεία εμφανίζονται με τη σειρά z∗, z, w, w∗, επάνω
στην L.
Πρόταση 9.3.9. H υπερβολική απόσταση dh(z, w) δίνεται από ττον τύπο:

dh(z, w) = ln([w∗, z∗; z, w]). (9.9)
Απόδειξη. Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι επειδή τα z∗, z, w, w∗, κείνται επάνω σε υπερβολική
ευθεία, o διπλός λόγος είναι πραγματικός. Eφαρμόζουμε το στοιχείο εκείνο g της M(H2) που
απεικονίζει τα w∗, z∗, z, w, στα∞, 0, i, si για κάποιο s > 1. Tότε

dh(z, w) = dh(g(z), g(w)) = ln s
= ln([∞, 0; i, si])

= ln([w∗, z∗; z, w]).
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9.3.4 Yπερβολικοί δίσκοι
O ανοικτός υπερβολικός δίσκος κέντρου z0 ∈ H2 και ακτίνας r > 0 είναι το σύνολο

Dh(z0, r) = {z ∈ H2 | dh(z, z0) < r}.

O κλειστός υπερβολικός δίσκος κέντρου z0 ∈ H2 και ακτίνας r > 0 είναι το σύνολο

Dh(z0, r) = {z ∈ H2 | dh(z, z0) ≤ r},

και o υπερβολικός κύκλος κέντρου z0 ∈ H2 και ακτίνας r > 0 είναι το σύνολο

Sh(z0, r) = {z ∈ H2 | dh(z, z0) = r}.

Θα δείξουμε ότι κάθε υπερβολικός κύκλος είναι Ευκλείδειος κύκλος του οποίου θα προσδιο-
ρίσουμε το κέντρο και την ακτίνα. Έστω Sh(z0, r)· τότε η σχέση dh(z, z0) = r και οι τύποι
(9.5), (9.6) δίνουν

k = tanh(r/2) = |z − z0|
|z − z0|

.

Aς παρατηρήσουμε ότι η σχέση αυτή είναι εξίσωση Απολλώνιου κύκλου (δείτε την Άσκηση
8.5.4.1) και μένει να προσδιοριστεί το κέντρο και η ακτίνα του. Υψώνοντας στο τετράγωνο
και απαλείφοντας τον παρονομαστή, παίρνουμε

|z|2 − 2<
(
z · z0 − k2z0

1− k2

)
+ |z0|2 = |z|2 − 2< (z · (<(z0)− i=(z0) cosh r)) + |z0|2 = 0.

Συμπληρώνοντας το τετράγωνο βρίσκουμε

|z − (<(z0) + i=(z0) cosh r)|2 = sinh2(r)=2(z0).

Kαταλήγουμε λοιπόν την εξής:

Πρόταση 9.3.10. O υπερβολικός κύκλος Sh(z0, r) είναι ο Ευκλείδειος κύκλος κέντρου <(z0)+
i=(z0) cosh r και ακτίνας sinh r=(z0).

Αποδεικνύεται ότι η υπερβολική περίμετρος του Sh(a, r) ισούται με 2π sinh r (δείτε την
Άσκηση 9.3.6.7), ενώ βεβαώς, η Ευκλείδεια περίμετρός του είναι 2π=(z0) sinh r.

9.3.5 Υπερβολικό εμβαδόν
Έστω χωρίο Ω ⊂ H2. To υπερβολικό εμβαδόν Areah(Ω) του Ω ορίζεται από το ολοκλήρωμα

Areah(Ω) =
∫∫

Ω

dxdy

y2
.

H απόδειξη της παρακάτω πρότασης αφήνεται στην Άσκηση 9.3.6.8.
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Πρόταση 9.3.11. To υπερβολικό εμβαδόν παραμένει αναλλοίωτο από τις υπερβολικές ισομε-
τρίες.

Το υπερβολικό εμβαδόν υπερβολικού δίσκου Dh(z0, r), δίνεται από την εξής:

Πρόταση 9.3.12. Το υπερβολικό εμβαδόν Areah(Dh(z0, r)) υπερβολικού δίσκου Dh(z0, r) εί-
ναι ίσο με 4π sinh2(r/2).

Απόδειξη. Άσκηση 9.3.6.9.

9.3.6 Ασκήσεις
1. Αποδείξτε την Πρόταση 9.3.1. (Υπόδειξη: Aν f ∈ M(H2)), έστω τότε

f(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc = 1.

Επειδή
f ′(z) =

1

(cz + d)2
,

έχουμε από τον κανόνα της αλυσίδας

˙(f ◦ γ)(t) = f ′(z(t))ż(t) =⇒ | ˙(f ◦ γ)(t)| = |ż(t)|
|cz + d|2

.

Επίσης,

=((f ◦ γ)(t)) = =(z(t))
|cz + d|2

.

Άρα,

ℓh(f ◦ γ) =
∫ b

a

| ˙(f ◦ γ)(t)|hdt =
∫ b

a

|γ̇(t)|hdt = ℓh(γ).

Ομοίως και για f που αντιστρέφει τον προσανατολισμό.)

2. Αποδείξτε το Πόρισμα 9.3.4. (Υπόδειξη: Επειδή το υπερβολικό μήκος παραμένει αναλ-
λοίωτο από τους υπερβολικούς μετασχηματισμούς, αρκεί να δείξετε το αποτέλεσμα για
την ευθεία (0,∞). Προς τούτο, πάρτε (1/s)i, si, σημεία της ευθείας s > 1. To υπερβο-
λικό μήκος του υπερβολικού ευθυγράμμου τμήματος γs που τα ενώνει είναι ίσο με 2 ln s.
Αφήνοντας το to s → +∞ παίρνετε το αποτέλεσμα.)

3. Αποδείξτε την Πρόταση 9.3.5.

4. Αποδείξτε την ισοδυναμία των τύπων της Πρότασης 9.3.7.

5. Δείξτε ότι αν dh(z, w) = ρ, για κάποια z, w ∈ H2, τότε

ρ = tanh
∣∣∣∣z − w

z − w

∣∣∣∣ .
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6. Θεωρήστε το σύνολο ∆ = {z = x+ iy ∈ H2 | x = y}. Aν w ∈ H2 τότε βρείτε το

d = dist(w,∆) = inf{dh(z, w)]; | z ∈ ∆}.

(Υπόδειξη: Ανw = u+iv u > 0, τότε d = 0 (γιατί;). Aν u ≤ 0, τότε από την προηγούμενη
άσκηση είναι

(tanh−1 ρ)2 =
(x− u)2 + (x− v)2

(x− u)2 + (x+ v)2
= f(x), x > 0.

Δείξτe τώρα ότι η f έχει ολικό ελάχιστο.)

7. Yπολογίστε το υπερβολικό μήκος του υπερβολικού κύκου Sh(z0, r). (Υπόδειξη: Έστω
ℓ = ℓ(Sh(z0, r)) υπερβολικό μήκος του Sh(z0, r): θεωρούμε την παραμέτρηση του υπερ-
βολικού κύκλου

γ(θ) = <(z0) + i=(z0) cosh r + sinh r=(z0)eiθ, θ ∈ [0, 2π].

Eίναι γ̇(θ) = i sinh r=(z0)eiθ και

|γ̇(θ|h =
sinh r

cosh r + sinh r sin θ .

Άρα,

ℓ =

∫ 2π

0

sinh r dθ
cosh r + sinh r sin θ .

Θέτουμε ζ = eiθ, οπότε dζ = ieiθdθ = iζdθ και sin θ = (ζ − ζ)/(2i) = (ζ − (1/ζ))/(2i).
To ολοκλήρωμα τότε γράφεται σε μιγαδική μορφή μετά από τις πράξεις, ως

ℓ = 2

∮
|ζ|=1

dζ

ζ2 + 2i coth r ζ − 1
.

Ο παρονομαστής έχει ρίζες i(1± cosh r)/ sinh r, δηλαδή τις

ζ1 = −i coth(r/2), ζ2 = −i tanh(r/2),

εκ των οποίων, επειδή είναι αντιθετοαντίστροφες, μόνο η μία βρίσκεται στο εσωτερικό
του μοναδιαίου δίσκου. Επειδή δε cosh x > sinhx για κάθε x > 0, η ρίζα αυτή είναι η
ζ2. Τότε το ολοκληρωτικό υπόλοιπο ισούται με

Res(ζ2) = lim
ζ→ζ2

2(ζ − ζ2)

(ζ − ζ1)(ζ − ζ2)
=

2

ζ2 − ζ1
= −i sinh r.

Aπό το Θεώρημα των Ολοκληρωτικών Υπολοίπων προκύπτει τότε

ℓ = ℓ(Sh(z0, r)) = 2πiRes(ζ2) = 2π sinh r.



100 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. YΠΕΡΒΟΛΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

8. Αποδείξτε την Πρόταση 9.3.11. (Υπόδειξη: Γράψτε το στοιχείο υπερβολικού εμβαδού
ως

dxdy

y2
=

dzdz

2i=2(z)
.

Υπάρχει εξήγηση για τον λόγο που αυτό είναι δυνατόν, αλλά είναι πέραν από τον σκοπό
των σημειώσεων αυτών. Γράφουμε για Ω ⊂ H2 και g ∈ GM(H2),

Area(g(Ω)) = 1

2i

∫∫
g(Ω)

dzdz

=2(z)
.

Με το Θεώρημα Αλλαγής Μεταβλητής, έχουμε για g ∈ M(H2) ότι

Area(g(Ω)) = 1

2i

∫∫
Ω

| det(g(ζ))| dζdζ

=2(g(ζ))
.

Aν g(ζ) = (aζ + b)(cζ + d), ad− bc = 1, τότε

det(g(ζ)) = |g′(ζ)|2 = 1

|cz + d|4

και επίσης =(g(ζ)) = =(ζ)/|cζ + d|2|. Επομένως,

Area(g(Ω)) = 1

2i

∫∫
ω

dζdζ

=2(ζ)
= Areah(Ω).

Oμοίως και στην περίπτωση που g(ζ) = (a(−ζ) + b)/(c(−ζ) + d), ad− bc = 1.)

9. Αποδείξτε τηνΠρόταση 9.3.12. (Υπόδειξη: Από τηνΠρόταση 9.3.11 έχουμε ότι το ζητού-
μενο υπερβολικό εμβαδόν είναι ίσο με το υπερβολικό εμβαδόν του υπερβολικού δίσκου
D = D(i, R), όπου sinhR = tanh r (γιατί;). Ο δίσκος αυτός αποτελείται από τα σημεία

z(ρ, θ) = i+ sinh ρeiθ, (ρ, θ) ∈ [0, R]× [0, 2π].

Oπότε, από το Θεώρημα Αλλαγής Μεταβλητής έχουμε

Areah(D) =

∫ R

0

∫ 2π

0

cosh ρ sinh ρ drdθ

(1 + sinh ρ sin θ)2

=

∫ R

0

(∫ 2π

0

cosh ρ sinh ρ dθ

(1 + sinh ρ cos θ)2
)
dρ

Υπολογίστε τώρα το εσωτερικό ολοκλήρωμα με τη μέθοδο της Άσκησης 9.3.6.7.)
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9.4 Υπερβολική Τριγωνομετρία
9.4.1 Γωνίες και τρίγωνα
Έστω καμπύλες Ci, i = 1, 2 του H2 που τέμνονται στο z0. Aν γi : [a, b] → H2 είναι συνεχώς
παραγωγίσιμες παραμετρήσεις τους, γi = γi(t), t ∈ [a, b], i = 1, 2, τότε υπάρχει t0 ∈ (a, b)

τέτοιο ώστε γ1(t0) = γ2(t0) = z0 ∈ H2. To υπερβολικό βαθμωτό γινόμενο των εφαπτομένων
διανυσμάτων γ̇1(t0) και γ̇2(t0) στο z0 ορίζεται από τη σχέση

(γ̇1(t0) · γ̇2(t0))h =
γ̇1(t0) · γ̇2(t0)

=2(z0)
,

όπου στον αριθμητή του δεχιού κλάσματος είναι το Ευκλείδειο βαθμωτό γινόμενο. Παρατηρούμε
ότι

|(γ̇1(t0) · γ̇2(t0))h| =
|γ̇1(t0) · γ̇2(t0)|

=2(z0)
≤ |γ̇1(t0)||γ̇2(t0)|

=2(z0)
= |γ̇1(t0)|h · |γ̇1(t0)|h,

με την ανισότητα να προκύπτει από την Ανισότητα Cauchy-Schwarz-Buniakowski. Oνομάζουμε
τώρα γωνία των C1 και C2 στο z0 τον αριθμό

∠(C1, C2)z0 = arccos
(

(γ̇1(t0) · γ̇2(t0))h
|γ̇1(t0)|h · |γ̇1(t0)|h

)
∈ [0, π]. (9.10)

H γωνία ∠(C1, C2)z0 δεν εξαρτάται από τις παραμετρήσεις των Ci, i = 1, 2. Αυτό αποδεικνύ-
εται και αναλυτικά, προκύπτει όμως και άμεσα από την παρατήρηση ότι ορισμένη κατά τον
τρόπον αυτόν η γωνία συμπίπτει με τη γωνία που ορίζεται στην Ευκλείδεια περίπτωση.

Στην Ευκλείδεια περίπτωση, o αριθμός που ορίζεται ως η γωνία μεταξύ δύο ευθειών (δη-
λαδή, μεταξύ γεωδαισιακών του Ευκλείδειου χώρου) βρίσκεται σε μία 1–1 και επί αντισοιχία
με το κυρτό χωρίο που ορίζουν δύο εκ των προτέρων καθορισμένες ημιευθείες που εκκινούν
από το σημείο τομής των ευθειών. Υπενθυμίζουμε ότι ένα χωρίο του Ευκλείδειου χώρου είναι
κυρτό, αν για κάθε δύο σημεία του χωρίου ισχύει ότι το ευθύγραμμο τμήμα που τα ενώνει κεί-
ται εξ ολοκλήρου εντός του χωρίου. Με την ίδια συλλογιστική, ένα χωρίο του H2 ονομάζεται
υπερβολικά κυρτό, αν κάθε δύο σημεία του χωρίου μπορούν να ενωθούν με υπερβολικό ευθύ-
γραμμο τμήμα που κείται εξ ολοκλήρου εντός του χωρίου. Απλά παραδείγματα υπερβολικών
κυρτών χωρίων είναι βεβαίως το ίδιο το H2, καθώς και κάθε γεωδαισιακή του. Υπερβολικά
κυρτό όμως είναι και κάθε υπερβολικό ημιεπίπεδο. Τούτο ορίζεται ως μία από τις συνιστώσες
του συμπληρώματος μίας γεωδαισιακής L. Οι συνιστώσες αυτές είναι δύο, όπως προκύπτει
από το Θεώρημα του Jordan και είναι και οι δύο υπερβολικά κυρτές. Μία απλή απόδειξη του
γεγονότος αυτού βασίζεται στη χρήση του μοντέλου Beltrami-Klein και την παραθέτουμε στην
Πρόταση 9.5.10.

Έστω z0 ∈ H2 και L1, L2 δύο υπερβολικές ημιευθείες που περνούν από το z0. Ας υπο-
θέσουμε πρώτα ότι οι L1, L2 δεν κείνται επί της ίδιας υπερβολικής ευθείας. Aν L∗

1 είναι η
γεωδαισιακή που περιέχει την L1, τότε το σύνολο L2 \ {z0} έχει κενή τομή με την L∗

1. Άρα,
η ανοικτή υπερβολική ημιευθεία κείται εξ ολοκλήρου σε ένα από τα ανοικτά ημιεπίπεδα που
είναι συμπληρωματικά της L∗

1. Aν P2 είναι το ημιεπίπεδο στο οποίο κείται η L2 \ {z0}, τότε
έστω P1 το ανοικτό ημιεπίπεδο που προκύπτει με παρόμοιο τρόπο για την ανοικτή ημιευθεί-
α L1 \ {z0}. To εσωτερικό της γωνίας των ημιευθειών L1 και L2 με κορυφή to z0 ορίζεται
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ως το σύνολο P1 ∩ P2. To εσωτερικό της γωνίας αποτελεί την μία από τις συνιστώσες του
συμπληρώματος του συνόλου L1 ∪ L2 · καλούμε την άλλη συνιστώσα εξωτερικό της γωνίας.

Eάν οιL1, L2 κείνται στην ίδια γεωδαισιακή, τότε διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: α) Η ένω-
ση L1 ∪L2 είναι υπερβολική ευθεία. Τότε, δεν υπάρχει καμμία κανονική επιλογή εσωτερικού
και εξωτερικού της γωνίας και η γωνία καλείται ευθεία. β) Είναι L1 = L2 = L και η γωνία
καλείται μηδενική. Στην περίπτωση αυτή, ορίζουμε το εσωτερικό της μηδενικής γωνίας να
είναι το κενό και το εξωτερικό της να είναι το συμπλήρωμα της L.

Δοθείσης γωνίας που ορίζουν οι διαφορετικές υπερβολικές ημιευθείεςL1, L2 με κορυφή το
z0, το εσωτερικό της γωνίας είναι υπερβολικά κυρτό σύνολο όντας τομή υπερβολικά κυρτών
συνόλων. To εξωτερικό δεν μπορεί να είναι υπερβολικά κυρτό, καθώς κάτι τέτοιο θα σήμαινε
πως κάθε γεωδαισιακό τμήμα που ενώνει σημεία της L1 \{z0} και της L1 \{z0} θα ανήκε ταυ-
τόγχρονα και στο εσωτερικό και στο εξωτερικό της γωνίας. Στο εσωτερικό τώρα κάθε γωνίας
που δεν είναι ευθεία ή μηδενική, αντιστοιχίζουμε τον αριθμό θ ∈ (0, π) που ορίστηκε στην
(9.10)· στο δε εξωτερικό της αντιστοιχίζουμε τον αριθμό 2π − θ. Eάν η γωνία είναι μηδενική,
θ = 0. Εάν η γωνία είναι ευθεία, αντιστοιχίζουμε το π και στο εσωτερικό και στο εξωτερικό
της γωνίας.

Έστω A,B,C τρία διαφορετικά μη συνευθειακά σημεία του H2 (δηλαδή, δεν ανήκουν
και τα τρία στην ίδια υπερβολική ευθεία). Θα συμβολίζουμε με a, b, c τα υπερβολικά μήκη
των γεωδαισιακών τμημάτων [B,C], [A,C] και [A,B], αντίστοιχα, ενώ θα συμβολίζουμε με
α, β, γ τις γωνίες με κορυφές τα A = va, B = vb, C = vc, αντίστοιχα. To υπερβολικό τρίγωνο
4(ABC) ορίζεται ως η ένωση των γεωδαισιακών τμημάτων [B,C], [A,C] και [A,B], τα οποία
λέγονται πλευρές του τριγώνου. To εσωτερικό του τριγώνου είναι η τομή των κυρτών χωρίων
που ορίζουν οι γωνίες του τριγώνου.

Υπερβολικό τρίγωνο.

9.4.2 Γωνία Παραλληλισμού

Έστω τρίγωνο με γωνίες α, π/2, 0 α 6= 0. H γωνία α καλείται γωνία παραλληλισμού.
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Πρόταση 9.4.1: H α είναι η Γωνία Παραλληλισμού.

Πρόταση 9.4.1. Για T όπως παραπάνω,

cosh b sinα = 1. (9.11)

Απόδειξη. Κανονικοποιούμε ώστε vc = i, vb = ∞, va = z = x+iy. |z| = 1. Χρησιμοποιώντας
τον τύπο της απόστασης (9.7) παίρνουμε

cosh b = cosh(dh(i, z)) = 1 +
|z − i|2

2=(z)

= 1 +
2− 2y

2y

= 1/y = 1/ sinα,

με την τελευταία σχέση να προκύπτει από το Θεώρημα Χορδής και Εφαπτομένης.

9.4.3 Tρίγωνα με κορυφή στο άπειρο

Πρόταση 9.4.2: Nόμος Συνημιτόνων για τρίγωνα με κορυφή στο άπειρο.
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H περίπτωση των τριγώνων της Ενότητας 9.4.2 αποτελεί ειδική περίπτωση των (ορθογωνίων)
τριγώνων με κορυφή στο άπειρο, δηλαδή, τριγώνων με γωνίες α, β, 0. Τότε, οι πλευρές a, b
είναι απείρου μήκους.

Πρόταση 9.4.2. (Nόμος Συνημιτόνων για τρίγωνα με κορυφή στο άπειρο) Για τρίγωνα
T (α, β, 0) έχουμε

cosh c = cosα cos β + 1

sinα sin β . (9.12)

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι vc = ∞, va = eiθ, vb = eiϕ, με 0 < θ < ϕ < π. Εδώ,
α = θ, β = π−ϕ. H ζητούμενη σχέση προκύπτει ξανά από τον τύπο της απόστασης (9.7).

9.4.4 Υπερβολικό Πυθαγόρειο Θεώρημα
Το Υπερβολικό Πυθαγόρειο Θεώρημα αναφέρεται σε τρίγωνα T (α, β, π/2).

Πρόταση 9.4.3. Σε υπερβολικό ορθογώνιο τρίγωνο T (α, β, π/2) είναι:

cosh c = cosh a cos b. (9.13)

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι va = z = s + it, |z| = 1, vb = ki, s > 1, και vc = i.
Τότε, εφαρμόζοντας και πάλι τον τύπο (9.7) παίρνουμε διαδοχικά

cosh c = (1 + k2)/(2kt),

cosh b = 1/t,

cosh a = (1 + k2)(2k).

Πρόταση 9.4.3: Υπερβολικό Πυθαγόρειο Θεώρημα.
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9.4.5 Νόμοι Ημιτόνων και Συνημιτόνων
Για ένα γενικό υπερβολικό τρίγωνο T (α, β, γ) με πλευρές a, b, c ισχύουν οι παρακάτω νόμοι:

Νόμος των Ημιτόνων:
sinh a
sinα =

sinh b
sin β =

sinh c
sin γ .

Πρώτος Νόμος των Συνημιτόνων:

cosh c = cosh a cosh b− sinh a sinh b cos γ.

Δεύτερος Νόμος των Συνημιτόνων:

cosh c = cosα cos β + cos γ
sinα sin β .

Σημειώνουμε ότι οι Nόμοι των Συνημιτόνων έχουν ανάλογες συμμετρικές εκφράσεις ως προς
γωνίες και πλευρές. Επίσης, ο Νόμος των Ημιτόνων και ο Δεύτερος Νόμος των Συνημιτόνων
προκύπτουν από τον Πρώτο Νόμο των Συνημιτόνων (δείτε τις Ασκήσεις 9.4.7.6 και 9.4.7.7).
Τέλος, όπως και στη Σφαιρική Γεωμετρία έτσι και εδώ έχουμε από τον Δεύτερο Νόμο των
Συνημιτόνων ότι τα όμοια τρίγωνα είναι και ίσα. Δηλαδή, για κάθε δύο τρίγωνα που έχουν
τις αντίστιχες γωνίες τους ίσες, υπάρχει ισομετρία που απεικονίζει το ένα στο άλλο.

Απόδειξη του Πρώτου Νόμου των Συνημιτόνων.

Απόδειξη του Πρώτου Νόμου των Συνημιτόνων. H απόδειξη θα γίνει με τη βοήθεια του
Υπερβολικού Πυθαγορείου Θεωρήματος (Πρόταση 9.4.3 και τα πορίσματα αυτού που βρίσκο-
νται στις Ασκήσεις 9.4.7.4 και 9.4.7.5. Mε αναφορά λοιπόν σε αυτά, αλλά και στο παραπάνω
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σχήμα, έχουμε
cosh c = cosh b1 coshh

= cosh(b− b2) coshh
= (cosh b cosh b2 − sinh b sinh b2) coshh
= cosh b(cosh b2 coshh)− sinh b sinh b2 coshh

= cosh b cosh a− sinh b sinh b2 ·
cosh a
cosh b2

= cosh b cosh a− sinh b sinh a · cosh asinh a · sinh b2cosh b2

= cosh b cosh a− sinh b sinh a · tanh b2tanh a
= cosh b cosh a− sinh b sinh a cos γ.

Aς σημειώσουμε ότι στην απόδειξη χρησιμοποιήσαμε δύο υποθέσεις: α) πως άγεται κά-
θετος από κορυφή τριγώνου στην απέναντι πλευρά και β) τουλάχιστον μία τέτοια κάθετος
ανήκει στο εσωτερικό του τριγώνου. Όσον αφορά στο α), από σημείο εκτός υπερβολικής ευ-
θείας μπορούμε πάντοτε να φέρουμε κάθετο προσς την ευθεία. Για να το δούμε αυτό, αρκεί
να θεωρήσουμε την ευθεία L = (0,∞) και σημείο z0 με <(z0) 6= 0. Τότε η ευθεία |z| = |z0|
είναι κάθετη στην L. Για το β), μπορούμε να δείξουμε ότι η κάθετος προς τη μεγαλύτερη πλευ-
ρά βρίσκεται πάντοτε στο εσωτερικό του τριγώνου. Πράγματι, κανονικοποιούμε πάλι ωστε η
μεγαλύτερη πλευρά, έστω η c να βρίσκεται επάνω στην L = (0,∞): va = i και vb = eci. H
κάθετος από την vc = z1 τέμνει την L στο w = i|z1|.

Tώρα,
dh(z1, i) ≥ dh(i|z1|, i) = dh(w, i),

dh(z1, e
ci) ≥ dh(i|z1|, eci) = dh(w, e

ci).

Επειδή η c είναι η μεγαλύτερη πλευρά,
c = dh(i, e

ci) ≥ max{dh(z1, i), dh(z1, eci)} ≥ max{dh(w, i), dh(w, eci)}.
Tα σημεία i, w, eci είναι συνευθειακά και κάποιο πρέπει να κείται μεταξύ των άλλων δύο.
Aυτό που ζητούμε, προκύπτει τώρα από την Πρόταση 9.3.8.
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9.4.6 Eμβαδόν υπερβολικού τριγώνου
Στην ενότητα αυτή θα αποδείξουμε το εξής σημαντικό:

Θεώρημα 9.4.4. To άθροισμα των γωνιών υπερβολικού τριγώνου είναι αριθμός μεγαλύτερος
του π.

To Θεώρημα 9.4.4 προκύπτει ως άμεσο πόρισμα της παρακάτω πρότασης:

Πρόταση 9.4.5. To υπερβολικό εμβαδόν τριγώνου T (α, β, γ) είναι ίσο με

Areah(T (α, β, γ)) = π − α− β − γ.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι γ = 0 και κανονικοποιούμε ώστε οι κορυφές va και vb να
κείνται στο μοναδιαίο ημικύκλιο: vb = eiθ, va = eiϕ, 0 < ϕ < θ < π. Tότε το εσωτερικό του
τριγώνου περιγράφεται ως εξής:

T (α, β, 0) = {x+ iy ∈ H2 | cos(π − α) < x < cos β,
√
1− x2 < y < +∞}.

Συνεπώς, εφαρμόζεται το Θεώρημα του Fubini και υπολογίζουμε:

Areah(T (α, β, 0)) =

∫∫
T (α,β,0)

dxdy

y2

=

∫ cosβ

cos(π−α)

(∫ +∞

√
1−x2

dy

y2

)
dx

=

∫ cosβ

cos(π−α)

[
−1

y

]+∞

y=
√
1−x2

dx

=

∫ cosβ

cos(π−α)

dx√
1− x2

= − [arccos(x)]cosβcos(π−α)

= π − (α + β).
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Eάν τώρα T (α, β, γ) είναι τρίγωνο με μηδενικές γωνίες, τότε προεκτείνουμε την πλευρά από
τις va και vc μέχρι να τμήσει το άπειρο σε σημείο x0 ∈ R. Τότε, επειδή

Areah(T (α, β, γ)) = Areah(T (0, β′, γ))− Areah(T (π − α, β′′, 0)),

όπου β′ − β′′ = β, έχουμε

Areah(T (α, β, γ) = π − (β′ + γ)− π + (π − a+ β′′) = π − (α + β + γ).

9.4.7 Aσκήσεις
1. Aποδείξτε τα παρακάτω αποτελέσματα που αφορούν στην υπερβολική κυρτότητα:

(αʹ) Εάν το Ω ⊂ H2 είναι υπερβολικά κυρτό χωρίο, τότε είναι και το g(Ω) για κάθε
υπερβολική ισομετρία g.

(βʹ) Εάν το Ω ⊂ H2 είναι υπερβολικά κυρτό χωρίο, τότε το εσωτερικό του Int(Ω) και η
κλειστότητά του Ω είναι υπερβολικά κυρτά.

(γʹ) Εάν Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ . . . είναι μία αύξουσα ακολουθία υπερβολικά κυρτών συνόλων,
τότε η ένωσή τους είναι υπερβολικά κυρτό σύνολο.

(δʹ) H τομή οιουδήποτε πλήθους υπερβολικά κυρτών συνόλων είναι υπερβολικά κυρτό
σύνολο.

2. Aποδείχτε ότι ο τύπος (9.11) της Γωνίας Παραλληλισμού είναι ισοδύναμος με κάθε έναν
από τους παρακάτω:

(αʹ) sinh b tanα = 1.
(βʹ) tanh b secα = 1.

3. Αποδείξτε ότι για τρίγωνα T (α, β, 0) έχουμε

sinh c = cosα + cos β
sinα sin β .

4. Από την απόδειξη της Πρότασης 9.4.3 συμπεράνετε ότι tanh b = s. Δείξτε κατόπιν ότι

tanh b = sinh a tan β.

(Υπόδειξη: Aν η γεωδαισιακή που περνά από τα x+ iy και i έχει κέντρο x0, τότε

|x0 − z|2 = (x0 − x)2 + y2 = 1− 2x0x = s2 = |x0 − si|2.

Άρα, αν έχουμε υποθέσει x > 0, τότε x0 < 0. To Eυκλείδειο τρίγωνο με κορυφές x0, 0, si
έχει γωνία β στο x0 (γιατί;). Tότε, tan β = 2xs/(s2 − 1).)

5. Με τις υποθέσεις της προηγούμενης άσκησης, δείξτε ότι ισχύουν επίσης τα εξής:
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(αʹ) sinh b = sinh c sin β;
(βʹ) tanh a = tanh c cos β.

Δείξτε επίσης ότι

(αʹ) cosh a sin β = cosα.
(βʹ) cosh c = cotα cot β.

6. Αποδείξτε τον Νόμο των Ημιτόνων. (Υπόδειξη: Χρησιμοποιώντας τον Πρώτο Νόμο των
Συνημιτόνων, γράφουμε (sinh c

sin γ

)2

=
1

1−
( cosh a cosh b−cosh c

sinh a sinh b
)2 .

O Nόμος των Ημιτόνων θα ισχύει αν το δεξιό σκέλος είναι συμμετρικό ως προς a, b, c,
δηλαδή, αν η έκφραση

sinh2 a sinh2 b− (cosh a cosh b− cosh c)2

είναι συμμετρική. Αυτό αποδεικνύεται με τη βοήθεια της σχέσης cosh2 x− sinh2 x = 1.)

7. Αποδείξτε τον Δεύτερο Νόμο των Συνημιτόνων. (Υπόδειξη: Γράφουμε για συντομία

A = cosh a, B = coshB, c = coshC.

O Πρώτος Νόμος των Συνημιτόνων δίνει

cos γ =
AB − C

(A2 − 1)1/2(B2 − 1)1/2
.

Υψώνοντας στο τετράγωνο, παίρνουμε

sin2 γ =
1 + 2ABC − (A2 +B2 + C2)

(A2 − 1)(B2 − 1)
.

O αριθμητήςD είναι θετικός και συμμετρικός ως προς τα A,B,C . Bεβαιώστε τώρα ότι

cosα cos β + cos γ
sinα sin β =

cosα cos β + cos γ
sinα sin β · (A

2 − 1)1/2(B2 − 1)1/2(C2 − 1)

(A2 − 1)1/2(B2 − 1)1/2(C2 − 1)
= C,

που αποδεικνύει το ζητούμενο.)

8. Aποδείξτε ότι η γωνία ισοπλεύρου υπερβολικού τριγώνου είναι μικρότερη του π/3. Επίσης,
δείξτε ότι

2 cosh(a/2) sin(α/2) = 1.
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9.5 Διάφορα μοντέλα Υπερβολικής Γεωμετρίας
Στην ενότητα αυτή πραγματευόμαστε τα μοντέλα του δίσκου του Poincaré και των Beltrami-
Klein.

E. Beltrami (1835–1900).

Tα μοντέλα αυτά έχουν άμεση σύνδεση με το μοντέλο του άνω ημιεπιπέδου, όπως θα δούμε
στις Ενότητες 9.5.1 και 9.5.2. Υπάρχει όμως μία θεμελιώδης διαφορά ανάμεσα στα μοντέλα
του Poincaré και στο μοντέλο των Beltrami-Klein: τα πρώτα είναι σύμμορφα μοντέλα, οι γωνίες
δηλαδή διατηρούνται και έτσι οι υπερβολικοί δίσκοι είναι Ευκλείδειοι δίσκοι. Κάτι τέτοιο δεν
συμβαίνει στο μοντέλο Beltrami-Klein: υπάρχει παραμόρφωση των γωνιών και οι υπερβολικοί
δίσκοι είναι Ευκλείδειοι μόνον όταν έχουν κέντρο την αρχή. Aπό την άλλη, το μοντέλο αυτό
έχει Ευκλείδεια ευθύγραμμα τμήματα ως υπερβολικές γεωδαισιακές, κάτι που αποτελεί με
κάποιο τρόπο πλεονέκτημα έναντι των άλλων δύο μοντέλων.

F. Klein (1849–1925).

Για να εισάγουμε το μοντέλο Beltrami-Klein ακολουθούμε μία μέθοδο που αναδεικνύει τη σχέση
της Προβολικής με την Υπερβολική Γεωμετρία. Σημειώνουμε ότι η μέθοδος αυτή μπορεί να
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ακολουθηθεί για να δώσει όλα τα μοντέλα της Υπερβολικής Γεωμετρίας. Θεωρήσαμε όμως
την κλασική πραγμάτευση του μοντέλου του άνω ημιεπιπέδου (και εν συνεχεία, του δίσκου)
παιδαγωγικά ορθότερη. Oι ενδιαφερόμενοι αναγνώστες και αναγνώστριες μπορούν να δουν
την Άσκηση 9.5.3.10 για μία παρόμοια πραγμάτευση των μοντέλων του Poincaré.

9.5.1 Moντέλο του δίσκου Poincaré
H μετάβαση από το μοντέλο του άνω ημιεπιπέδου H2 στο μοντέλο του μοναδιαίου δίσκου B1

C
του C γίνεται με τον μετασχηματισμό Cayley C : H2 → B1

C που δεν είναι παρά ο μετασχηματι-
σμός της ομάδας M(2) που δίνεται από την

C(z) = z − i

z + i
, (9.14)

περιορισμένος στοH2. Παρατηρούμε ότι

C(0) = −1, C(∞) = 1, C(1) = −i

και συνεπώς C(∂H2) = S1 = ∂(B1
C). Aπό την άλλη, για z ∈ H2 είναι

w =
z − i

z + i
⇐⇒ z = −i · (w + 1)

w − 1
,

και τότε, από τη σχέση =(z) > 0 προκύπτει |w| < 1. Mέσω του μετασχηματισμού Cayley, όλα
τα στοιχεία της Υπερβολικής Γεωμετρίας του H2 μεταφέρονται στον δίσκο B1

C. Παρακάτω,
δίνουμε ορισμένα παραδείγματα αυτού.

Πρόταση 9.5.1. To υπερβολικό μήκος ℓh(γ) συνεχώς παραγωγίσιμης καμπύλης γ : [a, b] →
B1
C του B1

C, γ(t) = z(t), δίνεται από τη σχέση

ℓh(γ) = 2

∫ b

a

|ż(t)| dt
1− |z(t)|2

. (9.15)

Απόδειξη. Έστω η καμπύλη c = C−1 ◦ γ του H2. To υπερβολικό μήκος ℓh(γ) της γ είναι τότε
ίσο με το ℓh(c). Θέτοντας f = C−1 έχουμε:

c(t) = −i · z(t) + 1

z(t)− 1
, =(c(t)) = 1− |z(t)|2

|z(t)− 1|2
,

και
ċ(t)) =

2i ż(t)

(z(t)− 1)2
.

Συμπεραίνουμε ότι η υπερβολική νόρμα της γ̇ είναι:

|γ̇(t)|h =
2|ż(t)|

1− |z(t)|2
,

και συνεπάγεται από εδώ ο τύπος (9.15).



112 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. YΠΕΡΒΟΛΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

H υπερβολική απόσταση ρh στο μοντέλο του δίσκου ορίζεται από την

ρh(z, w) = dh(C−1(z), C−1(w)). (9.16)

Πρόταση 9.5.2. Οι υπερβολικές ευθείες (άρα, και γεωδαισιακές) στο μοντέλο του δίσκου
(B1

C, ρh)) είναι είτε ανοικτές διάμετροι του B1
C, είτε τμήματα κύκλων εντός του B1

C, ορθογώνια
με το σύνορο S1 του B1

C.

Γεωδαισιακές στα μοντέλα Poincaré

Απόδειξη. Εξ ορισμού, οι γεωδαισιακές του (B1
C, ρh)) ελιναι οι C-εικόνες των γεωδαισιακών

του (H2, dh)). Έστω κατ’ αρχάς υπερβολική ευθεία L του H2 της μορφής (a,∞), a ∈ R. H
εικόνα της C(L) είναι τμήμα γενικευμένου κύκλου με άκρα 1 και a−i

a+i
επάνω στον S1. Aν a = 0,

τότε η C(L) είναι η ανοικτή διάμετρος (−1, 1) που είναι ορθογώνια στον S1. Aν a 6= 0, τότε
βρίσκουμε την εξίσωση του C(L):

w = u+ iv = C(a+ iy) ⇐⇒ a+ iy = C−1(w) = −i · w + 1

w − 1
.

H σχέση a = <(C−1(w)) δίνει

a = =
(
w + 1

w − 1

)
= − 2v

|w − 1|2
.

Εάν χωρίς βλάβη υποθέσουμε το a > 0, τότε v < 0 και μετά από τις πράξεις προκύπτει το
τμήμα κύκλου

C(L) : (u− 1)2 +

(
v +

1

a

)2

=
1

a
, |w| < 1, v < 0.

Tο κάθετο διάνυσμα του κύκλου αυτού είναι το

(u− 1, v + 1/a).

H τομή του C(L) με τον S1 αποτελείται από τα σημεία 1 και eiθ, για θ ∈ (π, 2π), που ικανοποιεί
τη σχέση

(cos θ − 1)2 +

(
sin θ + 1

a

)2

=
1

a2
⇐⇒ cos(θ/2) + a sin(θ/2) = 0.
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Θέτοντας a = tan(πb/2), b ∈ (0, 1/2), παίρνουμε

cos
(
θ − πb

2

)
= 0 ⇐⇒ θ = (b+ 1)π.

Στα σημεία τομής 1 και eiθ = ei(b+1)π του C(L) με τον S1, τα αντίστοιχα κάθετα διανύσματα
του C(L) είναι τα

(0, 1/a), (cos θ − 1, sin θ + 1/a),

ενώ τα αντίστοιχα κάθετα διανύσματα του S1 είναι τα

(1, 0), (cos θ, sin θ).

Το ζητούμενο έπεται αμέσως. H περίπτωση όπου a < 0 είναι παρόμοια, ενώ η περίπτωση
όπου L είναι ημικύκλιο κέντρου a και ακτίνας r αφήνεται στην Άσκηση 9.5.3.1.

Πρόταση 9.5.3. Ισχύουν οι παρακάτω ισοδύναμοι τύποι για την υπερβολική απόσταση ρh =
ρh(z, w) δύο σημείων z, w ∈ B1

C:

cosh2(ρh/2) =
|1− zw|2

(1− |z|2)(1− |w|2)
, (9.17)

tanh(ρh/2) =
∣∣∣∣ z − w

1− zw

∣∣∣∣ ,
ρh = ln

(
|1− zw|+ |z − w|
|1− zw| − |z − w|

)
.

H απόδειξη της (9.17) βασίζεται στον ορισμό της ρh από την Εξίσωση 9.16· οι υπόλοιπες σχέ-
σεις προκύπτουν από αλγεβρικές πράξεις. Δείτε την Άσκηση 9.5.3.2.

Πρόταση 9.5.4. Hομάδα των υπερβολικών ισομετριών του (B2, ρh) αποτελείται από στοιχεία
της μορφής

z → az + c

cz + a
, z → az + c

cz + a
, |a|2 − |c|2 = 1.

Tα στοιχεία της μορφής στο αριστερό σκέλος αποτελούν την ομάδα M(B1
C) των σύμμορ-

φων ισομετριών που συμβολίζεται και με SU(1, 1). H γενική ομάδα των ισομετριών GM(B1
C)

αποτελείται είται από τα στοιχεία της SU(1, 1), είτε από στοιχεία της SU(1, 1) ακολουθούμενα
από την z 7→ z. H απόδειξη της Πρότασης 9.5.4 αφήνεται στην Άσκηση 9.5.3.3.

Kλείνουμε την ενότητα αυτή με τον τύπο που δίνει το υπερβολικό εμβαδόν χωρίουΩ ⊂ B1
C:

Areah(Ω) = 4

∫∫
Ω

dxdy

(1− |z|2)2
.

Υπογραμμίζουμε ότι οι τύποι που δίνουν το υπερβολικό μήκος της περιφέρειας και το υπερβο-
λικό εμβαδόν υπερβολικού δίσκουD(z0, r), z0 ∈ B1

C, r > 0, είναι οι ίδιοι με τους αντίστοιχους
στο υπερβολικό επίπεδο. Και αυτό, διότι ο μετασχηματισμός Cayley (9.14) είναι ισομετρία των
μοντέλων (H2, dh) και (B1

C, ρh), και συνεπώς και ισεμβαδική απεικόνιση.



114 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. YΠΕΡΒΟΛΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

9.5.2 Mοντέλο Beltrami-Klein
To μοντέλο Beltrami-Klein έρχεται από την Προβολική Γεωμετρία του επιπέδου. Έστω R2,1 ο
διανυσματικός χώρος R3 εφοδιασμένος με το εσωτερικό γινόμενο που ορίζεται ως εξής: αν
X = (X0, X1, X2) και Y = (Y0, Y1, Y2), τότε

〈X,Y〉 = −X0Y0 +X1Y1 +X2Y2. (9.18)

To γινόμενο αυτό έχει πίνακα

J =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , (9.19)

ο οποίος έχει μία διπλή θετική ιδιοτιμή και μία αρνητική ιδιοτιμή. Επομένως, ορίζει αυτό που
ονομάζεται (2, 1)-γινόμενο: το γινόμενο ενός διανύσματος X με τον εαυτό του μπορεί να είναι
θετικό, αλλά και αρνητικό ή μηδέν. Θεωρούμε λοιπόν τα σύνολα των θετικών, μηδενικών και
αρνητικών διανυσμάτων, αντίστοιχα:

V+ =
{
X ∈ R2,1 | 〈X,X〉 > 0

}
,

V0 =
{
X ∈ R2,1 \ {0} | 〈X,X〉 = 0

}
,

V− =
{
X ∈ R2,1 | 〈X,X〉 < 0

}
.

Σχόλιο 9.5.5. O χώρος R2,1 \ {0} μπορεί να ειδωθεί και ως ο χώρος των ομογενών συντεταγ-
μένων του Προβολικού Επιπέδου RP 2, δηλαδή η ένωση των συνόλων H0, H1, H2 όπως στην
(7.5). Με άλλα λογια, ο R2,1 \ {0} είναι το Προβολικό Επίπεδο εφοδιασμένο με το παραπάνω
(2, 1)-γινόμενο.

Θεωρούμε την τομή του R2,1 που ορίζεται από την X0 = 1 και την προβολή P : R2,1 → R2

που δίνεται για σημεία του R2,1 με X0 6= 0 από την

X = (X0, X1, X2) 7→
(
X1

X0

,
X2

X0

)
= x = (x1, x2).

Oρίζουμε τον Beltrami-Klein δίσκο B2
R να είναι η εικόνα P(V−), δηλαδή,

B2
R = {(x1, x2) ∈ R2 | x2

1 + x2
2 < 1}.

To σύνορο του B2
R είναι τότε η εικόνα P(V0), δηλαδή,

S1 = {(x1, x2) ∈ R2 | x2
1 + x2

2 = 1}.

Σημειώνουμε εδώ πως αν (x1, x2) ∈ B2
R τότε η τυπική του ανύψωση στοR2,1 είναι το διάνυσμα

(1, x1, x2).
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Ο κώνος φωτός: το μοντέλο Beltrami-Klein είναι η τομή του επιπέδου X0 = 1 με τον κώνο.

Προφανώς, τοπολογικά τα B1
C και B2

R είναι τα ίδια σύνολα. Έχει σημασία όμως που τονίζουμε
την πραγματική υφή του μοναδιαίου δίσκου όταν μιλάμε για το μοντέλο Beltrami-Klein: το
μοντέλο του μοναδιαίου δίσκου του Poincaré μπορεί να προκύψει με μία παρόμοια διαδικασία
με αυτήν που ακολουθήσαμε εδώ, αλλά στη θέση του R2,1 και του προβολικού επιπέδου RP 2

έχουμε τότε τον χώροC1,1 και την μιγαδική προβολική ευθείαCP 1 (δείτε τηνΆσκηση 9.5.3.10).
Tα σύνολα αυτά διαφέρουν μεταξύ άλλων και στο ότι η μιγαδική προβολική ευθεία έχει μία
εγγενή μιγαδική δομή, όντας σε 1–1 και επί αντιστοιχία με τη σφαίρα του Riemann, κάτι που
δεν ισχύει για το πραγματικό προβολικό επίπεδο· αυτό θεωρείται χωρίς καμμία μιγαδική δομή.
Αυτός είναι και ο λόγος που γράφουμε B1

C αντί απλώς B2, ούτως ώστε να διακρίνουμε το
μιγαδικό μοντέλο του δίσκου Poincaré από το πραγματικό μοντέλο Beltrami-Klein.

Πρόταση 9.5.6. H ομάδα ισομετριών του (2, 1)-γινομένου (9.18) είναι η ομάδα πινάκων

O(2, 1) = {A ∈ GL(3,R) | AJAT = J}, (9.20)

όπου J είναι ο πίνακας του γινομένου (9.19). Aν A ∈ O(2, 1), τότε

A−1 = JATJ,

και συνεπώς det2(A) = 1.

Απόδειξη. Aν A ∈ GL(3,R) είναι ισομετρία, τότε για κάθε X,Y ∈ R2,1 είναι

〈X,Y〉 = XJYT = 〈XA,YA〉 = XAJATYT .

Eπειδή τώρα J2 = I , όπου I είναι ο μοναδιαίος 3× 3 πίνακας, έχουμε

AJAT = J ⇐⇒ A(JATJ) = I =⇒ A−1 = JATJ.

Tέλος, det(A−1) = det(J) det(A) det(J) = det(A), επομένως det2(A) = 1.
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H ομάδαO(2, 1) καλείται ορθογώνια (2, 1)-ομάδα και είναι εύκολο να δούμε χρησιμοποιώ-
ντας τη σχέση AJAT = J ότι οι γραμμές του κάθε στοιχείου της είναι διανύσματα ανάσύο
ορθογώνια ως προς το γινόμενο 〈·, ·〉. Πράγματι, αν

A =

a b c
d e f
g h j

 ,

τότε η AJAT = J δίνει

−a2 + b2 + c2 = −1, −ad+ be+ cf = 0, −ag + bh+ cj = 0,

−d2 + e2 + f 2 = 1, −dg + eh+ fj = 0,

−g2 + h2 + j2 = 1.

Eπίσης, η σχέση A−1 = JATJ σημαίνει

A−1 =

 a −d −g
−b e h
−c f j

 .

Aπό την A−1A = I πίρνουμε τις επιπλέον σχέσεις

a2 − d2 − g2 = 1, ab− de− gh = 0, ac− df − gj = 0,

−b2 + e2 + h2 = 1, −bc+ ef + hj = 0,

−c2 + f 2 + j2 = 1.

Kαταλήγουμε στο ότι και οι στήλες τουA είναι ανά δύο ορθογώνιες μεταξύ τους και ότι επίσης:

• η πρώτη γραμμή και η πρώτη στήλη του A είναι αρνητικά μοναδιαία διανύσματα;

• η δεύτερη και η τρίτη γραμμή (αντ. η δεύτερη και η τρίτη στήλη) του A είναι θετικά
μοναδιαία διανύσματα.

H ομάδα O(2, 1) αποτελείται από στοιχεία A με det(A) = 1 ή det(A) = −1. Στην πρώτη
περίπτωση, έχουμε το σύνολο SO(2, 1) που είναι υποομάδα της O(2, 1). Στην ομάδα O(2, 1)
ορίζουμε μία σχέση ∼ ως εξής:

A ∼ B αν A = λB για κάποιο λ 6= 0.

Παρατηρήστε ότι επειδή det(A) = ±1 για κάθε A ∈ O(2, 1), το παραπάνω λ μπορεί να πάρει
τις τιμές ±1. Eίναι απλό να δείξουμε ότι η ∼ είναι σχέση ισοδυναμίας. H προβολική ορθογώ-
νια (2, 1)-ομάδα είναι η

PO(2, 1) = O(2, 1)/ ∼ .

Eπειδή η δράση της O(2, 1) διατηρεί τους χώρους V+, V0 και V−, έπεται ότι η δράση της
PO(2, 1) στο B2

R το αφήνει ομοίως αναλλοίωτο. Η Υπερβολική Γεωμετρία (κατά Klein) εί-
ναι το ζεύγος (B2

R,PO(2, 1)). H ομάδα PSO(2, 1) αποτελείται από τα στοιχεία που διατηρούν
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τον προσανατολισμό-δηλαδή, την ομάδα PSO+(2, 1) που είναι ισόμορφη με την SO(2, 1), και
από στοιχεία που δεν διατηρούν τον προσανατολισμό: αυτά, είναι συνθέσεις στοιχείων της
PSO+(2, 1) με την συζυγή απεικόνιση, δηλαδή, την προβολοποίηση της

(x0, x1, x2) 7→ (−x0, x1, x2).

Αναφέρουμε τέλος ότι
PO(2, 1) = SO(2, 1)/{I,−I},

όπωςπροκύπτει από την εμφύτευση της SO(2, 1) στην PO(2, 1) και τοΠρώτοΘεώρημα Ισομορφίας
Ομάδων.

H υπερβολική απόσταση σh στο μοντέλο Beltrami-Klein ορίζεται τώρα ως εξής: για οποια-
δήποτε x = (x1, x2) και y = (y1, y2) σημεία του B2

R ορίζουμε την σh(x, y) από τη σχέση

cosh2(σh(x, y)) =
〈X,Y〉2

〈X,X〉〈Y,Y〉 , (9.21)

όπου X, Y είναι ανυψώσεις των x, y, αντίστοιχα. Ο ορισμός της σh από την (9.21) είναι αναλ-
λοίωτος από τη δράση της PO(2, 1) και δεν εξαρτάται από τις ανυψώσεις των x, y: πράγματι,
αν X′, Y′ είναι άλλες ανυψώσεις τους, αντιστοιχα, τότε υπάρχουν λ, µ ∈ R∗ με X′ = λX και
Y′ = µY. Tότε,

〈X′,Y′〉2

〈X′,X′〉〈Y′,Y′〉
=

〈λX, µY〉2
〈λX, λX〉〈µY, µY〉

=
λ2µ2〈X,Y〉2

λ2〈X,X〉 · µ2〈Y,Y〉

=
〈X,Y〉2

〈X,X〉〈Y,Y〉 .

Για X = (1, x1, x2) και Y = (1, y1, y2) παίρνουμε τον τύπο

cosh2(σh(x, y)) =
(x · y− 1)2

(‖x‖2 − 1)(‖y‖2 − 1)
=

(x1y1 + x2y2 − 1)2

(x2
1 + x2

2 − 1)(y21 + y22 − 1)
. (9.22)

Mπορεί να δειχθεί απευθείας ότι η σh είναι καλώς ορισμένη μετρική. Κατ’ αρχάς, για το καλώς
ορισμένο, πρέπει πρώτα να δειχθεί ότι αν X,Y ∈ V−, τότε

〈X,Y〉2 ≥ 〈X,X〉〈Y,Y〉, (9.23)

με την ισότητα να ισχύει τότε και μόνο τότε όταν τα X, Y αντιπροσωπεύουν το ίδιο σημείο στο
προβολικό επίπεδο (και άρα, είναι ανυψώσεις του ίδιου σημείου του B2

R). H ανισότητα 9.23
λέγεται και Αντίστροφη Ανισότητα Cauchy-Schwarz-Buniakowski για προφανείς λόγους. Για
την απόδειξή της, δείτε την Άσκηση 9.5.3.5. Mπορούμε τώρα να δείξουμε ότι η σh(x, y) είναι
θετική και μηδενίζεται μόνον όταν x = y. Αμέσως φαίνεται επίσης και η συμμετρικότητα:
σh(x, y) = σh(y, x). Μπορούμε επίσης να αποδείξουμε την Τριγωνική Ανισότητα· δείτε την
Άσκηση 9.5.3.7. Προτιμούμε όμως εδώ να αναδείξουμε τη σχέση του μοντέλου Beltrami-Klein
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με το μοντέλο του δίσκου και κατά συνέπεια και με το μοντέλο του άνω ημιεπιπέδου. Πρός
τούτο, θεωρούμε την απεικόνιση C : B2

R → B1
C που ορίζεται από τη σχέση

x = (x1, x2) 7→
x1 + ix2

1 +
√

1− ‖x‖2
. (9.24)

H απεικόνιση C.

Eίναι απλό να δειχθεί η παρακάτω πρόταση, δείτε και την Άσκηση 9.5.3.8.

Πρόταση 9.5.7. H απεικόνιση C που δίνεται από την (9.24) είναι 1–1 και επί και η αντίστροφή
της C−1 δίνεται από την

z = x+ iy 7→
(

2x

1 + |z|2
,

2y

1 + |z|2

)
. (9.25)

H C−1 είναι σύνθεση της στερεογραφικής προβολής από τον δίσκο στην S2:

z = x+ iy 7→
(

2x

1 + |z|2
,

2y

1 + |z|2
,
1− |z|2

1 + |z|2

)
και της κάθετης προβολής από την S2 στον δίσκο:(

2x

1 + |z|2
,

2y

1 + |z|2
,
1− |z|2

1 + |z|2

)
7→

(
2x

1 + |z|2
,

2y

1 + |z|2

)
.

Tέλος, η C αφήνει αναλλοίωτο το σύνορο S1 κατά σημείο.

Aποδεικνύουμε τώρα την εξής βασική πρόταση:

Πρόταση 9.5.8. Έστω x, y ∈ B2
R. Tότε

σh(x, y) = ρh(C(x), C(y)),

όπου ρh είναι η υπερβολική μετρική στον δίσκο B1
C.
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Απόδειξη. Δείχνουμε ισοδύναμα ότι για κάθε z, w ∈ B1
C,

ρh(z, w) = σh(C
−1(z), C−1(w)).

Aν z = x+ iy και w = u+ iv, θέτουμε

x1 =
2x

1 + |z|2
, x2 =

2y

1 + |z|2
,

y1 =
2u

1 + |w|2
, y2 =

2v

1 + |w|2
.

Tότε

cosh2(σh(C
−1(z), C−1(w))) =

(x1y1 + x2y2 − 1)2

(x2
1 + x2

2 − 1)(y21 + y22 − 1)

=
(4<(zw)− (1 + |z|2) (1 + |w|2))2

(1− |z|2)2(1− |w|2)2

=

(
2|1− zw|2

(1− |z|2)(1− |w|2)
− 1

)2

=
(
2 cosh2(ρh(z, w)/2)− 1

)2
= cosh2(ρh(z, w)).

Πρόταση 9.5.9. Oi υπερβολικές ευθείες (γεωδαισιακές του (B2
R, σh)) είναι Ευκλείδειες ευθείες.

Γεωδαισιακές στο μοντέλο Beltrami-Klein.

Απόδειξη. Αυτό μπορεί κανείς να το δει είτε αλγεβρικά μέσω της απεικόνισης C και χρησι-
μοποιώντας το γεγονός ότι η C αφήνει αναλλοίωτο τον μοναδιαίο κύκλο κατά σημείο, είτε με
τρόπο παρόμοιο με αυτόν της Άσκησης 9.5.3.10ϛʹ). Όμως, πολύ πιο σύντομα και με γεωμε-
τρικό τρόπο το αποτέλεσμα αυτό αποδεικνύεται μέσω της εξής απλής παρατήρησης: έστω
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L γεωδαισιακή του B1
C και ας θεωρήσουμε πρώτα την περίπτωση που η L είναι Ευκλείδεια

διάμετρος. Αυτή τότε ανυψώνεται σε ημιμεσημβρινό της S2 o oποίος μέσω της αντίστροφης
στερεογραφικής προβολής S−1 απεικονίζεται και πάλι στην L. Aν τέλος η L είναι τμήμα κύ-
κλου ορθογώνιο στον S1, τότε αυτός ανυψώνεται στο τμήμα του σφαιρικού κύκλου της S2 που
περνά από τα άκρα της L και είναι ορθογώνιος στον S1 στα σημεία αυτά. Όμως οι εικόνες
τέτοιων κύκλων μέσω της S−1 είναι και πάλι Ευκλείδειες ευθείες.
Πρόταση 9.5.10. Kάθε υπερβολικό ημιεπίπεδο είναι υπερβολικά κυρτό.
Απόδειξη. Eργαζόμενοι στο μοντέλο Beltrami-Klein, ένα υπερβολικό ημιεπίπεδο είναι μία από
τις συνιστώσες του συμπληρώματος μίας γεωδαισιακής, που στην περίπτωση αυτή είναι μία
ανοικτή χορδή του S1 (δηλαδή, ένας κυκλικός τομέας). Για κάθε δύο σημεία ενός τέτοιου
συνόλου (που είναι κυρτό με την Ευκλείδια έννοια) υπάρχει Ευκλείδειο ευθύγραμμο τμήμα
που τα ενώνει και που περιέχεται εξ ολοκλήρου στο σύνολο. To τμήμα όμως αυτό είναι και
γεωδαισιακό για την υπερβολική μετρική και η απόδειξη ολοκληρώνεται.

9.5.3 Aσκήσεις
1. Oλοκληρώστε την απόδειξη της Πρότασης 9.5.2.

2. Aποδείξτε την Πρόταση 9.5.3.

3. Aποδείξτε την Πρόταση 9.5.4. (Υπόδειξη: Kάθε ισομετρία g του υπερβολικού δίσκου
είναι της μορφής g = C ◦ f ◦ C−1, όπου f ισομετρία του υπερβολικού επιπέδου και C
είναι ο μετασχηματισμός Cayley (9.14). Από δω και στο εξής η απόδειξη είναι θέμα
πράξεων.)

4. Δείξτε ότι το γινόμενο (9.18) έχει όλες τις ιδιότητες του εσωτερικού γινομένου πλήν της
〈x, x〉 ≥ 0.

5. Δείξτε την αντίστροφηΑνισότηταCauchy-Schwarz-Buniakowski (9.23). (Υπόδειξη: Επειδή
η ανισότητα δεν εξαρτάται από την επιλογή των αντιπροσώπων, μπορούμε να θεωρή-
σουμε ότι τα X,Y ∈ V− είναι ανυψώσεις των x, y ∈ B2

R, αντίστοιχα. Έτσι,

〈X,Y〉2 = (x · y− 1)2,

〈X,X〉〈Y,Y〉 = (‖x‖2 − 1)(‖y‖2 − 1),

όπου · είναι το Ευκλείδειο βαθμωτό γινόμενο και ‖ · ‖ είναι η Ευκλείδεια νόρμα. H
ανισότητα (9.23) γράφεται ισοδύναμα ως

‖x‖2 + ‖y‖2 − 2x · y ≥ ‖x‖2 · ‖y‖2 − (x · y)2.

Aν κάποιο από τα x, y είναι το (0, 0), η ανισότητα ισχύει. Έστω ότι κανένα από τα δύο
δεν είναι το (0, 0) και έστω θ ∈ [0, π] η γωνία των x και y. Τότε, επειδή

x · y = ‖x‖ · ‖y‖ cos θ,

γράφουμε ισοδύναμα

‖x‖2 + ‖y‖2 − 2‖x‖ · ‖y‖ cos θ ≥ ‖x‖2 · ‖y‖2 sin2 θ.
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Διαιρώντας με ‖x‖2 · ‖y‖2 παίρνουμε την ισοδύναμη έκφραση

1

‖x‖2 +
1

‖y‖2 ≥ 2 cos θ
‖x‖ · ‖y‖ + sin2 θ.

H συνάρτηση
f(θ) =

2 cos θ
‖x‖ · ‖y‖ + sin2 θ, θ ∈ [0, π],

είναι γνησίως φθίνουσα, άρα f(θ) ≤ f(0) = 2/(‖x‖ · ‖y‖). Από την άλλη,(
1

‖x‖ − 1

‖y‖

)2

≥ 0 =⇒ 1

‖x‖2 +
1

‖y‖2 ≥ 2

‖x‖ · ‖y‖ ,

και η ανισότητα αποδείχθηκε. Παρατηρούμε ότι έχουμε ισότητα όταν θ = 0, ισοδύναμα
όταν ‖x‖ = ‖y‖ και κατά συνέπεια x = y.)

6. Αποδείξτε ότι η PO(2, 1) δρα μεταβατικά στο B2
R. (Υπόδειξη: αρκεί να δείξετε ότι για

κάθε x = (x1, x2) ∈ B2
R υπάρχει A ∈ SO(2, 1) με XA = [1 : 0 : 0], όπου μπορείτε να

θεωρήσετε ότι X = [1 : x1 : x2].)

7. Αποδείξτε απευθείας την ισχύ της ΤριγωνικήςΑνισότητας για την σh. (Υπόδειξη: Χρησιμοποιώντας
την Άσκηση 9.5.3.6, πάρτε τα σημεία 0 = (0, 0), x = (x1, x2), y = (y1, y2) και αποδείξτε
ότι

σh(x, y) ≤ σh(0, x) + σh(0, y).

8. Aποδείξτε την Πρόταση 9.5.7.

9. Εργαζόμενοι όπως στην Άσκηση 9.5.3.3 και χρησιμοποιώντας την απεικόνιση C που
δίνεται από την (9.24), βρείτε τη μορφή των υπερβολικών ισομετριών του (B2

R, σh).

10. Χρησιμοποιήστε τη μέθοδο που ακολουθήσαμε για το μοντέλο Beltrami-Klein για να ο-
ρίσετε ανεξάρτητα από τη Γεωμετρία της Αντιστροφής τα μοντέλα Poincaré του άνω
ημιεπιπέδου και του δίσκου ως εξής:

(αʹ) Συμβολίζουμε μεC1,1 τον μιγαδικό διανυσματικό χώροC2 εφοδιασμένο με ένα από
τα παρακάτω (1, 1)-Ερμιτιανά γινόμενα 〈·, ·〉1 και〈·, ·〉2 με πίνακες

J1 =

(
−1 0
0 1

)
kai J2 =

(
0 −i
i 0

)
,

αντίστοιχα. Aναλυτικά, αν Z = (Z0, Z1) καιW = (W0,W1), τότε

〈Z,W〉1 = ZJ1W∗ = −Z0W0 + Z1W1,

〈Z,W〉2 = ZJ2W∗ = −iZ0W1 + iZ1W0,

όπου W∗ = (W0,W1)
T . Διαπιστώστε ότι όλες οι ιδιότητες του Ερμιτιανού γινο-

μένου ισχύουν, πλην της θετικότητας. Διαπιστώστε ότι και οι δύο πίνακες J1 J2
έχουν μία θετική και μία αρνητική ιδιοτιμή.
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(βʹ) Και για τα δύο γινόμενα, ορίστε τα σύνολα των θετικών, μηδενικών και αρνητικών
διανυσμάτων, αντίστοιχα. Παίρνοντας την προβολή P : C1,1 → C που δίνεται από
την P(Z0, Z1) = Z1/Z0 = z ∈ C, δείχτε ότι η προβολή του συνόλου των αρνητικών
διανυσμάτων ως προς το πρώτο γινόμενο Στην τομήZ0 = 1 είναι οB1

C, ενώ ως προς
το δεύτερο είναι το H2. Δείξτε επίσης ότι τα αντίστοιχα σύνορα είναι οι προβολές
των αντίστοιχων συνόλων των μηδενικών διανυσμάτων.

(γʹ) Bρείτε τις ομάδες ισομετριών των 〈·, ·〉1 και 〈·, ·〉2 και από αυτές ορίστε τις PSU(1, 1)
και PSL(2,R) αντίστοιχα, ως τις ομάδες μετασχηματισμών των B1

C καιH2.
(δʹ) Ορίστε την υπερβολική απόσταση ρi i = 1, 2 από τη σχέση

cosh2(ρi(z, w)/2) =
|〈Z,W〉i|2

〈Z,Z〉i〈W,W〉i
, i = 1, 2

και δείξτε ότι είναι καλώς οριμένη, ικανοποιεί τα αξιώματα της μετρικής και πα-
ραμένει αναλλοίωτη από τη δράση των PSU(1, 1) και PSL(2,R), αντίστοιχα.

(εʹ) Bρείτε τον μετασχηματισμό που μας επιτρέπει να περνάμε από το ένα μοντέλο στο
άλλο.

(ϛʹ) Eντοπίστε τις γεωδαισιακές και των δύο μοντέλων ως εξής: στο μοντέλο του δί-
σκου λ.χ., πάρτε z, w ∈ S1 = ∂B1

C και ανυψώσεις τους Z καιW, αντίστοιχα, στο
σύνολο των μηδενικών διανυσμάτων. Μπορείτε να υποθέσετε ότι 〈Z,W〉1 = −1.
Tο ανοικτό τμήμα με άκρα τα Z,W είναι το

γ(t) = et/2Z+ e−t/2W, t ∈ R.

Δείξτε τώρα πως κάθε σημείο του τμήματος αυτού είναι αρνητικό διάνυσμα και
χρησιμοποιώντας τον παραπάνω τύπο της απόστασης, δείξτε επίσης ότι

ρ1(γ(t), γ(s)) = |t− s|, για κάθε t, s ∈ R.
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