
KLEISTOTHTA, SHMEIA SUSSWREUSHS, ESWTERIKO KAI SUNORO

Orismìc. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A ⊂ X. Jètoume

A = {x ∈ X : Up�rqei akoloujÐa xn ∈ A tètoia ¸ste xn → x}.

To A onom�zetai kleistìthta tou A kai ta shmeÐa tou oriak� shmeÐa tou A.

Diaisjhtik�, h kleistìthta enìc sunìlou apoteleÐtai apì ìla ta shmeÐa pou apèqoun {mhdenik  apìstash}

apì to sÔnolo.

Parat rhsh. K�je shmeÐo x tou A eÐnai profan¸c to ìrio thc stajer c akoloujÐac xn = x, �ra k�je

shmeÐo tou A eÐnai oriakì shmeÐo tou A. Dhlad , A ⊂ A.

Je¸rhma. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A ⊂ X.
(1) 'Ena shmeÐo x an kei sto A an kai mìno an k�je perioq  tou shmeÐou tèmnei to A.
(2) To A eÐnai kleistì.

(3) To A eÐnai kleistì an kai mìno an A = A.

Apìdeixh.

(1) 'Estw ìti x ∈ A kai ε > 0. Apì ton orismì tou A, up�rqei xn ∈ A me xn → x. Epomènwc up�rqei n0
tètoio ¸ste xn0 ∈ D(x, ε). AntÐstrofa, an k�je perioq  tou x tèmnei to A, tìte gia k�je n mporoÔme

na epilèxoume xn ∈ A ∩ D(x, 1/n). Apì autì sunep�getai ìti d(xn, x) < 1/n → 0, �ra xn → x,
sunep¸c x ∈ A.

(2) ArkeÐ na deÐxoume ìti an xn eÐnai mia akoloujÐa shmeÐwn tou A me xn → x, tìte x ∈ A. AfoÔ x1 ∈ A,
to x1 eÐnai ìrio k�poiac akoloujÐac shmeÐwn tou A, �ra up�rqei y1 ∈ A tètoio ¸ste d(x1, y1) < 1.
OmoÐwc, afoÔ to x2 eÐnai ìrio akoloujÐac shmeÐwn tou A, up�rqei y2 ∈ A tètoio ¸ste d(x2, y2) < 1/2.
SuneqÐzontac me ton Ðdio trìpo paÐrnoume mia akoloujÐa yn ∈ A tètoia ¸ste d(xn, yn) < 1/n. All�

tìte d(yn, x) ≤ d(yn, xn) + d(xn, x) < 1/n + d(xn, x)→ 0. Dhlad  yn → x, �ra x ∈ A.
(3) 'Estw ìti to A eÐnai kleistì kai x ∈ A. Tìte up�rqei xn ∈ A me xn → x. AfoÔ to A eÐnai kleistì

èqoume ìti x ∈ A. Dhlad  A ⊂ A, �ra A = A, giatÐ h sqèsh A ⊂ A isqÔei p�nta. AntÐstrofa, an

A = A, tìte to A eÐnai kleistì apì to (1).

�

Parat rhsh. H kleistìthta tou A eÐnai to mikrìtero kleistì upersÔnolo tou A. Pr�gmati an F ⊂ X
kleistì me F ⊃ A kai x ∈ A, tìte up�rqei akoloujÐa xn ∈ A tètoia ¸ste xn → x. All� xn ∈ F afoÔ to A
eÐnai uposÔnolo tou F. Sunep¸c x ∈ F diìti to F eÐnai kleistì.

ParadeÐgmata.

(1) Sto R me th sunhjismènh metrik 

(0, 1) = (0, 1] = [0, 1) = [0, 1] = [0, 1], Z = Z, Q = R, {1/n : n ∈ N} = {1/n : n ∈ N} ∪ {0}.

(2) Sto RN me th sunhjismènh metrik , D(x, r) = {y ∈ RN : d2(x, y) ≤ r}. Dhlad  h kleistìthta tou

anoiqtoÔ dÐskou eÐnai o kleistìc dÐskoc. Autì den isqÔei genik�. Gia par�deigma, s� èna diakritì

q¸ro me perissìtera apì èna shmeÐa, èqoume

D(x, 1) = {x} = {x} , X = {y ∈ X : d(x, y) ≤ 1}.

Orismìc. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A ⊂ X. Jètoume

A′ = {x ∈ X : Gia k�je ε > 0 sÔnolo D(x, ε) ∩ A eÐnai �peiro}.

To A′ onom�zetai par�gwgo sÔnolo tou A kai ta shmeÐa tou shmeÐa suss¸reushc tou A.

Parat rhsh. K�je shmeÐo suss¸reushc eÐnai profan¸c oriakì shmeÐo.

Je¸rhma. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A ⊂ X.
(1) To A′ eÐnai kleistì.
(2) A = A ∪ A′.

Apìdeixh.

(1) 'Estw xn ∈ A′ me xn → x. Ja deÐxoume ìti to x eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou A. 'Estw ε > 0. AfoÔ
xn → x, up�rqei n0 tètoio ¸ste xn0 ∈ D(x, ε). Epilègoume r > 0 tètoio ¸ste D(xn0 , r) ⊂ D(x, ε). All�
to xn0 eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou A, �ra to D(xn0 , r)∩A eÐnai �peiro, sunep¸c kai to D(x, ε)∩A
eÐnai �peiro.
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(2) Profan¸c A ∪ A′ ⊂ A. Ac upojèsoume ìti A ∪ A′ $ A. Tìte up�rqei èna oriakì shmeÐo x to opoÐo

den eÐnai shmeÐo suss¸reushc kai den an kei sto A. 'Ara up�rqei r > 0 tètoio ¸ste to sÔnolo

D(x, r) ∩ A eÐnai peperasmèno. Jètoume ε = min{d(x, y) : y ∈ D(x, r) ∩ A} > 0. Tìte D(x, ε) ∩ A = ∅,
�topo.

�

ParadeÐgmata.

(1) Se k�je metrikì q¸ro, èna peperasmèno sÔnolo den èqei shmeÐa suss¸reushc.

(2) S� èna diakritì q¸ro, kanèna sÔnolo den èqei shmeÐa suss¸reushc.

(3) Sto R me th sunhjismènh metrik 

(0, 1)′ = (0, 1]′ = [0, 1)′ = [0, 1]′ = ((0, 1) ∪ {3})′ = [0, 1], Z′ = ∅, Q′ = R, {1/n : n ∈ N}′ = {0}.

Orismìc. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A ⊂ X. Jètoume

A◦ = {x ∈ A : Up�rqei ε > 0 tètoio ¸ste D(x, ε) ⊂ A}.

To A◦ onom�zetai eswterikì tou A kai ta shmeÐa tou eswterik� shmeÐa tou A.

Parathr seic.

(1) To A◦ eÐnai to megalÔtero anoiqtì uposÔnolo tou A.
(2) 'Ena sÔnolo eÐnai anoiqtì an kai mìno an eÐnai Ðso me to eswterikì tou.

ParadeÐgmata. Sto R me th sunhjismènh metrik 

(0, 1)◦ = (0, 1]◦ = [0, 1)◦ = [0, 1]◦ = ((0, 1) ∪ {3})◦ = (0, 1), Z◦ = ∅, Q◦ = ∅, {1/n : n ∈ N}◦ = ∅.

Orismìc. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A ⊂ X. Jètoume

∂A = A r A◦.

To ∂A onom�zetai sÔnoro tou A kai ta shmeÐa tou sunoriak� shmeÐa tou A.

ParadeÐgmata.

(1) S� èna diakritì q¸ro, to sÔnoro opoioud pote sunìlou eÐnai kenì.

(2) Sto R me th sunhjismènh metrik 

∂(0, 1) = ∂(0, 1] = ∂[0, 1) = ∂[0, 1] = {0, 1}, ∂Z = Z, ∂Q = R.

(3) Sto R2 me th sunhjismènh metrik , to sunìro enìc dÐskou eÐnai h perifèrei� tou.

2


