KAEIZTOTHTA, ZHMEIA ZYZIQPEYZHEZ, EZQTEPIKO KAI ZYNOPO
Opiopdg. 'Eoww (X, d) puetoikog yopog kat A C X. Octouue
A = {x € X : Yndpyer axoflovdia x, € A téroia dote x, — x}.
ToA ovoualetal kjsiotomta tov A Kat ta onueia tov oplaka onueia ou A.

Awa1oOntuikd, n KAgtototta evog oUVOAouU artoteAeital anod 0Ad ta onpeia rou aréXouv «undevikr anootaon»
arto To oUVoAo.

Hapatipnon. Kdabe onpeio x tou A eival mpopaveg to 0pto g otabeprig akodoubiag x, = x, apa Kabe
onueio tou A eivat oplaxko onpeio tou A. AnAabry, A C A.

Oewpnpa. 'Eotw (X, d) petpuog yaopog kat A C X.
(1) 'Eva onueio x avnket oto A av ka UOVO av KAde TEPLOXT TOU ONUEIOU TEUVEL TO A.
(2) To A eivar keio10.
(3) To A eivar kAeiot6 av kar uovo av A = A.

Amnodeiln.
(1) 'Eow 6t x € A xat € > 0. And tov 0oplouo tou A, undpyxet x, € A pe x, — x. Enopéveg unapyet ng
TETO0 WOTE X,, € D(x, €). Avtiopoda, av KAOe TEPIOXT) TOU X TEPVEL T0 A, TOTE Yia KABe n propoupe
va ermmdédoupe x, € A N D(x,1/n). Ano autd ovuvenayetat ou d(x,,x) < 1/n — 0, apa x, — x,
OUVETROG X € A.
(2) Apxkei va deifoupie ot av x, eivatl pia akodoubia onpeiv tou A pe x, — X, 10te X € A. Agou x| € A,
10 X] €ival 6p1o karowag akodoubiag onueiov tou A, dpa urdpyetl y; € A oo oote d(xy,y;) < 1.
Opoiwg, adou 1o x; eival 6plo akodoubiag onpuei®v Tou A, urtdpxet y; € A tétoo oote d(xy, y2) < 1/2.
Yuvexilovtag pe tov 1610 tpomo maipvoupe pia akodoubia y, € A térowa wote d(x,,y,) < 1/n. AAAG
wote d(Yy, X) < d(yy, Xn) + d(xp, x) < 1/n + d(x,,x) = 0. AnAadn y, — x, dpa x € A.
(3) 'Eot® 6t 10 A eival kAelotd xkat x € A. Tote unapyel x, € A pe x, — x. AQou 10 A eival KAe10to
gxoupe Ott x € A. AnAadn A C A, dpa A = A, ywati n oxéon A C A oxvel ndvra. Avtiotpopa, av
A = A, 16te 10 A gival kAetoto anod to (1).
O
Hapatipnon. H xlewotduta tou A eival 1o pikpotepo KAe0TO uriepouvodo tou A. Ilpaypat av F € X
rAeloto pe F D A xat x € A, tote untdpyet akodoubia x, € A té€rola oote x, — x. AAAA x, € F apou o A
eivat untoovyvodo tou F. Zuvenog x € F 610t 1o F eival kAeloto.
Mapadseiypata.
(1) Zto R pe ) ouvnOiopévn petpiky
0,D=(0,11=[0,)=[0,11=[0,1], Z=Z, Q=R, {I/n:neN}={l/n:neN}uU{0}.
(2) Zto RY pe ) ouvndlopévn petpikn, D(x,r) = {y € RY : do(x,y) < r}. AnAadn 1 xAelotdtnd t0U

avoiytou dioxkou eivatl o kAeiotog Hiokog. Autod dev oxuUet yevikd. Ma nmapadeypa, o’ éva Siakptto
X®PO He replooodtepa anod éva onueia, EXoupe

Dix, )={x}={x}£X={yeX:dxy <1}

Oplopog. 'Eotw (X, d) petpucog yopog kat A C X. @ctouue

A’ ={x € X : Ia xade &€ > 0 ovvofo D(x, &) N A eivai aneioo}.
To A’ ovouadetar mapayeyo oUvoo Tou A Kal 1a onueia Tou onUeLa CUCOMPEUONG ToU A.
Mapatypnon. Kabe onpeio oucompeuong ival mpodpavmg 0plaro onpeio.

Oewpnpa. 'Eotw (X, d) uerpucog yaopog kat A C X.
(D To A’ glvar kKA€10TO.
(2) A=AUA.
Anodeién.
(1) 'Eoww x, € A’ pe x,, — x. @a &eiSoupe 6t 10 x eival onueio cuocompeuong tou A. 'Eotw € > 0. Apou
X, = X, UIAPXEL Ay TETO0 QOTE X, € D(x, €). Ertdéyoupe r > 0 tétoto dote D(x,,, 1) C D(x, &). AAAa

10 X, €lval onpeio ouoowpeuong tou A, apa o D(x,,, r) N A eival drelpo, ouvenog kat o D(x, €) NA
elvat areipo.



(2) TIpogavog AU A’ C A. Ag uriobécoupe 61t A U A’ G A. Téte undpxet éva oplakd onueio x to oroio
Sev eival onpeio ouoompeuong kat dev aviket oto A. Apa urndpxet » > 0 11010 GOTE TO GUVOAO
D(x,r) N A eival nenepaopévo. @étoupe € = min{d(x,y) : y € D(x,r) N A} > 0. Tote D(x,e) N A =0,
atormo.

m}

Mapadeiypata.
(1) Ze rABe PETPIKO XDPO, £va TIETIEPACHEVO CUVOAO Bev £XEl ONPEia CUCOMPEVOTG.
(2) 2’ éva 6larpitd Xopo, kavéva ouvodo Hev €xel OMIEla CUCOOPEUOT|G.
(3) Zto R pe ) ocuvnOiopévn petpiky

0,1 =(0,17 =[0,1)Y =[0,1] =0, Hu{3) =[0,1], Z'=0, Q =R, {1/n:neN} ={0}.
Oplopdsg. 'Eotw (X, d) puetpucog yapog kat A C X. @ctoupe
A° ={x €A : Yrnapye e > 0 téroi0 wote D(x, &) C A}.
To A° ovouddetal e0TEPUKO TOU A Kat ta onueia 1ou e0@TeptKa onueia tou A.
Mapatnprostg.

(1) To A° eivatl 10 peyaAutePO AVOLXTO UTTOOUVOAO ToU A.
(2) 'Eva ouvolo eivatl avoiXto av Kat Povo av eivat 100 [e 10 €00TEPIKO ToU.

Mapadeiypata. Lo R pe ) ouvnBiopévn petpikn)
0,1)°=(,11°=1[0,)° =[0,1]° = (0, Hu {3))°=(0,1), Z°=0, Q°=0, {I/n:neN}°=0.
Oplopds. 'Eotw (X, d) puerokog xapog kat A C X. @érouue
A =ANA°.
To 0A ovouddetar oUvopo tou A kat ta onueia tou ovvoplakd onueia tou A.

Mapadeiypata.

(1) Z’ éva Siaxpitd X®POo, T0 OUVOPO OITOIOUSHITOTE CUVOAOU £ival Kevo.
(2) Zwo R pe ) ouvnBiopévn petpika

0(0,1) =0(0,1] =9[0,1) = 0[0,1] ={0,1}, 0Z =7, 0Q =1R.

(3) Zto R? pe ) ouvNnOIOpEVT PETPIKT), TO GUVOPO evdg HloKOU eival n TepiPEpeld Tou.



