METPIKOI XQPOI - ZYT'KAIZH AKOAOYOIQN

Optopdg. 'Evag petpukdc ywpog sivat éva fevydpt (X, d), omou X éva ovvoio kaid pua ovvdptnon (n petpikn)
d: X x X — [0, +c0) t€t01a dote yia kade X, Y, Z € X &ouue

(1) d(xy)=0e x=y.

(2) d(x.y) = d(y. x).

(3) d(x,y) <d(X,2) + d(zy) (woryovucr aviootnta).

Mapadeiypata.

(1) 'Eote X éva ouvodo. Opidoupe d : X X X — [0, +o0) pe
0, avx=y
d = .
(*xy) {1, av X#Yy
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Tote 1 d stvat pia petpikn) (n Siarourr] petpikn). Autr) etvat i o «xov8poe1dr)g» amootact) ou propet
va opioet kaveig: duo orowadrmote Siakekpipéva onpeia éxouv andotaon 1. EmadnBesvoupe v
pyeVikYy avicotna. Av X = Yy tote d(x,y) = 0 < d(X,2 + d(zy). Av X # Y tdte 8ev propel
d(x,2) = d(Y, 2) = 0 yiati 9a sixape X = Y = 2. Enopévag karoto aré ta d(X, 2), d(zy) sivat ico pe 1,
ano to oroio ouventdyetat ot d(X,Y) = 1 < d(x, 2) + d(z y).

Ia xabe X, ¥ € R 9¢toupe d(X,y) = [X—Y|. Tote n d eivar pia petpiky) (n ovwvndiopévn ustpikn oto
R).

Ta kaBe X = (X(1), X(2), ..., X(N)),y = (Y(1),Y(2), .. .,¥(N)) € RN opidoupe

1/2

N
da(x.y) = [Z IX(K) — y(k)F]
k=1

Tote n dp eival n ovvndiougvn uetoucr otov RN, 6nAadn n EuxkAeibela amdotaon. H tpryeovikn
aviootta ivat Apeon) ouvenela g avicotntag Minkowski:

N 2 N Y
2] <[2e]
k=1 k=1

1 ortoila pe ) oelpd G IIPOKUITIEL Arto v aviootnta Cauchy-Schwarz:

el (59

k=1 k=1
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Ia kd6e X = (X(1), X(2), ..., x(N)),y = (y(1),¥(2),...,y(N)) € RN opidoupe

N
di(x,y) = k; IX(K) = y(K)I, dw(Xy) = max IX(k) = y(K)! .

Tote ot di kat Ay eivar petpikég otov RN,
®¢toupe C([a, b]) = {f : [a,b] = R | f cuvexrg} (to ouvodo twv cuvexmv ouvapthoeav oto [a, b)), kat
yia xafe f,ge C([a, b]) ¢otw

dw(f, g) = sup [f(x) — g(x)

xe[ab]

b
dl(f,g)=f If —gl.
a

Tote o1 Ao, ka1 di eivat petpirég (xpnotpornotovpe tov i810 cupBoA1GHO e TO IIPOTYOUHEVO TIapadety-
Ha yia va tovicoupe v avadoyia. Tapatnprote 6t to dOpotopa yivetat odokAfipopa). H d,, sivat
N ouvnOlopévn anootaorn 6U0 OUVAPTHOE®V, OTIOS TNV OUVAVII|OA[E OTOV OPloHO TG OPO1OPopdPNG
ouyxrAlong. Exel sixape to oupBodions p(f, g). Tpooédte ot yia va dei§oupe 6t i) di etval petpiky
TIPETIEL VA XP1OIHOIIO|COUHE TNV 1810TTta 0Tt av T0 OAOKANPOUA P1Ag P APVNTIKAG OUVEXOUG OU-
vaptnong eivat pndév, tote ) ouvaptnon eival tavtotika ion pe pndév. 'Etotl, avapeoa os 6Aa auta
1a iapadetypata, povo oy nepinmtowon g di n enainBeuon g 1816t tag di(f,g) =0 & f = g dev
etvat tetppupevn.

Kat



Opopdg. 'Eotw (X, d) puetpicoc ywpog, X € X kare > 0. @frouue
D(x, &) ={ye X:d(x,y) < &}.
To ovvofo D(X, &) ovoualetat (avoytog) 6iokog pe kKéVipo X kat aktiva € 1 e-Teptoxn tou X.

Mapadeiypata.

(1) Ztov C([&, b]) pe v perpiry dw, n e-mieploxy) piag ouvaptnong f etvat to ouvodo GAwv v cuvap-
OEDV 1] YPAPIKT] TIAPACTAcTt) TV oroiov Bpioketal oe pia avoi ) Awpida rmiatoug 2 yupe aro
N ypag1kr rapaotaon g f.

(2) o R? pe ) ouvnOopévn PETPIKY, 1] £-MePloXy] evdg onpeiou X sivat 6Aa ta onueia ta aroia
aréyouv arto to X EuxkAeibela andotaon pikpotepn ano . Eival emopévag évag avoiytog 6iokog (pe
) ouvnOlopévn €vvola) KEVIPOU X Kal aKtivag &.

(3) Zto R? pe ) petpixn) Ao, 1 £-mieproxy €vOg onpeiou X eivatl éva avoiXto TETPAY®Vo e KEVIPO X Kat
HAKog rm\eupdg 2¢.

(4) T’ éva xwpo pe ) dlakpit) Petpikr), o 6iokog pe KEvipo Karoto onpeio kat axtiva 0.9999 sivat to
1610 10 onpueio. 'Evag diokog pe axtiva 1.0001 sivat oA6kAnpog o xwpog.

HMapatipnon. Av o (X, d) eival karnoiog petpirdg xOpog kat X,y € X pe X # Y, tote o1 iokor D(X, r), D(y, r)
pe r =d(x,y)/2 etvat &vot yiati av urtjpxe z € D(X,r) N D(Y, r), tote 9a eixape

d(x,y) <d(x,2) +d(y,2 < 2r = d(x,y),

drorro.
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Op1opdg. '‘Eva umooUvoAo evdg UETPIKOU X@WPOU OVOUALETAL GOAYUEVO AU TEPIEXETAL O KATOOU AVOL(TO
6ioko.

IMapadeiypata.

(1) Zto R pe ) ouvnOlopévn petpikn, ta @paypéva ouvoda eivat autd akpiBog ta oroia eivat gpaypéva
e ) ouvnBopévn évvola. [Mpaypat, o A eival @paypévo pe t) ouvnBiopévr évvola av Kat povo
av vrapxet M > 0 tétoo oote [X| < M yua xdabe X € A. AAAa autd eivat 1008Uvapo pe 1o ot
Ac (=M, M) = D(0, M).

(2) Zto R pe ) Sraxkpu) petpiky), 6Aa ta ouvoda eivat gpaypéva, 8ot 1o 610 o R eivat o avoiytog
dioxog D(0, 2).

(3) Zto RN éva ouvolo eivat @PAyREVO @G TIpog v Op av kat povo av eivatl @paypévo og mpog Vv Au.
IMpaypat, napatnpoupe ot Jo < dp < VNd.. Etot av o A Bploketal oe kamnowov 6ioko aktivag
I @g mpog Vv 0w t0Te Bpioketatl otov Gioko pe 10 1610 KéVIpo Kal aktiva VNr g 1pog v da.
Avtiotpoga, av 1o A Bpioketat o xkaroiov dioko axktivag I og mpog v d tdte Ppioketal otov dioko
pe 10 1610 Kévrpo kat v 181a axtiva og mPog Vv dw.

Opopdg. 'Eotw (X, d) puetoucoc xwpog, Xn uia axofovdia oto X kai X € X. Ague 0t n X, ovykiiver 010 X kat

d
YOAPOUUE Xn — X 1 Xn — X (av 9Aouue va tovicouue m puetpucn), av d(X,, X) — 0. Ieodvvaua, av yia kade
& > 0 umapyet Ny téro10 wote d(Xy, X) < & yia kade N ue N > Ng. Ioodvvaua, av yia kade € > 0 umdpyet Ny
11010 Wote Xp € D(X, €) yia xdde N ue N > No.

O@smpnpa (Movadikotnta tou opiou). 'Eote (X, d) petpikog xopog, Xn pia axofouvdia oto X kat X,y € X. Av
Xn — X Kat Xp — Y, 101e X =Y.

Amoden. Exoupe d(X,Y) < d(X, Xn) + d(Xn, Y) = 0 kabog N — oo, ‘Apa d(X,Y) = 0, emopévag X =Y. O
Mapadeiypata.
(1) Zrov RN pe ) ouvnOiopévn pETpiKy, X, — X av Kat ovo av
lim x,(K) = x(k)
n—oo

2



yia xabe k= 1,2,...,N (6ndadry n akodoubia cuykAivel av Kat 16vVo av GUYKAivel Katd ouvietay-
d
pévn). Tlpdypatt, av X, —> X téte yia kabe K éxoune [Xn(K) — X(K)| < da(Xn, X) — 0. Avtiotpopa, av
Xn(K) = X(K) yia xa6e Kk, 161
1/2

N
(0. X) = (Z %K) x(k)F] 0.
k=1

To {610 10YVel Kat yia 1 Petpiky) Js T0U 40U mapadeiypatog yiati n aviestta de < 0 < VNda
pag Aéet 0T pia akoAouBia oUYKAIVEL 08 KATTIO0 X @G TTPOG T Hld PEIPIKIY] AV KAl POVO av OUYKAivel
®G TIPOG TNV AAAn.

(2) Ztov C([a, b]) pe t perpky) do, €xoupe o fy e f av xat povo av f, = f opodpoppa.

(8) Ze omolovdnrote PETPIKO XOPOo, pia akoAoubia n oroia eivat teAdikd ion pe X, ouykAivel oto X (tedika
ion pe X onpaivetl 0t anod KAmo1o deiktn Kat petd 06Aot o1 0pot g eivat ioot pe X).

(4) Ze éva ouvolo pe ) S1akpltr] PETPIKL) 10XUEL KAl TO aviiotpodo. Av X, — X TOTe 1] X, €ivatl tTeAika
ion pe X. IIpdypatt, o’ éva ouvodo pe ) dlakptit] PETPiKn to {X} eival avoixtog 6iokog pe KEVIPO
X (ka1 axktiva, ag rovpe, 1/2), eropéveg, amnd tov oplopd tng OUYKAIONG, UTIAPXEL KATO10 Ny TET010
WOTE Xp € {X} yia kdOe N > Ng. AAAA autod onuaivetl 0t X, = X yua kabe N > Ng.

HMapatnproetg. AKPBKOG OM®G OV MEPITIHOT TV MPAYHATIKOV aplduev, £Xoupe Ot:
(1) 2’ éva petpikod Xwpo kabe ouykAivouoa akodoubia eivat @paypévn.

(2) Mua akoAouBia 0’ éva PEIPIKO XMPO CUYKAIVEL OTO X av KAl Povo av KaBe urtakoAouBia tng cuykAivel
oTOo X.



