
ΜΕΤΡΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ - ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΑΚΟΛΟΥΘΙΩΝ

Ορισµός. ΄Ενας µετρικός χώρος είναι ένα Ϲευγάρι (X, d), όπου X ένα σύνολο και d µια συνάρτηση (η µετρική)

d : X × X → [0,+∞) τέτοια ώστε για κάθε x, y, z ∈ X έχουµε

(1) d(x, y) = 0⇔ x = y.

(2) d(x, y) = d(y, x).
(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (τριγωνική ανισότητα).

Παραδείγµατα.

(1) ΄Εστω X ένα σύνολο. Ορίζουµε d : X × X → [0,+∞) µε

d(x, y) =
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0, αν x = y

1, αν x , y
.

Τότε η d είναι µια µετρική (η διακριτή µετρική). Αυτή είναι η πιο «χονδροειδής» απόσταση που µπορεί

να ορίσει κανείς : δυο οποιαδήποτε διακεκριµένα σηµεία έχουν απόσταση 1. Επαληθεύουµε την

τριγωνική ανισότητα. Αν x = y τότε d(x, y) = 0 ≤ d(x, z) + d(z, y). Αν x , y τότε δεν µπορεί

d(x, z) = d(y, z) = 0 γιατί ϑα είχαµε x = y = z. Εποµένως κάποιο από τα d(x, z), d(z, y) είναι ίσο µε 1,

από το οποίο συνεπάγεται ότι d(x, y) = 1 ≤ d(x, z) + d(z, y).
(2) Για κάθε x, y ∈ R ϑέτουµε d(x, y) = |x − y|. Τότε η d είναι µια µετρική (η συνηθισµένη µετρική στοR).

(3) Για κάθε x = (x(1), x(2), . . . , x(N)) , y = (y(1), y(2), . . . , y(N)) ∈ RN ορίζουµε

d2(x, y) =
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Τότε η d2 είναι η συνηθισµένη µετρική στον RN , δηλαδή η Ευκλείδεια απόσταση. Η τριγωνική

ανισότητα είναι άµεση συνέπεια της ανισότητας Minkowski:
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η οποία µε τη σειρά της προκύπτει από την ανισότητα Cauchy­Schwarz:

N
∑

k=1

akbk ≤














N
∑

k=1

a2
k















1/2

·














N
∑

k=1

b2
k















1/2

.

(4) Για κάθε x = (x(1), x(2), . . . , x(N)) , y = (y(1), y(2), . . . , y(N)) ∈ RN ορίζουµε

d1(x, y) =
N
∑

k=1

|x(k) − y(k)|, d∞(x, y) = max
1≤k≤N

|x(k) − y(k)| .

Τότε οι d1 και d∞ είναι µετρικές στον RN .

(5) Θέτουµε C([a, b]) = { f : [a, b]→ R | f συνεχής} (το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων στο [a, b]), και

για κάθε f , g ∈ C([a, b]) έστω

d∞( f , g) = sup
x∈[a,b]

| f (x) − g(x)|

και

d1( f , g) =
∫ b

a
| f − g| .

Τότε οι d∞ και d1 είναι µετρικές (χρησιµοποιούµε τον ίδιο συµβολισµό µε το προηγούµενο παράδειγ-

µα για να τονίσουµε την αναλογία. Παρατηρήστε ότι το άθροισµα γίνεται ολοκλήρωµα). Η d∞ είναι

η συνηθισµένη απόσταση δυο συναρτήσεων, όπως την συναντήσαµε στον ορισµό της οµοιόµορφης

σύγκλισης. Εκεί είχαµε το συµβολισµό ρ( f , g). Προσέξτε ότι για να δείξουµε ότι η d1 είναι µετρική

πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα ότι αν το ολοκλήρωµα µιας µη αρνητικής συνεχούς συ-

νάρτησης είναι µηδέν, τότε η συνάρτηση είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν. ΄Ετσι, ανάµεσα σε όλα αυτά

τα παραδείγµατα, µόνο στην περίπτωση της d1 η επαλήθευση της ιδιότητας d1( f , g) = 0⇔ f = g δεν

είναι τετριµµένη.
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Ορισµός. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, x ∈ X και ε > 0. Θέτουµε

D(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε} .

Το σύνολο D(x, ε) ονοµάζεται (ανοιχτός) δίσκος µε κέντρο x και ακτίνα ε ή ε-περιοχή του x.

Παραδείγµατα.

(1) Στον C([a, b]) µε την µετρική d∞, η ε-περιοχή µιας συνάρτησης f είναι το σύνολο όλων των συναρ-

τήσεων η γραφική παράσταση των οποίων ϐρίσκεται σε µια ανοιχτή λωρίδα πλάτους 2ε γύρω από

τη γραφική παράσταση της f .
(2) Στο R2 µε τη συνηθισµένη µετρική, η ε-περιοχή ενός σηµείου x είναι όλα τα σηµεία τα αποία

απέχουν από το x Ευκλείδεια απόσταση µικρότερη από ε. Είναι εποµένως ένας ανοιχτός δίσκος (µε

τη συνηθισµένη έννοια) κέντρου x και ακτίνας ε.

(3) Στο R2 µε τη µετρική d∞, η ε-περιοχή ενός σηµείου x είναι ένα ανοιχτό τετράγωνο µε κέντρο x και

µήκος πλευράς 2ε.
(4) Σ’ ένα χώρο µε τη διακριτή µετρική, ο δίσκος µε κέντρο κάποιο σηµείο και ακτίνα 0.9999 είναι το

ίδιο το σηµείο. ΄Ενας δίσκος µε ακτίνα 1.0001 είναι ολόκληρος ο χώρος.

Παρατήρηση. Αν ο (X, d) είναι κάποιος µετρικός χώρος και x, y ∈ X µε x , y, τότε οι δίσκοι D(x, r), D(y, r)
µε r = d(x, y)/2 είναι ξένοι γιατί αν υπήρχε z ∈ D(x, r) ∩ D(y, r), τότε ϑα είχαµε

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) < 2r = d(x, y),

άτοπο.

x y

r r

Ορισµός. ΄Ενα υποσύνολο ενός µετρικού χώρου ονοµάζεται ϕραγµένο αν περιέχεται σε κάποιον ανοιχτό

δίσκο.

Παραδείγµατα.

(1) ΣτοR µε τη συνηθισµένη µετρική, τα ϕραγµένα σύνολα είναι αυτά ακριβώς τα οποία είναι ϕραγµένα

µε τη συνηθισµένη έννοια. Πράγµατι, το A είναι ϕραγµένο µε τη συνηθισµένη έννοια αν και µόνο

αν υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε |x| < M για κάθε x ∈ A. Αλλά αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι

A ⊂ (−M,M) = D(0,M).
(2) Στο R µε τη διακριτή µετρική, όλα τα σύνολα είναι ϕραγµένα, διότι το ίδιο το R είναι ο ανοιχτός

δίσκος D(0, 2).
(3) Στο RN ένα σύνολο είναι ϕραγµένο ως προς την d2 αν και µόνο αν είναι ϕραγµένο ως προς την d∞.

Πράγµατι, παρατηρούµε ότι d∞ ≤ d2 ≤
√

Nd∞. ΄Ετσι αν το A ϐρίσκεται σε κάποιον δίσκο ακτίνας

r ως προς την d∞ τότε ϐρίσκεται στον δίσκο µε το ίδιο κέντρο και ακτίνα
√

Nr ως προς την d2.

Αντίστροφα, αν το A ϐρίσκεται σε κάποιον δίσκο ακτίνας r ως προς την d2 τότε ϐρίσκεται στον δίσκο

µε το ίδιο κέντρο και την ίδια ακτίνα ως προς την d∞.

Ορισµός. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, xn µια ακολουθία στο X και x ∈ X. Λέµε ότι η xn συγκλίνει στο x και

γράφουµε xn → x ή xn
d−→ x (αν ϑέλουµε να τονίσουµε τη µετρική), αν d(xn, x) → 0. Ισοδύναµα, αν για κάθε

ε > 0 υπάρχει n0 τέτοιο ώστε d(xn, x) < ε για κάθε n µε n ≥ n0. Ισοδύναµα, αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0

τέτοιο ώστε xn ∈ D(x, ε) για κάθε n µε n ≥ n0.

Θεώρηµα (Μοναδικότητα του ορίου). ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, xn µια ακολουθία στο X και x, y ∈ X. Αν

xn → x και xn → y, τότε x = y.

Απόδειξη. ΄Εχουµε d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(xn, y)→ 0 καθώς n→ ∞. ΄Αρα d(x, y) = 0, εποµένως x = y. �

Παραδείγµατα.

(1) Στον RN µε τη συνηθισµένη µετρική, xn → x αν και µόνο αν

lim
n→∞

xn(k) = x(k)
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για κάθε k = 1, 2, . . . ,N (δηλαδή η ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν συγκλίνει κατά συντεταγ-

µένη). Πράγµατι, αν xn
d2−→ x τότε για κάθε k έχουµε |xn(k) − x(k)| ≤ d2(xn, x) → 0. Αντίστροφα, αν

xn(k)→ x(k) για κάθε k, τότε

d2(xn, x) =















N
∑

k=1

|xn(k) − x(k)|2














1/2

→ 0.

Το ίδιο ισχύει και για τη µετρική d∞ του 4ου παραδείγµατος γιατί η ανισότητα d∞ ≤ d2 ≤
√

Nd∞
µας λέει ότι µια ακολουθία συγκλίνει σε κάποιο x ως προς τη µια µετρική αν και µόνο αν συγκλίνει

ως προς την άλλη.

(2) Στον C([a, b]) µε τη µετρική d∞ έχουµε ότι fn
d∞−→ f αν και µόνο αν fn → f οµοιόµορφα.

(3) Σε οποιονδήποτε µετρικό χώρο, µια ακολουθία η οποία είναι τελικά ίση µε x, συγκλίνει στο x (τελικά

ίση µε x σηµαίνει ότι από κάποιο δείκτη και µετά όλοι οι όροι της είναι ίσοι µε x).

(4) Σε ένα σύνολο µε τη διακριτή µετρική ισχύει και το αντίστροφο. Αν xn → x τότε η xn είναι τελικά

ίση µε x. Πράγµατι, σ’ ένα σύνολο µε τη διακριτή µετρική το {x} είναι ανοιχτός δίσκος µε κέντρο

x (και ακτίνα, ας πούµε, 1/2), εποµένως, από τον ορισµό της σύγκλισης, υπάρχει κάποιο n0 τέτοιο

ώστε xn ∈ {x} για κάθε n ≥ n0. Αλλά αυτό σηµαίνει ότι xn = x για κάθε n ≥ n0.

Παρατηρήσεις. Ακριβώς όπως στην περίπτωση των πραγµατικών αριθµών, έχουµε ότι :

(1) Σ’ ένα µετρικό χώρο κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι ϕραγµένη.

(2) Μια ακολουθία σ’ ένα µετρικό χώρο συγκλίνει στο x αν και µόνο αν κάθε υπακολουθία της συγκλίνει

στο x.
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