
ΑΝΟΙΧΤΑ ΚΑΙ ΚΛΕΙΣΤΑ ΣΥΝΟΛΑ

Ορισµός. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Το A λέγεται ανοιχτό, αν για κάθε x ∈ A υπάρχει ε > 0
τέτοιο ώστε D(x, ε) ⊂ A. Το A λέγεται κλειστό αν το X r A είναι ανοιχτό.
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Θεώρηµα. Κάθε ανοιχτός δίσκος σ΄ένα µετρικό χώρο (X, d) είναι ανοιχτό σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω D(x, ε) ένας ανοιχτός δίσκος. Τότε για κάθε y ∈ D(x, ε) έχουµε D(y, ε−d(x, y)) ⊂ D(x, ε). �

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος.

(1) Αν τα Gi, i ∈ I, είναι ανοιχτά, τότε το
⋃

i∈I Gi είναι ανοιχτό.

(2) Αν τα G1, . . . ,Gn είναι ανοιχτά, τότε το
⋂n

k=1 Gk είναι ανοιχτό.

Απόδειξη.

(1) ΄Εστω x ∈
⋃

i∈I Gi. Τότε x ∈ Gi0 για κάποιο i0, άρα υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε D(x, ε) ⊂ Gi0 ⊂
⋃

i∈I Gi.

(2) ΄Εστω x ∈
⋂n

k=1 Gk. Τότε x ∈ Gk για κάθε k. ΄Αρα υπάρχουν ε1, ε2, . . . , εn > 0 τέτοια ώστε D(x, εk) ⊂ Gk

για κάθε k. Θέτουµε ε = min{ε1, . . . , εn}. Τότε D(x, ε) ⊂ Gk για κάθε k. Εποµένως D(x, ε) ⊂
⋂n

k=1 Gk.

�

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος.

(1) Αν Fi, i ∈ I, κλειστά τότε
⋂

i∈I Fi κλειστό.

(2) Αν F1, . . . , Fn κλειστά τότε
⋃n

k=1 Fk κλειστό.

Απόδειξη.

(1) Fi, i ∈ I κλειστά ⇒ X r Fi, i ∈ I ανοιχτά⇒
⋃

i∈I (X r Fi) = X r
⋂

i∈I Fi ανοιχτό⇒
⋂

i∈I Fi κλειστό.

(2) Παρόµοια.

�

Θεώρηµα. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Το A είναι κλειστό αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία

xn ∈ A µε xn → x έχουµε x ∈ A.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το A είναι κλειστό και xn ∈ A µια ακολουθία µε xn → x. Ας υποθέσουµε ότι x < A.

Τότε x ∈ X r A. Αλλά το A είναι ανοιχτό, άρα υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε D(x, ε) ⊂ X r A. Αφού xn → x,

υπάρχει n0 τέτοιο ώστε xn0 ∈ D(x, ε). Εποµένως xn0 ∈ X \ A, δηλαδή xn0 < A, άτοπο. Αντίστροφα, έστω ότι

κάθε συγκλίνουσα ακολουθία σηµείων του A συγκλίνει σε κάποιο σηµείο του A. Υποθέτουµε ότι το A δεν

είναι κλειστό. Τότε το X r A δεν είναι ανοιχτό, άρα υπάρχει x ∈ X r A τέτοιο ώστε D(x, ε) 1 X r A για κάθε

ε > 0. ∆ηλαδή D(x, ε) ∩ A , ∅ για κάθε ε. Ιδιαίτερα, για κάθε n ∈ N υπάρχει xn ∈ D(x, 1/n) ∩ A. Αλλά τότε

d(xn, x) < 1/n→ 0, άρα η xn συγκλίνει στο x. Αυτό είναι άτοπο γιατί το x δεν ανήκει στο A ενώ η ακολουθία

ανήκει. �

Παραδείγµατα.

(1) Σε κάθε µετρικό χώρο (X, d), τα µονοσύνολα είναι κλειστά. Πράγµατι, έστω x ∈ X και y ∈ X r {x}.
Τότε x , y. Θέτουµε r = d(x, y) > 0 και παίρνουµε ότι x < D(y, r), άρα {x} ∩ D(y, r) = ∅, εποµένως

D(y, r) ⊂ X r {x}. ∆ηλαδή το X r {x} είναι ανοιχτό, εποµένως το {x} είναι κλειστό.

(2) Σε κάθε µετρικό χώρο, κάθε πεπερασµένο σύνολο F = {x1, . . . , xn} είναι κλειστό γιατί F =
⋃n

k=1{xk}

και τα µονοσύνολα δείξαµε ότι είναι κλειστά.
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(3) Σε κάθε διακριτό χώρο X, κάθε σύνολο A ⊂ X είναι ανοιχτό γιατί για κάθε x ∈ A έχουµε ότι

D(x, 1/2) = {x} ⊂ A. Συµπεραίνουµε ότι κάθε σύνολο είναι επίσης κλειστό, αφού το συµπλήρωµά

του είναι ανοιχτό.

(4) Στο R µε τη συνηθισµένη µετρική, το (0, 2) είναι ανοιχτό γιατί (0, 2) = D(1, 1). Το (0, 2) δεν είναι

κλειστό γιατί η ακολουθία 1/n ∈ (0, 2) συγκλίνει στο 0 < (0, 2).
(5) Στο R µε τη συνηθισµένη µετρική, το [0, 2] είναι κλειστό γιατί αν µια ακολουθία αριθµών µεταξύ

του 0 και του 2 συγκλίνει τότε το όριό της είναι µεταξύ του 0 και του 2. Το [0, 2] δεν είναι ανοιχτό

γιατί κάθε περιοχή του 0 περιέχει αρνητικούς αριθµούς, εποµένως δεν υπάρχει περιοχή του 0 η

οποία να περιέχεται εξ’ ολοκλήρου στο [0, 2].
(6) Γενικότερα, κάθε ανοιχτό διάστηµα (a, b) είναι ανοιχτό σύνολο και όχι κλειστό. Κάθε κλειστό διά-

στηµα είναι κλειστό σύνολο και όχι ανοιχτό.

(7) Το (0,+∞) είναι ανοιχτό διότι (0,+∞) =
⋃∞

n=1(0, n) (ένωση ανοιχτών συνόλων).

(8) ΄Ενα ηµιάνοιχτο διάστηµα δεν είναι ούτε ανοιχτό ούτε κλειστό σύνολο.

(9) Το Q δεν είναι ανοιχτό γιατί δεν περιέχει διάστηµα. ∆εν είναι κλειστό γιατί το R rQ δεν περιέχει

διάστηµα.

(10) Το σύνολο A = {1/n : n ∈ N} δεν είναι κλειστό γιατί η ακολουθία 1/n ∈ A συγκλίνει στο 0 < A. Το A
δεν είναι ανοιχτό γιατί δεν περιέχει διάστηµα.

(11) Το σύνολο A = {1/n : n ∈ N} ∪ {0} είναι κλειστό γιατί το συµπλήρωµά τουR r A = (−∞, 0) ∪
∞
⋃

n=1

(

1
n + 1

,
1
n

)

∪ (1,+∞)

είναι ανοιχτό σαν ένωση ανοιχτών συνόλων. ΄Οπως και στο προηγούµενο παράδειγµα, το A δεν είναι

ανοιχό.

(12) Το Z είναι κλειστό γιατί R r Z =⋃

n∈Z(n, n + 1).

Παρατήρηση. Η άπειρη τοµή ανοιχτών συνόλων δεν είναι κατ’ ανάγκη ανοιχτό σύνολο, για παράδειγµα

∞
⋂

n=1

(−1/n, 1/n) = {0}.

΄Αρα, η άπειρη ένωση κλειστών συνόλων δεν είναι κατ’ ανάγκη κλειστό σύνολο.

2


