
SEIRES MH ARNHTIKWN ORWN - TA KRITHRIA SUGKRISHS

Je¸rhma. 'Estw an mia akoloujÐa mh arnhtik¸n arijm¸n kai sn h akoloujÐa twn merik¸n ajroism�twn

thc seir�c

∞∑
n=1

an. Tìte :

(1) An h sn eÐnai �ragmènh tìte h seir� sugklÐnei.

(2) An h sn den eÐnai �ragmènh tìte

∞∑
n=1

an = +∞.

Apìdeixh. AfoÔ an ≥ 0 gia k�je n, h akoloujÐa sn eÐnai aÔxousa. Epomènwc an eÐnai �ragmènh sugklÐnei,

an den eÐnai �ragmènh apoklÐnei sto +∞. �

Parathr seic.

(1) To prohgoÔmeno �e¸rhma lèei ìti mia seir� mh arnhtik¸n ìrwn eÐte sugklÐnei eÐte apoklÐnei sto

+∞. Gia par�deigma, eÐdame ìti h armonik  seir� den sugklÐnei, �ra kat� an�gkh apoklÐnei sto

+∞.

(2) To prohgoÔmeno �e¸rhma den isqÔei gia seirèc arijm¸n me aujaÐreta prìshma. Gia par�deigma

h

∞∑
n=1

(−1)n den sugklÐnei. Par� taÔta h akoloujÐa twn merik¸n ajroism�twn thc eÐnai �ragmènh.

Je¸rhma (Krit rio sÔgkrishc). 'Estw an, bn akoloujÐec mh arnhtik¸n arijm¸n tètoiec ¸ste an ≤ bn gia

k�je n. Tìte :

(1) An h

∞∑
n=1

bn sugklÐnei tìte kai h

∞∑
n=1

an sugklÐnei.

(2) An h

∞∑
n=1

an apoklÐnei tìte kai h

∞∑
n=1

bn apoklÐnei.

Apìdeixh. 'Estw sn, tn oi akoloujÐec twn merik¸n ajroism�twn twn dÔo seir¸n. Efìson an ≤ bn gia k�je n,

èqoume ìti sn ≤ tn gia k�je n. T¸ra, an h
∞∑

n=1

bn sugklÐnei tìte h tn sugklÐnei �ra eÐnai �ragmènh, epomènwc

kai h sn eÐnai �ragmènh sunep¸c h

∞∑
n=1

an sugklÐnei. An

∞∑
n=1

an = +∞ tìte sn → +∞, �ra tn → +∞, epomènwc

∞∑
n=1

bn = +∞. �

Parat rhsh. To prohgoÔmeno �e¸rhma exakoloujeÐ na isqÔei an upojèsoume ìti an ≤ bn gia k�je

n ≥ n0, ìpou n0 k�poioc dedomènoc �usikìc arijmìc. ExakoloujeÐ, epÐshc, na isqÔei an λan ≤ µbn, ìpou

λ, µ dedomènoi �etikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ.

Par�deigma. An p > 1 tìte h seir�

∞∑
n=1

1
np sugklÐnei. Pr�gmati, èstw sn h akoloujÐa twn merik¸n

ajroism�twn. JewroÔme thn upakoloujÐa s2n+1−1 kai gia k�je n qwrÐzoume to s2n+1−1 se n + 1 diadoqikèc

om�dec me 1, 2, 22, . . . , 2n ìrouc h k�je mÐa. Mèsa se k�je om�da krat�me ton pr¸to ìro (o opoÐoc eÐnai

o megalÔteroc) tìsec �orèc ìsec kai to pl joc twn ìrwn thc om�dac. 'Etsi to ìlo �jroisma megal¸nei :

s2n+1−1 = 1︸︷︷︸
1 ìroc

+

(
1
2p +

1
3p

)
︸      ︷︷      ︸

2 ìroi

+ · · · +

(
1

(2n)p + · · · +
1

(2n+1 − 1)p

)
︸                             ︷︷                             ︸

2n ìroi

≤ 1 +
2
2p + · · · +

2n

2pn = 1 +
1

2p−1 + · · · +
1

2n(p−1)︸                         ︷︷                         ︸
gewmetrik  prìodoc

=
1 − 2(1−p)(n+1)

1 − 21−p ≤
1

1 − 21−p .

Epomènwc h s2n+1−1 eÐnai �ragmènh, �ra kai h sn eÐnai �ragmènh diìti sn ≤ s2n+1−1. Sunep¸c h seir� sugklÐ-

nei. H idèa aut c thc apìdeixhc �a qrhsimopoihjeÐ parak�tw sthn apìdeixh tou krit riou sumpÔknwshc

tou Cauchy. Parathr ste ìti an p ≥ 2, tìte den qrei�zetai na k�noume thn prohgoÔmenh apìdeixh.
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Sthn perÐptwsh aut  h sÔgklish thc seir�c prokÔptei �mesa apì thn anisìthta
1
np ≤

1
n2 kai to krit rio

sÔgkrishc (èqoume deÐxei se par�deigma thc prohgoÔmenhc enìthtac ìti h seir�

∞∑
n=1

1
n2 sugklÐnei).

Par�deigma. An 0 < p ≤ 1 tìte

∞∑
n=1

1
np = +∞. Pr�gmati, èqoume

1
n
≤

1
np kai gnwrÐzoume ìti

∞∑
n=1

1
n
= +∞,

�ra apì krit rio sÔgkrishc

∞∑
n=1

1
np = +∞.

Je¸rhma (Oriakì krit rio sÔgkrishc). 'Estw an, bn akoloujÐec �etik¸n arijm¸n tètoiec ¸ste
an

bn
→ `,

ìpou ` > 0. Tìte h
∞∑

n=1

an sugklÐnei an kai mìno an h

∞∑
n=1

bn sugklÐnei.

Apìdeixh. Efìson
an

bn
→ `, up�rqei n0 tètoio ¸ste

∣∣∣∣∣an

bn
− `

∣∣∣∣∣ < `2 gia k�je n ≥ n0. 'Ara
`

2
<

an

bn
<

3`
2

gia

k�je n ≥ n0. Epomènwc
`

2
bn < an <

3`
2

bn gia k�je n ≥ n0, kai to sumpèrasma èpetai apì to krit rio

sÔgkrishc. �

ParadeÐgmata.

(1) H seir�

∞∑
n=1

√
n

n + 2
apoklÐnei diìti

√
n

n+2
1
√

n

→ 1 kai gnwrÐzoume ìti

∞∑
n=1

1
√

n
= +∞.

(2) H seir�

∞∑
n=10

n + 2
n3 − n − 8

sugklÐnei diìti

n+2
n3−n−8

1
n2

→ 1 kai gnwrÐzoume ìti h seir�

∞∑
n=1

1
n2 sugklÐnei.

Par�deigma (O arijmìc e san ìrio seir�c). JumÐzoume ìti o arijmìc e orÐzetai san to ìrio thc akoloujÐac(
1 +

1
n

)n

.

Ja deÐxoume ìti

∞∑
n=0

1
n!
= e. To ìti h seir� sugklÐnei prokÔptei �mesa apì to krit rio sÔgkrishc. Pr�g-

mati, gia k�je n ≥ 2 èqoume ìti
1
n!
≤

1
2n kai gnwrÐzoume ìti h gewmetrik  seir� sugklÐnei. Jètoume loipìn

s =
∞∑

n=0

1
n!

kai �a deÐxoume ìti s = e. 'Estw sn h akoloujÐa twn merik¸n ajroism�twn thc seir�c. Tìte

sn → s. ParathroÔme ìti(
1 +

1
n

)n

=

n∑
k=0

(
n
k

)
1
nk = 1 +

n∑
k=1

1
k!

(n − k + 1)(n − k + 2) · · · (n − 1)n
n · n · · · n · n

= 1 +
n∑

k=1

1
k!

(
1 −

k − 1
n

) (
1 −

k − 2
n

)
· · ·

(
1 −

1
n

)
<

n∑
k=0

1
k!
= sn.

PaÐrnontac ìria kaj¸c n→ ∞ sthn parap�nw sqèsh, èqoume e ≤ s. 'Estw t¸ra tuqìn ε > 0. AfoÔ sn → s,
up�rqei n0 tètoio ¸ste sn0 > s − ε. Tìte gia k�je n > n0 èqoume(

1 +
1
n

)n

= 1 +
n∑

k=1

(
n
k

)
1
nk > 1 +

n0∑
k=1

1
k!

(
1 −

k − 1
n

) (
1 −

k − 2
n

)
· · ·

(
1 −

1
n

)
.

PaÐrnontac ìria kaj¸c n→ ∞ sthn parap�nw sqèsh èqoume

e ≥
n0∑

k=0

1
k!
= sn0 > s − ε.

H parap�nw anisìthta isqÔei gia k�je ε > 0, �ra e ≥ s. DeÐxame dhlad  ìti e ≤ s kai e ≥ s. Epomènwc,

e = s.
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