
DUNAMOSEIRES

Orismìc. 'Estw an mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n. Mia seir� sunart sewn thc morf c

∞∑
n=0

anxn

lègetai dunamoseir� me kèntro 0.

Parat rhsh. Mia dunamoseir� sugklÐnei toul�qisto gia x = 0.

Orismìc. 'Estw

∞∑
n=0

anxn mia dunamoseir�. Jètoume

R =
1

lim sup |an|
1/n

k�nontac th sÔmbash
1
0
= +∞ kai

1
+∞
= 0. To R lègetai aktÐna sÔgklishc thc dunamoseir�c. An R > 0 tìte

to di�sthma (−R,R) lègetai di�sthma sÔgklishc thc dunamoseir�c.

Je¸rhma. 'Estw

∞∑
n=0

anxn mia dunamoseir� me aktÐna sÔgklishc R. Tìte :

(1) An R > 0 tìte h dunamoseir� sugklÐnei apìluta kai omoiìmorfa se k�je kleistì upodi�sthma

[−a, a] ⊂ (−R,R) me 0 < a < R.
(2) An R < +∞ tìte h dunamoseir� den sugklÐnei gia kanèna |x| > R.

Apìdeixh.

(1) Epilègoume b > 0 ètsi ¸ste a < b < R. Tìte lim sup
n
|an|

1/n =
1
R
<

1
b
. Epomènwc up�rqei n0 tètoio

¸ste |an|
1/n <

1
b
gia k�je n ≥ n0. 'Ara |anxn| <

(
|x|
b

)n

≤

(a
b

)n
gia k�je n ≥ n0 kai k�je x ∈ [−a, a]. Al-

l� h seir�

∞∑
n=0

(a
b

)n
sugklÐnei diìti 0 <

a
b
< 1. To sumpèrasma èpetai apì to krit rio Weierstrass.

(2) An |x| > R, tìte lim sup
n
|anxn|

1/n
=
|x|
R
> 1. Epomènwc up�rqoun k1 < k2 < k3 < · · · ètsi ¸ste

|akn xkn | > 1. 'Ara h akoloujÐa anxn den eÐnai mhdenik , epomènwc h seir�

∞∑
n=0

anxn apokleÐetai na

sugklÐnei.

�

Parathr seic.

(1) Apì to prohgoÔmeno �e¸rhma mporoÔme na sumper�noume ìti mia dunamoseir� sugklÐnei kat�

shmeÐo s� olìklhro to di�sthma sÔgklishc kai omoiìmorfa se k�je kleistì upodi�sthma tou

diast matoc sÔgklishc. Den mporoÔme na sumper�noume ìti sugklÐnei omoiìmorfa s� olìklhro

to di�sthma sÔgklishc. Sta �kra tou diast matoc sÔgklishc, dhlad  gia x = ±R, h seir� mporeÐ

eÐte na sugklÐnei   na mhn sugklÐnei.

(2) An gia mia dunamoseir� èqoume ìti, gia k�poio r, sugklÐnei gia k�je x me |x| < r kai den sugklÐnei

gia k�je x me |x| > r, tìte to r eÐnai h aktÐna sÔgklishc thc dunamoseir�c.

(3) An mia dunamoseir� èqei mhdenik  aktÐna sÔgklishc, tìte sugklÐnei mìno gia x = 0 kai gia kanèna

�llo x.
(4) K�je dunamoseir� eÐnai suneq c sun�rthsh s� olìklhro to di�sthma sÔgklishc.

(5) Mia dunamoseir�

∞∑
n=0

anxn eÐnai oloklhr¸simh se k�je kleistì upodi�sthma [a, b] tou diast matoc

sÔgklishc kai isqÔei∫ b

a

 ∞∑
n=0

anxn

 dx =
∞∑

n=0

an

∫ b

a
xndx =

∞∑
n=0

an

n + 1

(
bn+1 − an+1

)
.

Je¸rhma. 'Estw an mia akoloujÐa mh mhdenik¸n arijm¸n tètoia ¸ste

lim
∣∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣∣ = R.
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Tìte h dunamoseir�

∞∑
n=0

anxn èqei aktÐna sÔgklishc R.

Apìdeixh. DÐnoume thn apìdeixh gia 0 < R < +∞. Oi peript¸seic R = 0 kai R = +∞ apodeiknÔontai

an�loga. Gia x , 0 èqoume lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣an+1xn+1

anxn

∣∣∣∣∣∣ = |x|R to opoÐo eÐnai


< 1, an |x| < R

> 1, an |x| > R
. Apì krit rio lìgou, h

∞∑
n=0

|anxn| sugklÐnei an |x| < R kai den sugklÐnei an |x| > R. Autì shmaÐnei ìti h aktÐna sÔgklishc thc

dunamoseir�c eÐnai akrib¸c R.
�

ParadeÐgmata.

(1) H

∞∑
n=0

xn

n!
èqei �peirh aktÐna sÔgklishc, �ra sugklÐnei kat� shmeÐo s� olìklhro to R kai omoiì-

morfa se k�je kleistì upodi�sthma. H seir� den sugklÐnei omoiìmorfa s� olìklhro to R giatÐ

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=0

xk

k!
−

∞∑
k=0

xk

k!

∣∣∣∣∣∣∣ = sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

xk

k!

∣∣∣∣∣∣∣ ≥ (n + 1)n+1

(n + 1)!
→ +∞.

(2) H

∞∑
n=0

n!xn èqei mhdenik  aktÐna sÔgklishc, �ra sugklÐnei mìno gia x = 0.

(3) H

∞∑
n=0

xn èqei aktÐna sÔgklishc 1. 'Ara sugklÐnei kat� shmeÐo sth sun�rthsh
1

1 − x
sto di�sthma

(−1, 1). SugklÐnei omoiìmorfa se k�je kleistì upodi�sthma tou (−1, 1) all� ìqi s� olìklhro to

(−1, 1) (apì to pr¸to par�deigma thc prohgoÔmenhc enìthtac). Gia x = ±1 h seir� den sugklÐnei.

(4) H

∞∑
n=1

xn

n
èqei aktÐna sÔgklishc 1. Gia x = 1 paÐrnoume thn armonik  seir� h opoÐa den sugklÐnei,

en¸ gia x = −1 paÐrnoume thn enall�sousa

∞∑
n=1

(−1)n

n
h opoÐa sugklÐnei apì krit rio Dirichlet.

'Opwc eÐdame sto deÔtero par�deigma thc prohgoÔmenhc enìthtac, h seir� sugklÐnei omoiìmorfa

sto di�sthma [−1, 0], �ra se k�je di�sthma thc morf c [−1, a], me −1 < a < 1. Den sugklÐnei

omoiìmorfa se kanèna di�sthma thc morf c (a, 1).

(5) H

∞∑
n=1

xn

n2 èqei aktÐna sÔgklishc 1 kai sugklÐnei kai sta duo �kra tou diast matoc sÔgklishc.

EpÐshc, apì krit rio Weierstrass sugklÐnei omoiìmorfa sto [0, 1].

(6) H

∞∑
n=0

x2n

4n , apì krit rio lìgou   �Ðzac, sugklÐnei an |x| < 2. Den sugklÐnei an |x| > 2. Epomènwc h

aktÐna sÔgklishc eÐnai 2 kai ìqi 4, ìpwc �a èlege kaneÐc an ef�rmoze aprìsekta ton orismì.

Je¸rhma. 'Estw

∞∑
n=0

anxn mia dunamoseir� me aktÐna sÔgklishc R > 0. Jètoume f (x) =
∞∑

n=0

anxn, x ∈ (−R,R).

Tìte h f eÐnai paragwgÐsimh kai

f ′(x) =
∞∑

n=1

nanxn−1.

Apìdeixh. Kat� arq�c parathroÔme ìti h

∞∑
n=1

nanxn−1 èqei thn Ðdia aktÐna sÔgklishc me thn

∞∑
n=0

anxn, epo-

mènwc sugklÐnei omoiìmorfa se k�je kleistì upodi�sthma tou (−R,R). Jètoume

g(x) =
∞∑

n=1

nanxn−1, x ∈ (−R,R).

Ja deÐxoume ìti f ′ = g. Gia x ∈ (−R,R) èqoume
n∑

k=0

ak xk = a0 +

∫ x

0

d
dt

 n∑
k=0

aktk

 dt = a0 +

∫ x

0

 n∑
k=1

kaktk−1

 dt (∗).
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All� lim
n→∞

n∑
k=1

kaktk−1 = g(t) omoiìmorfa sto [0, x]. 'Ara paÐrnontac ìria kaj¸c n → ∞ sthn (∗) èqoume

f (x) = a0 +

∫ x

0
g(t)dt. Apì to �emeli¸dec �e¸rhma tou apeirostikoÔ logismoÔ, h f eÐnai paragwgÐsimh

kai f ′ = g. �

Par�deigma (H ekjetik  sun�rthsh). Gia k�je x ∈ R �ètoume exp(x) =
∞∑

n=0

xn

n!
(h dunamoseir� eÐdame

ìti èqei �peirh aktÐna sÔgklishc). Autìc eÐnai ènac enallaktikìc trìpoc na orÐsoume th gnwst  apì ton

apeirostikì logismì ekjetik  sun�rthsh
(
exp(x) = ex). EpalhjeÔoume dÔo apì tic idiìthtèc thc qrhsimo-

poi¸ntac �ewrÐa seir¸n :

(1) (ex)′ = ex diìti

exp′(x) =
∞∑

n=1

nxn−1

n!
=

∞∑
n=1

xn−1

(n − 1)!
=

∞∑
n=0

xn

n!
= exp(x).

(2) ee+y = exey diìti

exp(x) exp(y) =

 ∞∑
n=0

xn

n!

  ∞∑
n=0

yn

n!

 = ∞∑
n=0

n∑
k=0

xkyn−k

k!(n − k)!
=

∞∑
n=0

1
n!

n∑
k=0

(
n
k

)
xkyn−k =

∞∑
n=0

(x + y)n

n!
= exp(x + y).

Orismìc. Mia seir� thc morf c

∞∑
n=0

an(x − x0)n, ìpou x0 ∈ R stajerì, lègetai dunamoseir� me kèntro x0.

H aktÐna sÔgklishc R tètoiwn seir¸n orÐzetai apì ton Ðdio tÔpo kai to di�sthma sÔgklishc orÐzetai na

eÐnai (x0 − R, x0 + R). H upìloiph �ewrÐa eÐnai teleÐwc an�logh.
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