
EISAGWGH STHN ANALUSH II

10o Full�dio Ask sewn

'Askhsh 1. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A ⊂ X. DeÐxte ìti to A eÐnai anoiqtì an kai mìno an eÐnai ènwsh

anoiqt¸n dÐskwn.

LÔsh. An to A eÐnai ènwsh anoiqt¸n dÐskwn tìte eÐnai anoiqtì san ènwsh anoiqt¸n sunìlwn. AntÐstrofa, an

to A eÐnai anoiqtì, tìte gia k�je x ∈ A up�rqei rx > 0 tètoio ¸ste D(x, rx) ⊂ A. 'Ara A =
⋃

x∈A D(x, rx). �

'Askhsh 2. DeÐxte ìti k�je anoiqtì uposÔnolo tou Rn (me th sunhjismènh metrik ) eÐnai ènwsh kleist¸n

dÐskwn.

LÔsh. Apì thn prohgoÔmenh �skhsh, k�je anoiqtì sÔnolo eÐnai ènwsh anoiqt¸n dÐskwn, �ra arkeÐ na

deÐxoume ìti sto Rn k�je anoiqtìc dÐskoc eÐnai ènwsh kleist¸n dÐskwn. Autì eÐnai al jeia giatÐ

D(x, r) =
∞⋃

k=1

{
y ∈ Rn : d2(x, y) ≤ r −

1
k

}
.

�

'Askhsh 3. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A,B ⊂ X. DeÐxte ìti

(1) A ⊂ B⇒ A ⊂ B.
(2) A ∪ B = A ∪ B.
(3) A ∩ B ⊂ A ∩ B.

LÔsh.

(1) An x ∈ A tìte up�rqei akoloujÐa xn ∈ A me xn → x. All� xn ∈ B afoÔ A ⊂ B, �ra x ∈ B.
(2) 'Eqoume ìti A ⊂ A ∪ B kai B ⊂ A ∪ B, �ra apì to (1), A ⊂ A ∪ B kai B ⊂ A ∪ B. Sunep¸c

A ∪ B ⊂ A ∪ B. EpÐshc, A ∪ B ⊂ A ∪ B, �ra, p�li apì to (1), A ∪ B ⊂ A ∪ B = A ∪ B.
(3) 'Opwc sto (2), èqoume A ∩ B ⊂ A kai A ∩ B ⊂ B, �ra A ∩ B ⊂ A ∩ B.

�

'Askhsh 4. Sto R me th sunhjismènh metrik , �reÐte duo sÔnola A, B tètoia ¸ste A ∩ B , A ∩ B kai mia

oikogèneia sunìlwn An, n ∈ N, tètoia ¸ste
⋃
∞

n=1 An ,
⋃
∞

n=1 An.

LÔsh. Jètoume A = (0, 1), B = (1, 2), An = [1/n, 1]. Tìte A ∩ B = ∅, A ∩ B = {1},
⋃
∞

n=1 An = (0, 1],⋃
∞

n=1 An = [0, 1]. �

'Askhsh 5. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A ⊂ X tètoio ¸ste A = X. DeÐxte ìti A ∩ G , ∅ gia k�je mh

kenì anoiqtì sÔnolo G.

LÔsh. AfoÔ to G eÐnai mh kenì, up�rqei x ∈ G. AfoÔ to G eÐnai anoiqtì up�rqei r > 0 tètoio ¸ste

D(x, r) ⊂ G. All� x ∈ A, �ra D(x, r) ∩ A , ∅, apì to opoÐo sunep�getai ìti A ∩ G , ∅. �

'Askhsh 6. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A ⊂ X tètoio ¸ste A = X. DeÐxte ìti A ∩ G = G gia k�je G ⊂ X
anoiqtì.

LÔsh. 'ArkeÐ na deÐxoume ìti G ⊂ A ∩ G. 'Estw x ∈ G kai ε > 0. Prèpei na deÐxoume ìti to D(x, ε) tèmnei
to sÔnolo A ∩ G. AfoÔ x ∈ G, èqoume ìti D(x, ε) ∩ G , ∅. 'Etsi to sÔnolo autì eÐnai anoiqtì kai mh kenì,

�ra apì thn prohgoÔmenh �skhsh èqoume ìti A ∩D(x, ε) ∩ G , ∅. �

'Askhsh 7. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc, A ⊂ X, x ∈ X. Jètoume

dA(x) = inf
y∈A

d(x, y)

(h {apìstash} tou x apì to A). DeÐxte ìti x ∈ A⇔ dA(x) = 0.

LÔsh. 'Estw x ∈ A. Tìte up�rqei akoloujÐa xn ∈ A tètoia ¸ste xn → x. Epomènwc dA(x) ≤ d(x, xn) → 0,
�ra dA(x) = 0. AntÐstrofa, an dA(x) = 0 tìte inf

y∈A
d(x, y) = 0, �ra apì tic idiìthtec tou in�mum, up�rqei

akoloujÐa xn ∈ A tètoia ¸ste d(xn, x) < 1/n→ 0. Dhlad  xn → x. Epomènwc x ∈ A. �
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'Askhsh 8. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A ⊂ X. Me to sumbolismì thc prohgoÔmenhc �skhshc, gia

k�je ε > 0 �ètoume

∆(A, ε) = {x ∈ X : dA(x) < ε}.
(h {ε-perioq } tou A). DeÐxte ìti to ∆(A, ε) eÐnai anoiqtì sÔnolo.

LÔsh. 'Eqoume

x ∈ ∆(A, ε)⇔ dA(x) < ε⇔ inf
y∈A

d(x, y) < ε⇔ ∃y ∈ A : d(x, y) < ε⇔ ∃y ∈ A : x ∈ D(y, ε)⇔ x ∈
⋃
y∈A

D(y, ε).

Epomènwc

∆(A, ε) =
⋃
y∈A

D(y, ε).

'Ara to ∆(A, ε) eÐnai anoiqtì san ènwsh anoiqt¸n sunìlwn. �

'Askhsh 9. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc, F ⊂ X kleistì. DeÐxte ìti to F eÐnai arijm simh tom  anoiqt¸n

sunìlwn.

LÔsh. Isqurizìmaste ìti F =
⋂
∞

n=1 ∆(F, 1/n) (me to sumbolismì thc prohgoÔmenhc �skhshc). Pr�g-

mati, èqoume profan¸c F ⊂ ∆(F, 1/n) gia k�je n ∈ N, �ra F ⊂
⋂
∞

n=1 ∆(F, 1/n). AntÐstrofa, èstw

x ∈
⋂
∞

n=1 ∆(F, 1/n). Tìte

x ∈ ∆(F, 1/n) ∀n ∈N⇒ dF(x) < 1/n ∀n ∈N⇒ inf
y∈F

d(x, y) < 1/n ∀n ∈N

⇒ ∀n ∈N ∃xn ∈ F : d(x, xn) < 1/n⇒ xn → x.

All� to F eÐnai kleistì, �ra x ∈ F. Epomènwc
⋂
∞

n=1 ∆(F, 1/n) ⊂ F. �
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