
EISAGWGH STHN ANALUSH II

11o Full�dio Ask sewn

'Askhsh 1. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc, A ⊂ X. DeÐxte ìti :

(1) A = A, (A◦)◦ = A◦, (A′)′ ⊂ A′.
(2) A = A ∪ ∂A.

(3) To A eÐnai kleistì an kai mìno an A′ ⊂ A.

(4) To A eÐnai kleistì an kai mìno an ∂A ⊂ A.

(5) X = A◦ ∪ ∂A ∪ (X r A).

LÔsh.

(1) To A eÐnai kleistì kai to A◦ eÐnai anoiqtì, �ra A = A kai (A◦)◦ = A◦. EpÐshc, to A′ eÐnai kleistì,
�ra A′ = A′. All� A′ = A′ ∪ (A′)′, epomènwc (A′)′ ⊂ A′.

(2) 'Eqoume

A ∪ ∂A = A ∪ (A r A◦) = A ∪ (A ∩ (X r A◦)) = (A ∪ A) ∩ (A ∪ (X r A◦)) = A ∩ X = A.

(3) 'Estw A kleistì, tìte A = A. All� A′ ⊂ A. 'Ara A′ ⊂ A. AntÐstrofa, èstw ìti A′ ⊂ A. Tìte

A = A ∪ A′ = A, �ra A kleistì.

(4) 'Estw A kleistì, tìte A = A. All� ∂A ⊂ A, �ra ∂A ⊂ A. AntÐstrofa, èstw ìti ∂A ⊂ A. Apì to (2)

èqoume ìti A = A ∪ ∂A = A, �ra A kleistì.

(5) 'Eqoume

A◦ ∪ ∂A ∪ (X r A) = A◦ ∪ (A ∩ (X r A◦)) ∪ (X r A) = [(A◦ ∪ A) ∩ (A◦ ∪ (X r A◦))] ∪ (X r A)

= (A ∩ X) ∪ (X r A) = A ∪ (X r A) = X.

Parathr ste ìti ta A◦, ∂A kai X r A eÐnai an� dÔo xèna.

�

'Askhsh 2. Sto R me th sunhjismènh metrik  (qwrÐc apodeÐxeic):

(1) BreÐte duo sÔnola A,B tètoia ¸ste (A ∪ B)◦ , A◦ ∪ B◦.
([0, 1] ∪ [1, 2])◦ = [0, 2]◦ = (0, 2)
[0, 1]◦ ∪ [1, 2]◦ = (0, 1) ∪ (1, 2) , (0, 2).

(2) BreÐte duo sÔnola A,B tètoia ¸ste
(
A
)◦
, A, B◦ , B.(

[0, 1]
)◦
= [0, 1]◦ = (0, 1) , [0, 1].

(0, 1)◦ = (0, 1) = [0, 1] , (0, 1).

(3) BreÐte duo sÔnola A,B tètoia ¸ste ∂(A ∪ B) , ∂A ∪ ∂B.
∂([0, 1] ∪ [1, 2]) = ∂[0, 2] = {0, 2}
∂[0, 1] ∪ ∂[1, 2] = {0, 1} ∪ {1, 2} = {0, 1, 2} , {0, 2}.

(4) BreÐte èna sÔnolo A tètoio ¸ste to A′ na eÐnai �peiro arijm simo.

{n + 1/m : n,m ∈N}′ =N.

(5) BreÐte èna sÔnolo A tètoio ¸ste (A′)′ , A′.
({1/n : n ∈N}′)′ = {0}′ = ∅ , {0}.

'Askhsh 3. Gia ta parak�tw sÔnola A sto R2 me th sunhjismènh metrik , exet�ste an eÐnai anoiqt�  

kleist�   tÐpota apì ta duo, kai �reÐte ta A, A◦, ∂A kai A′ (qwrÐc apodeÐxeic):
(1) A = {(x, y) : x > 0}:

anoiqtì, ìqi kleistì, A = {(x, y) : x ≥ 0}, A◦ = A,

∂A = {(x, y) : x = 0}, A′ = A.

(2) A = {(x, y) : x ≥ 0}:
ìqi anoiqtì, kleistì, A = A, A◦ = {(x, y) : x > 0},
∂A = {(x, y) : x = 0}, A′ = A.
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(3) A = {(n, 0) : n ∈N}:
kleistì, ìqi anoiqtì, A = A, A◦ = ∅, ∂A = A, A′ = ∅.

(4) A = {(1/n, 0) : n ∈N}:
ìqi anoiqtì, ìqi kleistì, A = A ∪ {(0, 0)}, A◦ = ∅, ∂A = A,

A′ = {(0, 0)}.

(5) A = {(1/n, 1/m) : n,m ∈N}:
ìqi anoiqtì, ìqi kleistì,

A = A ∪ {(1/n, 0) : n ∈N} ∪ {(0, 1/n) : n ∈N} ∪ {(0, 0)},
A◦ = ∅, ∂A = A,

A′ = {(1/n, 0) : n ∈N} ∪ {(0, 1/n) : n ∈N} ∪ {(0, 0)}.

(6) A = Q × {1/n : n ∈N}:
ìqi anoiqtì, ìqi kleistì, A = R × ({1/n : n ∈N} ∪ {0}),
A◦ = ∅, ∂A = A, A′ = A.

'Askhsh 4. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai xn mia akoloujÐa sto X me thn idiìthta d(xn, xm) = 1 gia k�je

n,m ∈N me n , m. Jètoume A = {xn : n ∈N}. DeÐxte ìti A′ = ∅, kai �ra to A eÐnai kleistì.

LÔsh. Gia opoiod pote x ∈ X, to D(x, 1/4)∩A den mporeÐ na eÐnai �peiro. Pr�gmati an  tan, �a up rqan

toul�qisto duì diaforetik� xn, xm ∈ D(x, 1/4). All� tìte �a eÐqame

1 = d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) <
1
4
+

1
4
=

1
2
,

�topo. 'Ara A′ = ∅. Epomènwc A = A ∪ A′ = A, dhlad  to A eÐnai kleistì. �

'Askhsh 5. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc, A ⊂ X. DeÐxte ìti :

(1) X r A = X r A◦.
(2) (X r A)◦ = X r A.

(3) ∂A = ∂(X r A).

LÔsh.

(1) To X r A◦ eÐnai kleistì upersÔnolo tou X r A, �ra X r A ⊂ X r A◦. 'Estw t¸ra x ∈ X r A◦. Tìte
x < A◦, �ra gia k�je r > 0 èqoume D(x, r) 1 A, dhlad  D(x, r)∩ (XrA) , ∅. Epomènwc x ∈ X r A.

(2) Efarmìzoume to (1) me to X r A sth �èsh tou A.

(3) 'Eqoume

∂(X r A) = X r A r (X r A)◦ = X r A ∩ (X r (X r A)◦) = (X r A◦) ∩ (X r (X r A))

= (X r A◦) ∩ A = A r A◦ = ∂A.

�

'Askhsh 6. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc, A ⊂ X. DeÐxte ìti

x ∈ ∂A⇔ k�je perioq  tou x tèmnei kai to A kai to X r A
⇔ ∃xn ∈ A, ∃yn ∈ X r A : xn → x & yn → x.

LÔsh.

x ∈ ∂A⇔ x ∈ A r A◦ = A ∩ (X r A◦) = A ∩ X r A

⇔ x ∈ A & x ∈ X r A

⇔


∀ε > 0 D(x, ε) ∩ A , ∅ & D(x, ε) ∩ (X r A) , ∅

∃xn ∈ A, ∃yn ∈ X r A : xn → x & yn → x
�
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