
ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ ΙΙ

3ο Φυλλάδιο Ασκήσεων

΄Ασκηση 1. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά

∞
∑

n=2

1
(ln n)ln n

.

Λύση. Η ακολουθία
1

(ln n)ln n
είναι ϕθίνουσα, άρα από κριτήριο συµπύκνωσης, η σειρά συγκλίνει αν και

µόνο αν η
∞
∑

n=2

2n

(ln 2n)ln 2n =

∞
∑

n=2

2n

(n ln 2)n ln 2

συγκλίνει. Αλλά

n

√

2n

(n ln 2)nln2
=

2
(n ln 2)ln 2

→ 0 < 1.

Εποµένως, από κριτήριο ϱίζας, η σειρά συγκλίνει. �

΄Ασκηση 2. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση και την απόλυτη σύγκλιση τις παρακάτω σειρές :

(1)

∞
∑

n=1

(−1)n

(n + c)a(n + d)b
, a, b, c, d > 0.

(2)

∞
∑

n=2

(−1)n

n ln n
.

(3)

∞
∑

n=1

an, όπου an είναι η ακολουθία

(

1,−1,
1
2
,−1

2
,

1
3
,−1

3
, . . .

)

.

(4)

∞
∑

n=1

an, όπου an είναι η ακολουθία

(

1,−1,
1
22
,−1

2
,

2
32
,−1

3
,

3
42
,−1

4
, . . .

)

.

(5)

∞
∑

n=1

sin n
n

.

Λύση.

(1) Η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της

∞
∑

n=1

(−1)n είναι ϕραγµένη. Η ακολουθία
1

(n + c)a(n + d)b

είναι ϕθίνουσα και µηδενική. ΄Αρα από κριτήριο Dirichlet, η σειρά συγκλίνει. Τώρα

∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

∣

(−1)n 1
(n + c)a(n + d)b

∣

∣

∣

∣

∣

=

∞
∑

n=1

1
(n + c)a(n + d)b

.

Αλλά
1

(n + c)a(n + d)b

1
na+b

=

1
(1 + c/n)a(1 + d/n)b

→ 1.

΄Αρα από οριακό κριτήριο σύγκρισης, η σειρά

∞
∑

n=1

1
(n + c)a(n + d)b

συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά

∞
∑

n=1

1
na+b

συγκλίνει, δηλαδή, αν και µόνο αν a+ b > 1. Εποµένως η σειρά συγκλίνει απόλυτα αν και

µόνο αν a + b > 1.

(2) Η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της

∞
∑

n=2

(−1)n είναι ϕραγµένη. Η ακολουθία
1

n ln n
, n ≥ 2,

είναι ϕθίνουσα και µηδενική. ΄Αρα από κριτήριο Dirichlet, η σειρά συγκλίνει. Τώρα

∞
∑

n=2

∣

∣

∣

∣

∣

(−1)n

n ln n

∣

∣

∣

∣

∣

=

∞
∑

n=2

1
n ln n

.

Αλλά
∞
∑

n=2

2n

2n ln 2n
=

1
ln 2

∞
∑

n=2

1
n
= +∞.
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΄Αρα από κριτήριο συµπύκνωσης, η σειρά δεν συγκλίνει απόλυτα.

(3) ΄Εστω sn η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της σειράς. Τότε

s2n = (1 − 1) +

(

1
2
− 1

2

)

+ · · · +
(

1
n
− 1

n

)

= 0.

Επίσης

s2n+1 = (1 − 1) +

(

1
2
− 1

2

)

+ · · · +
(

1
n
− 1

n

)

+

1
n + 1

=

1
n + 1

→ 0.

΄Αρα η σειρά συγκλίνει και µάλιστα

∞
∑

n=1

an = 0. Εναλλακτικά, ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε

το κριτήριο Dirichlet, αυτό όµως δεν ϑα έδινε την τιµή του ορίου της σειράς. ΄Εστω τώρα tn η

ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της σειράς

∞
∑

n=1

|an|. Τότε

t2n = (1 + 1) +

(

1
2
+

1
2

)

+ · · · +
(

1
n
+

1
n

)

= 2
n

∑

k=1

1
k
.

Αλλά

lim
n→∞

n
∑

k=1

1
k
=

∞
∑

k=1

1
k
= +∞ (αρµονική).

΄Αρα t2n → +∞, εποµένως η σειρά δεν συγκλίνει απόλυτα.

(4) ΄Εστω sn η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της σειράς. Τότε

s2n = (1 − 1) +

(

1
22
− 1

2

)

+

(

2
32
− 1

3

)

+ · · · +
(

n − 1
n2
− 1

n

)

= − 1
22
− 1

32
− · · · − 1

n2
= −

n
∑

k=2

1
k2
.

Αλλά η ακολουθία

n
∑

k=2

1
k2

, n ≥ 2, συγκλίνει διότι η σειρά

∞
∑

k=2

1
k2

συγκλίνει. ΄Αρα η s2n συγκλίνει.

Επίσης

s2n+1 = (1 − 1) +

(

1
22
− 1

2

)

+ · · · +
(

n − 1
n2
− 1

n

)

+

n
(n + 1)2

= s2n +
n

(n + 1)2
.

Αλλά η s2n συγκλίνει και
n

(n + 1)2
→ 0. ΄Αρα η s2n+1 συγκλίνει στο ίδιο όριο µε την s2n. Εποµένως η

σειρά συγκλίνει.

΄Εστω τώρα tn η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της σειράς

∞
∑

n=1

|an|. Τότε

t2n = (1 + 1) +

(

1
22
+

1
2

)

+ · · · +
(

n − 1
n2
+

1
n

)

≥ 1 +
1
2
+ · · · + 1

n
=

n
∑

k=1

1
k
.

Αλλά

lim
n→∞

n
∑

k=1

1
k
=

∞
∑

k=1

1
k
= +∞ (αρµονική).

΄Αρα t2n → +∞, εποµένως η σειρά δεν συγκλίνει απόλυτα.
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(5) ΄Εχουµε

∞
∑

n=1

sin n
n
=

∞
∑

n=1

anbn, όπου an = sin n, bn =
1
n

. Στο σχήµα ϕαίνονται οι 20 πρώτοι όροι της

an. Παρά τη ϕαινοµενική συµµετρία, η ακολουθία δεν είναι περιοδική (στην πραγµατικότητα είναι

1-1).

΄Εστω sn η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της σειράς

∞
∑

n=1

an. Τότε

sn =

n
∑

k=1

sin k = Im















n
∑

k=1

cos k + i
n

∑

k=1

sin k















= Im















n
∑

k=1

(cos k + i sin k)















= Im















n
∑

k=1

eik















= Im
ei − ei(n+1)

1 − ei
.

(Im(x + iy) είναι το ϕανταστικό µέρος του µιγαδικού αριθµού x + iy. Επίσης χρησιµοποιήσαµε τη

σχέση eit
= cos t + i sin t, t ∈ R). ΄Αρα

|sn| ≤
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ei − ei(n+1)

1 − ei

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2
|1 − ei|

.

Εποµένως η sn είναι ϕραγµένη. Αλλά η bn είναι ϕθίνουσα και µηδενική, άρα από κριτήριο Dirichlet,

η σειρά συγκλίνει.

΄Εστω τώρα tn η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της σειράς

∞
∑

n=1

| sin n|
n

. Θεωρούµε τα ξένα

ανά δύο διαστήµατα
[

nπ +
π

4
, nπ +

3π
4

]

, n ∈ N.

Τότε

| sin t| ≥
√

2
2

για κάθε t ∈
[

nπ +
π

4
, nπ +

3π
4

]

.

√
2

2

nπ

nπ + π4

kn

nπ + 3π
4

(n + 1)π kn+1 (n + 2)π

| sin kn| | sin kn+1|

Επίσης, το µήκος κάθε διαστήµατος είναι π/2 > 1, άρα υπάρχουν ϕυσικοί αριθµοί

k1 < k2 < · · · < kn < · · ·

τέτοιοι ώστε

kn ∈
[

nπ +
π

4
, nπ +

3π
4

]

για κάθε n ∈ N,
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διότι σε ένα κλειστό διάστηµα µήκους τουλάχιστο 1 υπάρχει τουλάχιστο ένας ακέραιος αριθµός.

Εποµένως

tkn =

kn
∑

j=1

| sin j|
j
≥

n
∑

j=1

| sin k j|
k j

≥
√

2
2

n
∑

j=1

1
k j
≥
√

2
2

n
∑

j=1

1

jπ + 3π
4

≥
√

2
4π

n
∑

j=1

1
j
.

Αλλά

lim
n→∞

n
∑

j=1

1
j
=

∞
∑

j=1

1
j
= +∞ (αρµονική).

΄Αρα tkn → +∞, εποµένως η σειρά δεν συγκλίνει απόλυτα.

�

΄Ασκηση 3. ΄Εστω an µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι η σειρά

n
∑

n=1

anbn συγκλίνει για

κάθε ϕραγµένη ακολουθία bn. ∆είξτε ότι η σειρά

∞
∑

n=1

an συγκλίνει απόλυτα.

Λύση. Θέτουµε

bn =



























1 αν an > 0

0 αν an = 0

−1 αν an < 0

.

Τότε

∞
∑

n=1

|an| =
∞
∑

n=1

anbn η οποία συγκλίνει διότι η bn είναι ϕραγµένη. ΄Αρα η σειρά

∞
∑

n=1

an συγκλίνει απόλυτα.

�

΄Ασκηση 4. ΄Εστω

∞
∑

n=1

an µια συγκλίνουσα σειρά, και bn µια ϕθίνουσα και συγκλίνουσα ακολουθία. ∆είξτε

ότι η σειρά

∞
∑

n=1

anbn συγκλίνει.

Λύση. Θέτουµε b = lim bn. ΄Εστω sn η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της

∞
∑

n=1

an, και tn η ακολουθία

των µερικών αθροισµάτων της

∞
∑

n=1

an(bn − b). Αφού η

∞
∑

n=1

an συγκλίνει, η sn συγκλίνει, άρα είναι ϕραγµένη.

Επίσης, η ακολουθία bn − b είναι ϕθίνουσα και µηδενική, άρα από κριτήριο Dirichlet, η

∞
∑

n=1

an(bn − b)

συγκλίνει, δηλαδή η tn συγκλίνει. Αλλά

n
∑

k=1

akbk =

n
∑

k=1

ak(bk − b) + b
n

∑

k=1

ak = tn + bsn.

Αφού οι sn και tn συγκλίνουν, η ακολουθία

n
∑

k=1

akbk συγκλίνει καθώς n → ∞. Εποµένως η σειρά

∞
∑

k=1

akbk

συγκλίνει. �

΄Ασκηση 5. ΄Εστω ότι η σειρά

∞
∑

n=1

an συγκλίνει υπό συνθήκη. Θέτουµε A = {n : an < 0} και B = {n : an > 0}.

∆είξτε ότι τα σύνολα A και B είναι άπειρα.

Λύση. Ας υποθέσουµε ότι το A είναι πεπερασµένο. Θέτουµε n0 = max A. Τότε an ≥ 0 για κάθε n > n0.

Εποµένως
∞
∑

n=n0+1

|an| =
∞
∑

n=n0+1

an.

΄Αρα η σειρά συγκλίνει απόλυτα, άτοπο. Οµοίως δείχνουµε ότι το B δεν µπορεί να είναι πεπερασµένο. �
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