
EISAGWGH STHN ANALUSH II

4o Full�dio Ask sewn

'Askhsh 1. EÐnai al jeia ìti an h seir�

∞∑
n=1

an sugklÐnei tìte oi

∞∑
n=1

a2n−1 kai

∞∑
n=1

a2n sugklÐnoun ?

LÔsh. 'Oqi. H seir�

∞∑
n=1

(−1)n

n
sugklÐnei, all�

∞∑
n=1

−1
2n − 1

= −∞,

∞∑
n=1

1
2n
= +∞.

EÐnai al jeia an oi ìroi thc seir�c èqoun telik� stajerì prìshmo (�skhsh 5 tou 2ou �ull�diou). �

'Askhsh 2. EÐnai al jeia ìti an oi seirèc

∞∑
n=1

a2n−1 kai

∞∑
n=1

a2n sugklÐnoun tìte h seir�

∞∑
n=1

an sugklÐnei ?

LÔsh. Nai. 'Estw

sn =

n∑
k=1

a2k−1, tn =
n∑

k=1

a2k, un =

n∑
k=1

ak.

Jètoume s = lim sn kai t = lim tn. Tìte

u2n = sn + tn → s + t, u2n−1 = sn + tn−1 → s + t.

'Ara h un sugklÐnei. �

'Askhsh 3. EÐnai dunatì mia apoklÐnousa seir� �etik¸n arijm¸n na èqei sugklÐnousa anadi�taxh ?

LÔsh. 'Oqi. An up rqe sugklÐnousa anadi�taxh, tìte h arqik  seir� �a  tan anadi�taxh miac sugklÐnou-

sac seir�c �etik¸n arijm¸n epomènwc �a sunèkline. �

'Askhsh 4. 'Estw ìti h seir�

∞∑
n=1

an sugklÐnei upì sunj kh. Jètoume

A = {n : an ≥ 0} = {k1 < k2 < · · · < kn < · · · }, B = {n : an < 0} = {l1 < l2 < · · · < ln < · · · }.

Ta sÔnola aut� eÐnai �peira apì thn �skhsh 5 tou 3ou �ull�diou. DeÐxte ìti oi seirèc

∞∑
n=1

akn kai

∞∑
n=1

aln

apoklÐnoun.

LÔsh. Jètoume

bn =
1
2

(|an| + an), cn =
1
2

(|an| − an), sn =

n∑
j=1

b j, tn =
n∑

j=1

c j.

Tìte

sn =
1
2

 n∑
j=1

|a j| +

n∑
j=1

a j

→ +∞, tn =
1
2

 n∑
j=1

|a j| −

n∑
j=1

a j

→ +∞.
Epomènwc

n∑
j=1

ak j = skn → +∞,

n∑
j=1

al j = −tln → −∞.

�

'Askhsh 5. 'Estw ìti h seir�

∞∑
n=1

an sugklÐnei upì sunj kh. DeÐxte ìti èqei apoklÐnousa anadi�taxh.

LÔsh. Qrhsimopoi¸ntac to sumbolismì thc prohgoÔmenhc �skhshc, èqoume ìti

∞∑
n=1

akn = +∞. Epomènwc

up�rqei n1 tètoio ¸ste

ak1 + ak2 + · · · + akn1
> 1 − al1 .

OmoÐwc, afoÔ

∞∑
n=n1+1

akn = +∞, up�rqei n2 > n1 tètoio ¸ste

akn1+1 + akn1+2 + · · · + akn2
> 1 − al2 .
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SuneqÐzontac me ton Ðdio trìpo, paÐrnoume n1 < n2 < · · · < n j < · · · tètoia ¸ste

akn j−1+1 + akn j−1+2 + · · · + akn j
> 1 − al j .

Sunep¸c h anadi�taxh

(ak1 + ak2 + · · · + akn1
+ al1 ) + (akn1+1 + akn1+2 + · · · + akn2

+ al2 ) + · · · + (akn j−1+1 + akn j−1+2 + · · · + akn j
+ al j ) + · · ·

apoklÐnei (k�je parènjesh eÐnai megalÔterh apì 1). �

'Askhsh 6.

(1) DeÐxte ìti lim
n

2n∑
k=n

1
k
= ln 2.

(2) DeÐxte ìti

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln 2.

LÔsh.

(1) ParathroÔme ìti gia k�je k = n, . . . , 2n èqoume∫ k+1

k

dx
x
≤

1
k
≤

∫ k+1

k

dx
x − 1

.

'Ara ∫ 2n+1

n

dx
x
≤

2n∑
k=n

1
k
≤

∫ 2n+1

n

dx
x − 1

.

Epomènwc

ln
2n + 1

n
≤

2n∑
k=n

1
k
≤ ln

2n
n − 1

.

PaÐrnontac ìria wc proc n èqoume to 
htoÔmeno.

(2) 'Estw sn h akoloujÐa twn merik¸n ajroism�twn thc seir�c. Tìte

s2n = 1 −
1
2
+

1
3
−

1
4
+ · · · +

1
2n − 1

−
1

2n

=

(
1 +

1
2
+

1
3
+

1
4
+ · · · +

1
2n − 1

+
1

2n

)
− 2

(
1
2
+

1
4
+

1
6
+ · · · +

1
2n

)
=

2n∑
k=1

1
k
− 2

n∑
k=1

1
2k
=

2n∑
k=n+1

1
k
=

2n∑
k=n

1
k
−

1
n
→ ln 2.

All� gnwrÐzoume ìti h sn sugklÐnei. Epomènwc, kat� an�gkh, sn → ln 2.
�
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