
ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ ΙΙ

5ο Φυλλάδιο Ασκήσεων

΄Ασκηση 1. Εξετάστε ως προς την κατά σηµείο και την οµοιόµορφη σύγκλιση τις παρακάτω ακολουθίες

συναρτήσεων :

(1) fn(t) =
t

1 + nt
, t ≥ 0.

(2) fn(t) =
1

1 + nt
, t > 0.

(3) fn(t) =
1

1 + nt
, t ≥ ε0, όπου ε0 σταθερός ϑετικός αριθµός.

(4) fn(t) =
t

t + n
, t ≥ 0.

(5) fn(t) =
n

t + n
, t ≥ 0.

(6) fn(t) =
t2n

1 + t2n
, t ∈ R.
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Λύση.

(1) Για κάθε n η συνάρτηση fn είναι αύξουσα, άρα

ρ( fn, 0) = sup
t≥0

| fn(t) − 0| = sup
t≥0

t

1 + nt
= lim

t→+∞

t

1 + nt
=

1

n
→ 0, καθώς n→∞.

Εποµένως η fn συγκλίνει οµοιόµορφα, και άρα κατά σηµείο, στη µηδενική συνάρτηση.

(2) Για κάθε t > 0 έχουµε lim
n→∞

fn(t) = 0, άρα fn → 0 κατά σηµείο. Επίσης, για κάθε n η fn είναι

ϕθίνουσα, άρα

ρ( fn, 0) = sup
t>0

| fn(t) − 0| = sup
t>0

1

1 + nt
= lim

t→0+

1

1 + nt
= 19 0.

Εποµένως η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη.
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(3) Αφού η fn είναι ϕθίνουσα έχουµε

sup
t≥ε0

| fn(t) − 0| = sup
t≥ε0

1

1 + nt
=

1

1 + nε0
→ 0, καθώς n→∞.

Εποµένως η fn συγκλίνει οµοιόµορφα, και άρα κατά σηµείο, στη µηδενική συνάρτηση.

(4) Για κάθε t ≥ 0 έχουµε lim
n→∞

fn(t) = 0, άρα fn → 0 κατά σηµείο. Επίσης, για κάθε n η fn είναι

αύξουσα, άρα

sup
t≥0

| fn(t) − 0| = sup
t≥0

t

t + n
= lim

t→+∞

t

t + n
= 1.

∆ηλαδή sup
t≥0

| fn(t) − 0|9 0, εποµένως η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη.

(5) ΄Εχουµε fn(t) = 1 −
t

t + n
, άρα από το προηγούµενο ερώτηµα, η fn συγκλίνει κατά σηµείο, και όχι

οµοιόµορφα, στη σταθερή συνάρτηση 1.

(6) Αν |t| > 1 τότε lim
n→∞

t2n
= +∞, άρα lim

n→∞
fn(t) = lim

n→∞

1

t−2n
+ 1
= 1.

Αν |t| < 1 τότε lim
n→∞

t2n
= 0, άρα lim

n→∞
fn(t) = 0.

Αν |t| = 1 τότε t2n
= 1 άρα fn(t) = 1/2.

Εποµένως η fn συγκλίνει κατά σηµείο στη συνάρτηση

f (t) =























0, |t| < 1

1, |t| > 1

1/2, |t| = 1

.

Αφού οι fn είναι συνεχείς και η f ασυνεχής, η σύγκλιση δεν µπορεί να είναι οµοιόµορφη.

�

΄Ασκηση 2. ΄Εστω fn : R→ R συνεχείς, τέτοιες ώστε fn → f οµοιόµορφα. ΄Εστω επίσης xn µια ακολουθία

πραγµατικών αριθµών τέτοια ώστε xn → x. ∆είξτε ότι fn(xn)→ f (x).

Λύση. Αφού fn συνεχείς και fn → f οµοιόµορφα, έχουµε ότι η f είναι συνεχής και ότι

sup
t∈R | fn(t) − f (t)| → 0.

Αφού f συνεχής, έχουµε f (xn)→ f (x). ΄Αρα

| fn(xn) − f (x)| ≤ | fn(xn) − f (xn)| + | f (xn) − f (x)| ≤ sup
t∈R | fn(t) − f (t)| + | f (xn) − f (x)| → 0.

�

΄Ασκηση 3. ΄Εστω f : R → R οµοιόµορφα συνεχής. Θέτουµε fn(x) = f (x + 1/n). ∆είξτε ότι fn → f
οµοιόµορφα.

Λύση. ΄Εστω ε > 0. Αφού f οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ R µε |x− y| < δ

έχουµε | f (x) − f (y)| < ε. Επιλέγουµε n0 ∈ N τέτοιο ώστε
1

n0
< δ. Τότε για κάθε n ≥ n0 και κάθε x ∈ R

έχουµε |(x+ 1/n)− x| < δ και άρα | f (x+ 1/n)− f (x)| < ε. Συνεπώς sup
x∈R | fn(x) − f (x)| ≤ ε, εποµένως fn → f

οµοιόµορφα. �

΄Ασκηση 4. Θέτουµε fn(t) = tn, t ∈ [0, 1], και έστω g : [0, 1]→ R συνεχής µε g(1) = 0. ∆είξτε ότι fng → 0
οµοιόµορφα.

Λύση. Η g είναι συνεχής σε κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα, άρα ϕραγµένη. ∆ηλαδή υπάρχει M > 1 τέτοιο

ώστε |g(t)| ≤ M για κάθε t ∈ [0, 1]. ΄Εστω τώρα ε > 0. Αφού η g είναι συνεχής και g(1) = 0, υπάρχει δ > 0
τέτοιο ώστε |g(t)| < ε για κάθε t ∈ (1− δ, 1]. Παρατηρούµε ότι (1− δ)n → 0, άρα υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε

(1 − δ)n < ε για κάθε n ≥ n0. ΄Ετσι, γι’αυτά τα n έχουµε ότι :

Αν t ∈ [0, 1 − δ] τότε | fn(t)g(t)| ≤M(1 − δ)n <Mε.
Αν t ∈ (1 − δ, 1] τότε | fn(t)g(t)| < ε <Mε.
΄Αρα για κάθε t ∈ [0, 1] και κάθε n ≥ n0 έχουµε | fn(t)g(t)| < Mε. ∆ηλαδή sup

t∈[0,1]

| fn(t)g(t)| ≤Mε. Εποµένως

fng→ 0 οµοιόµορφα. �
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΄Ασκηση 5. ΄Εστω fn : I→ R µια ακολουθία συναρτήσεων οι οποίες δεν µηδενίζονται πουθενά. Υποθέτουµε

ότι fn → f οµοιόµορφα, και ότι υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε | f (x)| ≥ M για κάθε x ∈ I. ∆είξτε ότι
1

fn
→

1

f
οµοιόµορφα.

Λύση. Αφού fn → f οµοιόµορφα, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε ρ( fn, f ) ≤ M/2 για κάθε n ≥ n0. Εποµένως

γι’αυτά τα n και κάθε x ∈ I έχουµε

M ≤ | f (x)| = | f (x) − fn(x) + fn(x)| ≤ | f (x) − fn(x)| + | fn(x)| ≤ ρ( fn, f ) + | fn(x)| ≤M/2 + | fn(x)|.

΄Αρα | fn(x)| ≥M/2. Εποµένως
∣

∣

∣

∣

∣

1

fn(x)
−

1

f (x)

∣

∣

∣

∣

∣

=

| fn(x) − f (x)|

| fn(x)|| f (x)|
≤

2ρ( fn, f )

M2
.

Παίρνοντας sup ως προς x έχουµε

ρ

(

1

fn
,

1

f

)

≤
2ρ( fn, f )

M2
→ 0.

΄Αρα
1

fn
→

1

f
οµοιόµορφα. �

΄Ασκηση 6. Στην προηγούµενη άσκηση, δείξτε ότι η υπόθεση | f (x)| ≥ M (M > 0) για κάθε x, είναι

απαραίτητη.

Λύση. Θέτουµε fn(x) = x +
1

n
, x ∈ (0, 1). Τότε η fn συγκλίνει οµοιόµορφα στην ταυτοτική συνάρτηση

f (x) = x. Αλλά

sup
x∈(0,1)

∣

∣

∣

∣

∣

1

fn(x)
−

1

f (x)

∣

∣

∣

∣

∣

=

1

n
sup

x∈(0,1)

1

x
(

x + 1
n

) = +∞.

�
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