
ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ ΙΙ

9ο Φυλλάδιο Ασκήσεων

΄Ασκηση 1. Στο RN ϑεωρούµε τις µετρικές

d∞(x, y) = max
1≤k≤N

|x(k) − y(k)|,

και

d1(x, y) =
N
∑

k=1

|x(k) − y(k)|.

΄Εστω xn µια ακολουθία στο RN και x ∈ RN . ∆είξτε ότι

xn
d1
−→ x⇔ xn

d∞
−→ x.

Λύση. ΄Εχουµε δείξει ότι d∞(x, y) ≤ d1(x, y) ≤ Nd∞(x, y) (άσκηση 2 του ϕυλλαδίου 8).

Αν xn
d1
−→ x τότε d∞(xn, x) ≤ d1(xn, x)→ 0, άρα xn

d∞
−→ x.

Αν xn
d∞
−→ x τότε d2(xn, x) ≤ Nd∞(xn, x)→ 0, άρα xn

d1
−→ x. �

΄Ασκηση 2. Στο C([0, 1]) (δηλαδή το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων στο [0, 1]) ϑεωρούµε τις µετρικές

d∞( f , g) = sup
t∈[0,1]

| f (t) − g(t)|,

και

d1( f , g) =
∫ 1

0
| f (t) − g(t)|dt.

Βρείτε µια ακολουθία η οποία να συγκλίνει ως προς τη µία µετρική, αλλά να µην συγκλίνει ως προς την

άλλη.

Λύση. Θέτουµε

fn(t) =















1 − nt, 0 ≤ t ≤ 1/n

0, 1/n ≤ t ≤ 1
.

1

1

1/n

Τότε

d1( fn, 0) =
∫ 1/n

0
(1 − nt)dt =

1
2n
→ 0,

άρα fn
d1
−→ 0. Αλλά η fn συγκλίνει κατά σηµείο στην ασυνεχή συνάρτηση

h(t) =















1, t = 0

0, t , 0
,

εποµένως δεν συγκλίνει οµοιόµορφα σε καµία συνάρτηση, άρα δεν συγκλίνει σε καµία συνάρτηση ως προς

την d∞, αφού η σύγκλιση ως προς την d∞ είναι ισοδύναµη µε την οµοιόµορφη σύγκλιση.

Παρατηρήστε όµως ότι d1( f , g) ≤ d∞( f , g), εποµένως αν µια ακολουθία συγκλίνει ως προς την d∞ τότε

συγκλίνει και ως προς την d1. �

΄Ασκηση 3. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, x ∈ X. ∆είξτε ότι

∞
⋂

n=1

D(x, 1/n) = {x}.
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Λύση. Προφανώς x ∈ D(x, 1/n) για κάθε n, άρα x ∈
∞
⋂

n=1

D(x, 1/n). Αν τώρα y ∈
∞
⋂

n=1

D(x, 1/n) τότε y ∈ D(x, 1/n)

για κάθε n, άρα

d(x, y) < 1/n→ 0,

συνεπώς d(x, y) = 0, εποµένως x = y. ∆ηλαδή η τοµή είναι ακριβώς το µονοσύνολο {x}. �

΄Ασκηση 4. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και xn µια ακολουθία στο X τέτοια ώστε d(xn, xm) ≥ 1 για κάθε

n , m. ∆είξτε ότι η xn δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.

Λύση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει xkn τέτοια ώστε xkn → x για κάποιο x ∈ X. Τότε υπάρχει n0 τέτοιο ώστε

d(xkn , x) < 1/4 για κάθε n ≥ n0. Εποµένως αν επιλέξουµε n > m ≥ n0 έχουµε

d(xkn , xkm ) ≤ d(xkn , x) + d(xkm , x) < 1/2,

άτοπο. �

΄Ασκηση 5.

(1) Βρείτε ένα ϕραγµένο µετρικό χώρο ο οποίος να περιέχει µια ακολουθία µε την ιδιότητα της προη-

γούµενης άσκησης.

(2) Βρείτε ένα µη ϕραγµένο µετρικό χώρο ο οποίος να περιέχει µια ϕραγµένη ακολουθία µε την ιδιότητα

της προηγούµενης άσκησης.

Λύση.

(1) Στο R µε τη διακριτή µετρική, η ακολουθία xn = n έχει τη Ϲητούµενη ιδιότητα.

(2) ΄Εστω

X = {x : x = (x(k))k∈N, x(k) ∈ R, sup
k
|x(k)| < ∞}

το σύνολο όλων των ϕραγµένων ακολουθιών πραγµατικών αριθµών, µε µετρική

d∞(x, y) = sup
k
|x(k) − y(k)|.

Θέτουµε

en(k) =















1, n = k

0, n , k
.

Τότε en ∈ D(0, 2), για κάθε n (όπου 0, η ταυτοτικά ίση µε µηδέν ακολουθία) άρα η en είναι ϕραγµένη.

Επίσης d∞(en, em) = 1 για κάθε n , m.

Μην συγχέετε τις διαφορετικές σηµασίες της έννοιας «ακολουθία» σε αυτή και άλλες παρόµοιες

ασκήσεις που έχουν να κάνουν µε σύνολα τα οποία αποτελούνται από ακολουθίες. Για κάθε n,

το en σα στοιχείο του X είναι µια ϕραγµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών (µε τη συνηθισµένη

έννοια). Η en σαν ακολουθία στοιχείων του X (δηλαδή σαν ακολουθία ακολουθιών) είναι ϕραγµένη

ως προς τη µετρική d∞.

�

΄Ασκηση 6. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, xn, yn, x, y ∈ X έτσι ώστε xn → x, yn → y. ∆είξτε ότι

d(xn, yn)→ d(x, y).

Λύση. ΄Εχουµε

d(xn, yn) ≤ d(xn, x) + d(x, y) + d(y, yn),

άρα

d(xn, yn) − d(x, y) ≤ d(xn, x) + d(yn, y).

Οµοίως

d(x, y) − d(xn, yn) ≤ d(xn, x) + d(yn, y).

Εποµένως

|d(xn, yn) − d(x, y)| ≤ d(xn, x) + d(yn, y)→ 0.

�
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΄Ασκηση 7. ΄Εστω A = {x : x = (x(k))k∈N, x(k) ∈ R} το σύνολο όλων των ακολουθιών πραγµατικών αριθµών

µε µετρική

d(x, y) =
∞
∑

k=1

1
2k

|x(k) − y(k)|
1 + |x(k) − y(k)|

.

(΄Ασκηση 6 του ϕυλλαδίου 8.) ∆είξτε ότι µια ακολουθία xn στοιχείων του A (δηλαδή, µια ακολουθία ακο-

λουθιών) συγκλίνει ως προς την d σε κάποιο x ∈ A αν και µόνο αν xn(k)→ x(k) για κάθε k.

Λύση. ΄Εστω ότι xn → x. Σταθεροποιούµε τυχόν k και επιλέγουµε n0 έτσι ώστε 2kd(xn, x) < 1 για κάθε n ≥ n0.

Για τέτοια n έχουµε

1
2k

|xn(k) − x(k)|
1 + |xn(k) − x(k)|

≤

∞
∑

j=1

1
2 j

|xn( j) − x( j)|
1 + |xn( j) − x( j)|

= d(xn, x).

΄Αρα

|xn(k) − x(k)| ≤
2kd(xn, x)

1 − 2kd(xn, x)
→ 0, καθώς n→ ∞.

Αντίστροφα, έστω ότι xn(k)→ x(k) για κάθε k, και έστω ε > 0. Επιλέγουµε k0 έτσι ώστε

∞
∑

j=k0+1

1
2 j
<
ε

2
. Αφού

lim
n→∞

k0
∑

j=1

1
2 j

|xn( j) − x( j)|
1 + |xn( j) − x( j)|

= 0, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 έχουµε

k0
∑

j=1

1
2 j

|xn( j) − x( j)|
1 + |xn( j) − x( j)|

<
ε

2
.

Εποµένως για όλα αυτά τα n παίρνουµε

d(xn, x) =
∞
∑

j=1

1
2 j

|xn( j) − x( j)|
1 + |xn( j) − x( j)|

=

k0
∑

j=1

1
2 j

|xn( j) − x( j)|
1 + |xn( j) − x( j)|

+

∞
∑

j=k0+1

1
2 j

|xn( j) − x( j)|
1 + |xn( j) − x( j)|

≤

k0
∑

j=1

1
2 j

|xn( j) − x( j)|
1 + |xn( j) − x( j)|

+

∞
∑

j=k0+1

1
2 j
<
ε

2
+

ε

2
= ε.

΄Αρα xn → x. Το A µπορεί να ϑεωρηθεί το απειροδιάστατο ανάλογο των Ευκλείδειων χώρωνRN . Τα στοιχεία

του RN είναι διατεταγµένες N-άδες, ενώ τα στοιχεία του A είναι ακολουθίες δηλαδή διατεταγµένες ∞-άδες.

΄Ετσι ένας εναλλακτικός συµβολισµός για το A ϑα µπορούσε να είναι R∞. Η άσκηση αυτή λέει ότι µια

ακολουθία στον χώρο αυτό συγκλίνει αν και µόνο αν συγκλίνει κατά συντεταγµένη, ακριβώς όπως και στην

περίπτωση των Ευκλείδειων χώρων. �
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