
ARMONIKH ANALUSH

Prìodoc-Qeimerinì Ex�mhno 2011, Did�skwn: NÐkoc Frantzikin�khc

Epitrèpetai mìno mÐa selÐda me shmei¸seic. Di�rkeia 1 ¸ra kai 45 lept�. Kal  epituqÐa!!

(1) (3.5 mon�dec) Gia a ∈ (0, π] èstw f : [−π, π]→ R me tÔpo f(x) = 1[−a,a](x).

(i) DeÐxte ìti f̂(0) = a
π kai f̂(n) = sin(na)

πn e�n n 6= 0.

(ii) DeÐxte ìti gia k�je x ∈ [−π, π] \ {−a, a} èqoume

1[−a,a](x) =
a

π
+
∑
n6=0

sin(na)

πn
einx.

(iii) UpologÐste ta ajroÐsmata
∞∑
n=1

sin(na)

n
kai

∞∑
n=1

sin2(na)

n2
.

(2) (3.5 mon�dec) (i) 'Estw (an)n∈N akoloujÐa migadik¸n arijm¸n kai
∑∞

n=1 |an| < ∞. DeÐxte

ìti up�rqei f ∈ C(T) tètoia ¸ste f̂(n) = an gia k�je n ∈ N.

(ii) DeÐxte ìti den up�rqei f ∈ C(T) tètoia ¸ste f̂(n) = 1√
n
gia k�je n ∈ N.

(iii) Qrhsimopoi¸ntac to (i) deÐxte ìti up�rqei f ∈ C(T) tètoia ¸ste f̂(n) = 1√
n
gia �peira

n ∈ N.

(3) (3.5 mon�dec) 'Estw V dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno kai (en)n∈N orjokanonik 
akoloujÐa.

(i) E�n a1, . . . , aN migadikoÐ arijmoÐ, deÐxte ìti∥∥∥∥∥
N∑
n=1

an en

∥∥∥∥∥
2

=
N∑
n=1

|an|2.

(ii) E�n v ∈ V , deÐxte ìti gia k�je m ∈ {1, . . . , N} ta dianÔsmata v−
∑N

n=1 < v, en > en kai em

eÐnai orjog¸nia.

(iii) Sundu�zontac ta (i), (ii), kai to Pujagìreio je¸rhma, deÐxte ìti

N∑
n=1

| < v, en > |2 ≤ ‖v‖2

gia k�je N ∈ N. Sumper�netai ìti h seir�
∑∞

n=1 | < v, en > |2 sugklÐnei.


