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(1) (i) Για ποια z ∈ C είναι όλες οι τιμές zi πραγματικές;

(ii) Εάν z ∈ C και <(zn) > 0 για κάθε n ∈ N, δείξτε ότι το z είναι θετικός πραγματικός.

(2) ΄Οπως αναφέραμε στο μάθημα, ο τύπος Cardano δίνει ότι ο αριθμός

w = 3
√
2 + 11i+ 3

√
2− 11i

είναι ρίζα της εξίσωσης z3 = 15z + 4. Δείξτε ότι w = 4.

(Με 3
√
z εννοούμε τον κύριο κλάδο της z1/3.)

(3) ΄Εστω n ∈ N και ζ0 = 1, ζ1, . . . , ζn−1 οι νιοστές ρίζες τις μονάδας. Δείξτε ότι

(i) ζ0 + ζ1 + · · ·+ ζn−1 = 0.

(ii) 1 + ζk + ζ2k + · · ·+ ζn−1k = 0 για k = 1, . . . , n− 1.

(iii) ζ0 · ζ1 · . . . · ζn−1 = (−1)n−1.

(4) (i) Δείξτε ότι για θ ∈ (0, 2π) η ακολουθία (
∑n

k=1 e
ikθ)n∈N είναι φραγμένη.

(ii) Δείξτε ότι η σειρά
∑∞

n=1
zn

n
συγκλίνει για |z| = 1, z 6= 1, και ότι συγκλίνει ομοιόμορφα στα

συμπαγή υποσύνολα του ανοιχτού μοναδιαίου δίσκου.

(5) Δείξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R με τύπο

f(x) =

{
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2
x > 0

0 x ≤ 0

είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη και f (n)(0) = 0 για κάθε n ∈ N. Συμπεράνετε ότι η f δεν
μπορεί να αναπτυχθεί σε δυναμοσειρά γύρω από το 0.

(6) ΄Εστω n ∈ N και z1, . . . , zn μιγαδικοί αριθμοί. Δείξτε ότι
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Επίσης δείξτε ότι η σταθερά

1
π
δεν μπορεί να βελτιωθεί.

Υπόδειξη: Δείξτε πρώτα ότι

∣∣∣∑zk∈P (φ) zk

∣∣∣ ≥∑zk∈P (φ) |zk| cos (φ− arg zk) όπου P (φ) είναι το

ημιεπίπεδο {z : <(ze−iφ) ≥ 0}.


