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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Θα παρουσιάσουμε τις διαφορικές εξισώσεις και τα αντίστοιχα προβλήματα αρχι-
κών και συνοριακών τιμών που θα συναντήσουμε στα επόμενα κεφάλαια. Επίσης,
θα δούμε ορισμένες ιδιότητες και συμπεράσματα για τη λύση αυτών των προβλη-
μάτων που θα χρειαστούν για την κατανόηση των αριθμητικών μεθόδων που θα
χρησιμοποιήσουμε.

1.1 Διαφορικές εξισώσεις

Διαφορική Εξίσωση (Δ.Ε.) καλούμε μια εξίσωση η οποία συσχετίζει μια άγνωστη
παραγωγίσιμη συνάρτηση u με κάποιες από τις παραγώγους της. Αν η u είναι συ-
νάρτηση μιας μεταβλητής, τότε η διαφορική εξίσωση καλείται Συνήθης Διαφορική
Εξίσωση (Σ.Δ.Ε.). Ένα απλό παράδειγμα είναι η εξίσωση

u′(t) = u(t), t ∈ R. (1.1)

Αν η άγνωστη συνάρτηση u είναι δύο ή περισσοτέρων μεταβλητών, τότε η δια-
φορική εξίσωση συσχετίζει τη u με κάποιες από τις μερικές παραγώγους της και
καλείται Διαφορική Εξίσωση με Μερικές Παραγώγους ή Μερική Διαφορική Εξί-
σωση (Μ.Δ.Ε). Παραδείγματος χάριν, αν συμβολίσουμε με uxx και uyy τις δεύ-
τερες μερικές παραγώγους ως προς τις μεταβλητές x και y, αντίστοιχα, τότε ένα
παράδειγμα Μ.Δ.Ε. είναι η

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0.

Κάθε ομαλή συνάρτηση ϕ που ικανοποιεί μια διαφορική εξίσωση  καλείται
λύση αυτής της εξίσωσης. Παραδείγματος χάριν, όλες οι συναρτήσεις ϕ(t) = cet,
όπου c είναι μια αυθαίρετη σταθερά, αποτελούν λύσεις της (1.1). Επομένως, είναι
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2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

δυνατόν να υπάρχουν άπειρες συναρτήσεις οι οποίες μπορούν να ικανοποιούν μια
διαφορική εξίσωση.

Αν η υψηλότερη σε τάξη παράγωγος, που εμφανίζεται σε μία Σ.Δ.Ε. είναι κ,
τότε λέμε ότι η Σ.Δ.Ε. είναι τάξης κ. Αντίστοιχα, μια Μ.Δ.Ε. λέμε ότι είναι τάξης
κ, αν η μεγαλύτερη σε τάξη μερική παράγωγος που εμφανίζεται είναι κ.

Τη μερική παράγωγο μιας συνάρτησης μπορούμε να τη συμβολίσουμε με τον
ακόλουθο τρόπο. Έστω d ≥ 1 ένας ακέραιος αριθμός. Τότε, ορίζουμε ως πολυ-
δείκτη α = (α1, . . . , αd) ένα διάνυσμα του Rd, όπου οι συνιστώσες αi είναι μη
αρνητικοί ακέραιοι. Το μήκος |α| του πολυδείκτη α ορίζεται ως |α| =

∑d
i=1 αi.

Για μια συνάρτηση u : Rd → R, συμβολίζουμε τις μερικές παραγώγους τάξεως
|α| ως προς τις μεταβλητές x1, . . . , xd με

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαd

d

.

Οι διαφορικές εξισώσεις κατηγοροποιούνται σε γραμμικές και μη γραμμικές εξι-
σώσεις. Μια Μ.Δ.Ε. k τάξεως καλείται γραμμική, αν μπορεί να γραφεί στη μορφή∑

|α|≤k

aαD
αu = f, (1.2)

όπου aα, f είναι κατάλληλα ομαλές συναρτήσεις ανεξάρτητες της u, ορισμένες
σε ένα υποσύνολο Ω ⊂ Rd, διαφορετικά καλείται μη γραμμική. Επίσης, αν η f
είναι η μηδενική συνάρτηση, τότε η διαφορική εξίσωση (1.2) καλείται ομογενής,
διαφορετικά καλείται μη ομογενής.

Εκτός από τον παραπάνω συμβολισμό της μερικής παραγώγου μιας συνάρτη-
σης, θα χρησιμοποιήσουμε και δείκτες, π.χ.

ut =
∂u

∂t
, uxx =

∂2u

∂x2
, uxy =

∂2u

∂x∂y
.

Στα επόμενα κεφάλαια θα θεωρήσουμε Μ.Δ.Ε., το πολύ, δεύτερης τάξεως,
όπου η άγνωστη συνάρτηση u είναι δύο μεταβλητών, π.χ. x και y, και περιγρά-
φεται από μια σχέση της μορφής

F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0. (1.3)

Μερικά παραδείγματα Μ.Δ.Ε. είναι τα ακόλουθα, ορισμένα από τα οποία θα δούμε
στα επόμενα κεφάλαια:

1. Η εξίσωση της θερμότητας

ut(t, x)− αuxx(t, x) = f(t, x), α > 0. (1.4)
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2. Η εξίσωση μεταφοράς

ut(t, x) + αux(t, x) = 0, α ∈ R, α ̸= 0. (1.5)

3. Η εξίσωση του κύματος

utt(t, x)− α2uxx(t, x) = f(t, x), α > 0. (1.6)

4. Η εξίσωση του Poisson

uxx(x, y) + uyy(x, y) = f(x, y). (1.7)

5. Η εξίσωση του Burgers

ut(t, x) + u(t, x)ux(t, x) = 0. (1.8)

6. H εξίσωση του Korteweg-de Vries (KdV)

ut(t, x) + u(t, x)ux(t, x) + uxxx(t, x) = 0. (1.9)

Στα παραπάνω παραδείγματα, οι εξισώσεις του Laplace, κύματος, μεταφοράς
και θερμότητας είναι γραμμικές, ενώ οι εξισώσεις των Burgers και Korteweg-de
Vries είναι μη γραμμικές. Στα επόμενα κεφάλαια θα θεωρήσουμε και θα μελετή-
σουμε αριθμητικές μεθόδους για την επίλυση γραμμικών Μ.Δ.Ε.

Τις γραμμικές Μ.Δ.Ε. δεύτερης τάξεως μπορούμε να τις ταξινομήσουμε με τον
ακόλουθο τρόπο, όπου για ευκολία θα θεωρήσουμε ότι η άγνωστη συνάρτηση u
είναι συνάρτηση δύο μεταβλητών π.χ., x και y. Έστω Ω ένα υποσύνολο του R2.
Τότε, μια γραμμική Μ.Δ.Ε. δεύτερης τάξεως μπορεί να γραφεί στη μορφή

a11uxx + a12uxy + a22uyy + a1ux + a2uy + a0u = f, στο Ω ⊂ R2, (1.10)

όπου οι a11, a12, a22, a1, a12, a0 και f είναι ομαλές συναρτήσεις στο Ω, ανεξάρτη-
τες της u. Με βάση το πρόσημο της ποσότητας

D = a212 − a11a22,

στο σημείο (x0, y0) ∈ Ω, η (1.10) καλείται υπερβολική, παραβολική ή ελλειπτική
στο (x0, y0), αν η D είναι γνήσια θετική, μηδέν ή γνήσια αρνητική στο (x0, y0).
Η (1.10) καλείται υπερβολική, παραβολική ή ελλειπτική στο Ω ⊂ R2, αν είναι
υπερβολική, παραβολική ή ελλειπτική σε κάθε σημείο (x0, y0) ∈ Ω. Επομένως, η
εξίσωση του κύματος (1.6) είναι υπερβολική, γιατί η αντίστοιχη ποσότητα D =
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1 > 0, η εξίσωση της θερμότητας (1.4) είναι παραβολική, γιατί D = 0 και η
εξίσωση του Laplace (1.7) είναι ελλειπτική, διότι D = −1 < 0.

Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι οι διαφορικές εξισώσεις μπορεί να έχουν πολ-
λές λύσεις. Παραδείγματος χάριν, αν θεωρήσουμε την εξίσωση του Laplace (1.7)
με f = 0, όλες οι συναρτήσεις της μορφής

u(x, y) = ax+ by + c, με a, b, c ∈ R,

αποτελούν λύσεις της (1.7). Επίσης, όλες οι συναρτήσεις της μορφής

u(x, t) = e−a2t sin(ax), με a ∈ R,

αποτελούν λύσεις της εξίσωσης της θερμότητας (1.4) με f = 0.
Μια βασική ιδιότητα των γραμμικών διαφορικών εξισώσεων είναι η αρχή της

υπέρθεσης ή επαλληλίας, σύμφωνα με την οποία αν έχουμε n λύσεις u1, u2, . . . , un,
μιας ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξίσωσης, τότε και οποιοσδήποτε γραμμι-
κός συνδυασμός τους

c1u1 + · · ·+ cnun, με c1, . . . , cn ∈ R,

είναι και αυτός λύση της ίδιας διαφορικής εξίσωσης.
Ένας βασικός λόγος του ενδιαφέροντος που υπάρχει για τη μελέτη και την επί-

λυση μιας διαφορικής εξίσωσης είναι ότι χρησιμοποιούνται για την περιγραφή διά-
φορων φυσικών φαινόμενων. Έτσι, μπορούμε να βρούμε την τιμή της θερμοκρα-
σίας μιας μεταλλικής ράβδου, το ύψος ενός κύματος, την ταλάντωση μιας χορδής
ή την παραμόρφωση ενός σχοινιού λόγω ενός βάρους που κρεμάμε. Αν θεωρή-
σουμε ότι κάτω από τις ίδιες συνθήκες ένα φυσικό φαινόμενο πρέπει να δίνει το
ίδιο αποτέλεσμα, τότε και η διαφορική εξίσωση που θέλουμε να περιγράφει αυτό
το φαινόμενο πρέπει να έχει μοναδική λύση. Για αυτό τον λόγο, επιβάλουμε σε
αυτή τη διαφορική εξίσωση βοηθητικές συνθήκες οι οποίες πρέπει να είναι τέτοιες
ώστε να έχει μοναδική λύση. Αναλόγως με το φυσικό φαινόμενο που θέλουμε να
περιγράψουμε, αυτές οι βοηθητικές συνθήκες καλούνται είτε συνοριακές συνθήκες
είτε αρχικές και συνοριακές συνθήκες.

Συγκεκριμένα, μια αρχική συνθήκη καθορίζει την τιμή της λύσης σε μια καθο-
ρισμένη χρονική στιγμή t0. Παραδείγματος χάριν, για την εξίσωση της θερμότητας,
(1.4), μια αρχική συνθήκη είναι

u(x, t0) = ϕ(x), για x ∈ [a, b]. (1.11)

Αν υποθέσουμε ότι έχουμε ένα μοναδιάστατο σύρμα από το σημείο x = a έως το
σημείο x = b, τότε η λύση u(x, t) της εξίσωσης (1.4) περιγράφει την κατανομή της
θερμότητας στο σημείο x και στον χρόνο t, και η αρχική συνθήκη (1.11) περιγράφει
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την κατανομή της θερμότητας στο [a, b] στο χρόνο t0. Αν τώρα υποθέσουμε ότι μας
δίνονται δύο συναρτήσεις g και h, και διατηρήσουμε τη θερμοκρασία u(x, t) ίση
με g(t) στο x = a και ίση με h(t) στο x = b, για t ≥ t0, τότε μπορούμε να
θεωρήσουμε την ακόλουθη συνοριακή συνθήκη για την (1.4)

u(a, t) = g(t), u(b, t) = h(t), για t ≥ t0. (1.12)

Οι συνθήκες (1.12) όπου προσδιορίζεται η τιμή της λύσης u στα άκρα του [a, b]
καλούνται συνοριακές συνθήκες Dirichlet. Αν οι τιμές στα άκρα είναι ίσες με μη-
δέν, τότε οι συνοριακές συνθήκες (1.12) καλούνται ομογενείς συνοριακές συνθήκες
Dirchlet. Άλλες συνοριακές συνθήκες είναι οι συνοριακές συνθήκες Neumann, οι
οποίες περιγράφονται από τις

ux(a, t) = g(t), ux(b, t) = h(t), για t ≥ t0, (1.13)

όπου g, h είναι γνωστές συναρτήσεις. Παραδείγματος χάριν, αν μονώσουμε τα
άκρα x = a και x = b του μονοδιάστατου σύρματος, τότε, επειδή δεν υπάρχει
ροή θερμότητας από τα άκρα προς τα έξω, οι συναρτήσεις g και h στην (1.13)
μηδενίζονται, δηλαδή οι συνοριακές συνθήκες Neumann γίνονται ομογενείς.

Υπάρχουν και άλλες συνοριακές συνθήκες, με τις οποίες όμως δεν θα ασχολη-
θούμε στα επόμενα κεφάλαια, όπως είναι οι συνοριακές συνθήκες Robin,{

−ux(a, t) + σ1u(a, t) = 0,

ux(b, t) + σ2u(b, t) = 0,
για t ≥ t0, με σ1, σ2 ≥ 0 (1.14)

και οι περιοδικές συνοριακές συνθήκες

u(a, t) = u(b, t), ux(a, t) = ux(b, t), για t ≥ t0. (1.15)

Για μεθόδους που υλοποιούν αυτές τις συνοριακές συνθήκες (1.14), (1.15), βλ. π.χ.
στο (Ακρίβης & Δουγαλής, 2005).

Οι διαφορικές εξισώσεις της θερμότητας, της μεταφοράς, του κύματος και του
Poisson, (1.4)–(1.7), θεωρούνται θεμελιώδεις εξισώσεις, γιατί η μελέτη τους οδη-
γεί στην κατανόηση και ανάλυση πολλών άλλων διαφορικών εξισώσεων. Στις επό-
μενες παραγράφους αυτού του κεφαλαίου θα παρουσιάσουμε ορισμένες ιδιότητες
αυτών των διαφορικών εξισώσων και στα επόμενα κεφάλαια θα μελετήσουμε αριθ-
μητικές μεθόδους για την προσέγγιση της λύσης τους. Μια πιο αναλυτική παρου-
σιάση των διαφορικών εξισώσεων που θα θεωρήσουμε υπάρχει π.χ. στα (Ακρίβης
& Αλικάκος, 2012· Logan, 2014).
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1.2 Επίλυση προβλημάτων συνοριακών τιμών και αρχι-
κών και συνοριακών τιμών

Σε αυτή την παράγραφο θα δούμε ορισμένες ιδιότητες των διαφορικών εξισώσεων
που θα συναντήσουμε, καθώς και των λύσεων τους.

1.2.1 Πρόβλημα δύο σημείων

Θα ασχοληθούμε πρώτα με μια απλή διαφορική εξίσωση σε μία διάσταση, το πρό-
βλημα δύο σημείων. Έστω u τέτοια, ώστε

− u′′(x) + q(x)u(x) = f(x), για x ∈ [a, b]. (1.16)

Είναι γνωστό, βλ. π.χ. (Logan, 2014), ότι η γενική λύση u της (1.16) προκύπτει
ως γραμμικός συνδυασμός δύο γραμμικώς ανεξαρτήτων λύσων της αντίστοιχης
ομογενούς, u1 και u2, και μιας λύσης up της μη ομογενούς (1.16),

u = c1u1 + c2u2 + up,

όπου c1, c2 πραγματικές σταθερές. Αν θεωρήσουμε τώρα ότι η λύση u του (1.16)
ικανοποιεί, επιπλέον, τις συνθήκες

u(a) = a0, u′(a) = a1, (1.17)

όπου a0, a1 δοσμένες σταθερές, τότε έχουμε ένα πρόβλημα αρχικών τιμών, το
οποίο έχει μία ακριβώς λύση, σύμφωνα με το ακόλουθο θέωρημα, [βλ. π.χ. (Logan,
2014, Chapter 3.4)].

Θεώρημα 1.1. Αν οι συναρτήσεις f, q είναι συνεχείς στο διάστημα [a, b], τότε το
πρόβλημα αρχικών τιμών (1.16)–(1.17) έχει μοναδική λύση στο [a, b].

Αν τώρα, αντί για τις αρχικές συνθήκες (1.17), θεωρήσουμε ότι η u ικανοποιεί
τις ομογενείς συνοριακές συνθήκες Dirichlet,

u(a) = u(b) = 0, (1.18)

τότε δεν είναι σίγουρο ότι υπάρχει μοναδική λύση u του προβλήματος (1.16) και
(1.18), για κάθε συνεχή συνάρτηση f και q. Όμως, μπορούμε να δείξουμε το ακό-
λουθο θεώρημα, βλ. π.χ. (Brezis, 1997, Κεφάλαιο VIII).

Θεώρημα 1.2. Αν οι συναρτήσεις f, q είναι συνεχείς στο διάστημα [a, b] και q ≥ 0,
τότε έχει μοναδική λύση ακόλουθο πρόβλημα: Ζητείται u : [a, b] → R, τέτοια ώστε

− u′′ + qu = f, στο [a, b], με u(a) = u(b) = 0, (1.19)
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Η υπόθεση ότι q ≥ 0 είναι σημαντική για την ύπαρξη και μοναδικότητα της
λύσης του (1.19). Αν θεωρήσουμε, για παράδειγμα, την

− u′′ − πu = 0, στο [0, 1], με u(0) = u(1) = 0, (1.20)

μπορούμε να δούμε ότι οι συναρτήσεις c sin(πx), c ∈ R αποτελούν λύσεις του
(1.20) και επομένως, το πρόβλημα (1.20) έχει άπειρες λύσεις. Στη συνέχεια, αν
τροποποιήσουμε το (1.20) και θεωρήσουμε το πρόβλημα

− u′′ − πu = π, στο [0, 1], με u(0) = u(1) = 0 (1.21)

από τη θεωρία των Σ.Δ.Ε., βλ. (Logan, 2014), έχουμε ότι η γενική λύση αυτής της
Δ.Ε. είναι η c1 sin(πx)+c2 cos(πx)−1, με c1, c2 ∈ R. Όμως για καμία επιλογή των
c1, c2 δεν προκύπτει λύση του (1.21). Συνεπώς, το (1.21) δεν έχει καμμία λύση.

Αν τροποποιήσουμε τώρα τις συνοριακές συνθήκες Dirichlet στο πρόβλημα
(1.19) και θεωρήσουμε το αντίστοιχο πρόβλημα με ομογενείς συνοριακές συνθήκες
Neumann, δηλαδή: Ζητείται, u τέτοια ώστε

− u′′ + qu = f, στο [a, b], με u′(a) = u′(b) = 0, (1.22)

τότε, όπως και στο Θεώρημα 1.2 μπορούμε να δείξουμε μοναδικότητα της λύσης
αν q, f είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [a, b] και q > 0. Διαφορετικά, αν π.χ. q =
f = 0, τότε το (1.22) γίνεται

− u′′ = 0, στο [a, b], με u′(a) = u′(b) = 0. (1.23)

Είναι προφανές ότι όλες οι συναρτήσεις της μορφής u(x) = c, με c ∈ R αποτελούν
λύση και, άρα, έχουμε άπειρες λύσεις του προβλήματος.

1.2.2 Εξίσωση της θερμότητας

Θα θεωρήσουμε τώρα μια απλή παραβολική διαφορική εξίσωση και συγκεκρι-
μένα την εξίσωση της θερμότητας (1.4), όπου η χωρική μεταβλητή x ανήκει στο
διάστημα [0, L], με L > 0 και θα θεωρήσουμε, επιπλέον, αρχικές και ομογε-
νείς συνοριακές συνθήκες Dirichlet. Έτσι, έχουμε το ακόλουθο πρόβλημα: Ζητείται
u : [0, L]× [0,+∞) → R, τέτοια ώστε

ut = uxx, στο [0, L]× [0,+∞) (1.24)
u(0, t) = u(L, t) = 0, για t ≥ 0, (1.25)
u(x, 0) = g(x), στο [0, L], (1.26)

με g μια συνεχή συνάρτηση.
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Ένας τρόπος για να λύσουμε την (1.24) είναι να υποθέσουμε ότι u(x, t) =
X(x)T (t), δηλαδή να θεωρήσουμε τη μέθοδο των χωριζομένων μεταβλητών. Σύμ-
φωνα με αυτή τη μέθοδο, βλ. π.χ. (Logan, 2014), οι συναρτήσεις un, με un =
XnTn, n = 1, 2, . . . , όπου

un = XnTn, με

Xn(x) = c sin (λnx), και Tn(t) = de−λ2
nt με λn =

nπ

L
, c, d ∈ R,

(1.27)

ικανοποιούν την εξίσωση (1.24) και τις συνοριακές συνθήκες (1.25). Λόγω της αρ-
χής της υπέρθεσης, κάθε γραμμικός συνδυασμός λύσεων της μορφής (1.27) ικανο-
ποιεί τις (1.24)-(1.25). Επομένως, αν θεωρήσουμε μια άπειρη σειρά συναρτήσεων
της μορφής

u(x, t) =
∞∑
n=1

cne
−λ2

nt sin(λnx), με cn ∈ R, (1.28)

η οποία συγκλίνει για κάθε σημείο x ∈ [0, L] και t ≥ 0, τότε αποτελεί και λύση
του προβλήματος (1.24)-(1.25). Μια λύση u της μορφής (1.28) θα ικανοποιεί και
την αρχική συνθήκη (1.26), μόνο αν

u(x, 0) =

∞∑
n=1

cn sin(λnx) = g(x), με cn ∈ R. (1.29)

Ένα ανάπτυγμα της μορφής (1.29) καλείται σειρά Fourier ημιτόνων της g, βλ. π.χ.
την Παράγραφο 1.3.

Είναι γνωστό ότι το προβλήμα (1.24)-(1.26) έχει μοναδική λύση, βλ. π.χ. (Logan,
2014).

Θεώρημα 1.3. Αν η συνάρτηση g είναι συνεχής στο [0, L], τότε υπάρχει μοναδική
λύση u του προβλήματος (1.24)–(1.26).

Έστω τώρα ότι γνωρίζουμε το ανάπτυγμα στη μορφή (1.29) της συνάρτησης
g(x), της αρχικής συνθήκης (1.26), δηλαδή είναι γνωστές οι σταθερές cn, n =
1, 2, . . . , στην (1.29). Τότε, η λύση u του προβλήματος (1.24)–(1.26) δίνεται από
την (1.28), με σταθερές cn αυτές της (1.29).

Παρόμοια αποτελέσματα ισχύουν αν αντί για τις συνοριακές συνθήκες Dirichlet
(1.25), θεωρήσουμε ομογενείς συνοριακές συνθήκες Neumann, δηλαδή αν αναζη-
τήσουμε u, τέτοια ώστε

ut = uxx, στο [0, L]× [0,+∞) (1.30)
ux(0, t) = ux(L, t) = 0, για t ≥ 0, (1.31)
u(x, 0) = g(x), στο [0, L], (1.32)
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τότε οι συναρτήσεις

un(x, t) = e−λ2
nt cos(λnx), λn =

nπ

L
, n = 0, 1, 2, . . . ,

ικανοποιούν τις (1.30)–(1.31). Έστω τώρα ότι υπάρχουν σταθερές cn ∈ R, τέτοιες
ώστε

u(x, 0) = g(x) =

∞∑
n=0

cn cos(λnx), (1.33)

όπου η σειρά συγκλίνει για κάθε x ∈ [0, L]. Αν επιπλέον για κάθε x ∈ [0, L] και
t ≥ 0 η σειρά

∑∞
n=1 cne

−λ2
nt cos(λnx) συγκλίνει, τότε η

u(x, t) =

∞∑
n=1

cne
−λ2

nt cos(λnx), με cn ∈ R, (1.34)

είναι η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών και συνοριακών τιμών (1.30)–
(1.32). Από τη μορφή της λύσης (1.28) ή (1.34), μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι
η u φθίνει κατά απόλυτη τιμή, καθώς το t τείνει στο άπειρο.

Παράδειγμα 1.1. Αν u(x, t) = e−4π2t sin(2πx), τότε εύκολα βλέπουμε ότι η u
είναι λύση του προβλήματος (1.24)–(1.26), με L = 1 και g(x) = sin(2πx). Στο
Σχήμα 1.1 απεικονίζεται η u στο [0, 1]× [0, T ], με T = 0.05.
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Σχήμα 1.1: Η ακριβής λύση u του Παραδείγματος 1.1.
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1.2.3 Εξίσωση μεταφοράς

Θα θεωρήσουμε τώρα μια απλή μερική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, την εξί-
σωση μεταφοράς και το αντίστοιχο πρόβλημα αρχικών τιμών: Ζητείται μια συνάρ-
τηση u ∈ C1(R× [0, T ]), T > 0, τέτοια ώστε

ut(x, t) + αux(x, t) = 0, x ∈ R, t ∈ [0, T ], (1.35)
u(x, 0) = g(x), x ∈ R, (1.36)

όπου α ∈ R και g μια δοσμένη συνάρτηση. Αν θεωρήσουμε την ακόλουθη αλλαγή
μεταβλητών

x = αr + s, t = r,

τότε εύκολα μπορούμε να δούμε ότι αν η u είναι λύση του (1.35), τότε
∂u

∂r
=
∂x

∂r

∂u

∂x
+
∂t

∂r

∂u

∂t
= αux + ut = 0.

Επομένως, αν θεωρήσουμε ότι

z(s, r) := u(x− αt, t),

έχουμε
∂z

∂r
= 0, δηλαδή η z δεν εξαρτάται από το r και είναι σταθερή ως προς r.

Συνεπώς, η u πάνω σε όλες τις ευθείες x− αt = c, με c σταθερά, δεν μεταβάλλει
την τιμή της και, έτσι, u(x, t) = z(s, r) = z(s, 0) = u(x − αt, 0) = g(x − αt).
Λόγω αυτού του γεγονότος, οι ευθείες x− αt = c καλούνται χαρακτηριστικές για
τη διαφορική εξίσωση (1.35), βλ. Σχήμα 1.2.

α < 0

t

x x

α > 0

t

Σχήμα 1.2: Οι χαρακτηριστικές ευθείες x−αt = c πάνω στις οποίες είναι σταθερή
η λύση u της διαφορικής εξίσωσης (1.35).

Παράδειγμα 1.2. Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα (1.35) και ότι η λύση u για t = 0
δίνεται από τη συνάρτηση

g(x) =

{
1 αν 0 ≤ x ≤ 1

0 διαφορετικά.
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Τότε η λύση είναι

u(x, t) =

{
1 αν 0 ≤ x− αt ≤ 1

0 διαφορετικά,

ή ισοδύναμμα

u(x, t) =

{
1 αν αt ≤ x ≤ 1 + αt

0 διαφορετικά,

4
x

1

g(x)

−1 0 1 2 3 0
x

1

α > 0

u(x, 3)

1 2 3 4−1

1x

1

u(x, 3)
α < 0

−4 −3 −2 −1 0

Σχήμα 1.3: Η αρχική συνθήκη g και η ακριβής λύση u του Παραδείγματος 1.2 στην
περίπτωση που α > 0 ή α < 0.

Παρατηρούμε ότι για να προσδιορίσουμε με μοναδικό τρόπο τη λύση της δια-
φορικής εξίσωσης (1.35), αρκεί να γνωρίζουμε την αρχική συνθήκη u(x, 0) =
g(x). Επίσης, αν α > 0, μπορούμε να διατυπώσουμε το πρόβλημα (1.35) ως
πρόβλημα αρχικών και συνοριακών τιμών ως εξής: Ζητείται μια συνάρτηση u
∈ C1([a, b]× [0, T ]), a < b, T > 0, τέτοια ώστε

ut(x, t) + αux(x, t) = 0, x ∈ [a, b], t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [a, b],

u(a, t) = ϕ0(t), t ∈ [a, b],

(1.37)

όπου ϕ0(t) = g(a−αt). Συνεπώς, σε αντίθεση με τα προβλήματα που είδαμε στις
Παραγράφους 1.2.1 και 1.2.2, αρκεί μια συνοριακή συνθήκη για το σημείο x = a
για να προσδιορίσουμε μοναδικά τη λύση του προβλήματος (1.37). Όμως, στην
περίπτωση τώρα πουα < 0, οι χαρακτηριστικές θα έχουν διαφορετική κατεύθυνση
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και διατυπώνουμε το πρόβλημα (1.35) ως πρόβλημα συνοριακών τιμών ως εξής:
Ζητείται μια συνάρτηση u ∈ C1([a, b]× [0, T ]), a < b, T > 0, τέτοια ώστε

ut(x, t) + αux(x, t) = 0, x ∈ [a, b], t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [a, b],

u(b, t) = ϕ1(t), t ∈ [a, b],

(1.38)

όπου ϕ1(t) = g(a−αt). Και σε αυτή την περίπτωση αρκεί μια συνοριακή συνθήκη
για x = b για να προσδιορίσουμε μοναδικά τη λύση του προβλήματος (1.38).

Είναι προφανές ότι η λύση u του προβλήματος (1.35) διατηρεί τη μορφή της αρ-
χικής συνάρτησης, καθώς ο χρόνος t αυξάνει και ιδιαίτερα η μέγιστη κατά απόλυτο
τιμή παραμένει σταθερή. Στο Σχήμα 1.3 βλέπουμε τη λύση του Παραδείγματος 1.2,
για t = 3, αν η σταθερά α είναι θετική ή αρνητική.

1.2.4 Εξίσωση κύματος

Θα θεωρήσουμε τώρα μια απλή υπερβολική διαφορική εξίσωση και συγκεκριμένα
την εξίσωση του κύματος (1.6), όπου η χωρική μεταβλητή x ανήκει στο διάστημα
[0, L], με L > 0 και θα θεωρήσουμε, επιπλέον, αρχικές και ομογενείς συνοριακές
συνθήκες Dirichlet. Έτσι, έχουμε το ακόλουθο πρόβλημα: Ζητείται u : [0, L] ×
[0,+∞) → R, τέτοια ώστε

utt = α2uxx, στο [0, L]× [0,+∞) (1.39)
u(0, t) = u(L, t) = 0, για t ≥ 0, (1.40)
u(x, 0) = g(x), και ut(x, 0) = g1(x), στο [0, L], (1.41)

με α > 0 και g, g1 συνεχείς συναρτήσεις.
Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των χωριζομένων μεταβλητών, βλ. π.χ. (Logan,

2014), οι συναρτήσεις un, με un = XnTn, n = 1, 2, . . . , όπου

un = XnTn, (1.42)
Xn(x) = c sin (λnx), και (1.43)

Tn(t) = d1 sin(λnαt) + d2 cos(λnαt) με λn =
nπ

L
, c, d1, d2 ∈ R, (1.44)

ικανοποιούν την εξίσωση (1.39) και τις συνοριακές συνθήκες (1.40). Λόγω της αρ-
χής της υπέρθεσης, κάθε γραμμικός συνδυασμός λύσεων της μορφής (1.42) ικανο-
ποιεί τις (1.39)-(1.40). Επομένως, αν θεωρήσουμε μια άπειρη σειρά συναρτήσεων
της μορφής

u(x, t) =

∞∑
n=1

sin(λnx)(cn sin(λnαt) + dn cos(λnαt)), με cn, dn ∈ R, (1.45)
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η οποία συγκλίνει για κάθε x ∈ [0, L] και t ≥ 0, τότε αυτή αποτελεί και λύση του
προβλήματος (1.39)-(1.41). Μια λύση u της μορφής (1.45) θα ικανοποιεί και την
αρχική συνθήκη (1.41), αν

u(x, 0) =
∞∑
n=1

dn sin(λnx) = g(x), με dn ∈ R, (1.46)

ut(x, 0) =
∞∑
n=1

cnλnα sin(λnx) = g1(x), με cn ∈ R. (1.47)

Ένας διαφορετικός τρόπος για την περιγραφή της λύσης του προβλήματος (1.39)–
(1.41) είναι η αναπαράσταση d’Alembert της λύσης, η οποία οδηγεί στην

u(x, t) = Φ(x− αt) + Ψ(x+ αt), (1.48)

όπου Φ,Ψ είναι συνεχείς συναρτήσεις που εξαρτώνται από τις αρχικές συνθήκες
(1.41). Μάλιστα, εύκολα μπορούμε να δούμε ότι στην περίπτωση που στην αρχική
συνθήκη (1.41) η συνάρτηση g1 μηδενίζεται στο [0, L], τότε η ακριβής λύση u του
προβλήματος (1.39)–(1.41) δίνεται από

u(x, t) =
1

2
(g(x− αt) + g(x− αt)). (1.49)

Παράδειγμα 1.3. Αν u(x, t) = sin(2πx)(sin(2πt) + cos(2πt)), τότε εύκολα βλέ-
πουμε ότι η u είναι λύση του προβλήματος (1.24)–(1.26), με L = α = 1, g(x) =
sin(2πx) και g1(x) = 2π sin(2πx). Στο Σχήμα 1.4, απεικονίζεται η u στο [0, 1]×
[0, T ], με T = 1.

1.2.5 Ελλειπτική εξίσωση

Θεωρούμε το ακόλουθο πρόβλημα: Ζητείται μια συνάρτηση u : Ω = (0, 1) ×
(0, 1) → R, τέτοια ώστε

−(uxx(x, y) + uyy(x, y)) + q(x, y)u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω,
(1.50)

όπου ∂Ω είναι το σύνορο του Ω, q, f ∈ C(Ω), g ∈ C(∂Ω) και q(x, y) ≥ 0, για
κάθε (x, y) ∈ Ω. Στη συνέχεια, θα συμβολίζουμε με qmin = min(x,y)∈Ω q(x, y) και
Ω̄ = [0, 1]× [0, 1].

Η υπόθεση q ≥ 0 είναι σημαντική για την ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης
του προβλήματος (1.50). Παραδείγματος χάριν, αν θεωρήσουμε την

−(uxx(x, y) + uyy(x, y))− 2π2u(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω,
(1.51)
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Σχήμα 1.4: Η ακριβής λύση u του Παραδείγματος 1.3.

τότε οι συναρτήσεις u(x, y) = c sin(πx) sin(πy), c ∈ R, αποτελούν λύσεις και,
επομένως, το πρόβλημα (1.51) έχει άπειρες λύσεις.

Για τη διαφορική εξίσωση (1.50) ισχύει η αρχή του μεγίστου, η οποία δίνεται
από το ακόλουθο θεώρημα, βλ. π.χ. (Larsson & Thomée, 2009).

Θεώρημα 1.4. Έστω ότι η λύση u του (1.50) είναι τέτοια, ώστε u ∈ C2(Ω̄). Τότε

1. Αν
f(x, y) ≤ 0, για κάθε(x, y) ∈ Ω,

έχουμε ότι

max
(x,y)∈Ω̄

u(x, y) ≤


max

(x,y)∈∂Ω
g(x, y), αν q ≡ 0,

max{ max
(x,y)∈∂Ω

g(x, y), 0}, αν q ≥ 0.
(1.52)

2. Αν
f(x, y) ≥ 0, για κάθε(x, y) ∈ Ω,

έχουμε ότι

min
(x,y)∈Ω̄

u(x, y) ≥


min

(x,y)∈∂Ω
g(x, y), αν q ≡ 0,

min{ min
(x,y)∈∂Ω

g(x, y), 0}, αν q ≥ 0.
(1.53)
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Παράδειγμα 1.4. Αν u(x, t) = sin(πx) sin(πy), τότε εύκολα βλέπουμε ότι η u
είναι λύση του προβλήματος (1.50), με g = 0, q = 1 και f(x, y) = (2π2 +
1) sin(πx) sin(πy). Στο Σχήμα 1.5, απεικονίζεται η u στο [0, 1]× [0, 1].
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Σχήμα 1.5: Η ακριβής λύση u του Παραδείγματος 1.4.

1.3 Σειρές Fourier

Όπως είδαμε στις προηγούμενες παραγράφους, μπορούμε να αναπαραστήσουμε τη
λύση ορισμένων διαφορικών εξισώσεων, όπως π.χ. την εξίσωση της θερμότητας,
χρησιμοποιώντας συγκλίνουσες σειρές τριγωνομετρικών συναρτήσεων. Μια κα-
τηγορία τριγωνομετρικών σειρών συναρτήσεων είναι οι σειρές Fourier, τις οποίες
θα παρουσιάσουμε εν συντομία σε αυτή την παράγραφο.

Γνωρίζουμε ότι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε πολυώνυμα για να προσεγγί-
σουμε μία αρκετά ομαλή συνάρτηση f κοντά σε ένα δοσμένο σημείο του πεδιού
ορισμού της, π.χ. αν f είναι μια n + 1 φορές συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση
κοντά στο x0, τότε

f(x) ≈
n∑

k=0

(x− x0)
k f

(k)(x0)

k!
, για x ≈ x0.

Ένας άλλος τρόπος για την προσέγγιση μιας συνάρτησης f είναι η χρήση τρι-
γωνομετρικών συναρτήσεων με το ανάπτυγμα σε σειρές Fourier της f . Σε αυτή
την περίπτωση αντί να χρησιμοποιήσουμε πολυώνυμα, δηλαδή δυνάμεις του x ως
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βασικές συναρτήσεις, χρησιμοποιούμε τριγωνομετρικές συναρτήσεις π.χ., sin(kx)
και cos(kx), για k = 0, 1, 2, . . .

Ορισμός 1.1. Το ανάπτυγμα σε σειρά Fourier μιας συνάρτησης f με περίοδο 2L,
L > 0, δίνεται ως

a0
2

+
∞∑
k=1

[
ak cos(

kπx

L
) + bk sin(

kπx

L
)
]
, (1.54)

όπου

a0 =
1

L

∫ L

−L
f(x) dx,

ak =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos(

kπx

L
) dx, k = 1, 2, . . . ,

bk =
1

L

∫ L

−L
f(x) sin(

kπx

L
) dx, k = 1, 2, . . . .

Παράδειγμα 1.5. Αν θέλουμε να βρούμε το ανάπτυγμα σε σειρά Fourier της πε-
ριοδικής συνάρτησης f , με περίοδο 2, η οποία στο [−1, 1] ορίζεται ως f(x) = |x|,
τότε για k = 1, 2, . . . , έχουμε

ak =

∫ 1

−1
|x| cos(kπx) dx =

∫ 0

−1
(−x) cos(kπx) dx+

∫ 1

0
x cos(kπx) dx

=

[
−xsin(kπx)

kπ

]0
−1

+

∫ 0

−1

sin(kπx)
kπ

dx

+

[
x

sin(kπx)
kπ

]1
0

−
∫ 1

0

sin(kπx)
kπ

dx

=

[
−cos(kπx)

(kπ)2

]0
−1

+

[
−cos(kπx)

(kπ)2

]1
0

= 2
(−1)k − 1

(kπ)2

και

bk =

∫ 1

−1
|x| sin(kπx) dx =

∫ 0

−1
(−x) sin(kπx) dx+

∫ 1

0
x sin(kπx) dx

=

[
x

cos(kπx)
kπ

]0
−1

−
∫ 0

−1

cos(kπx)
kπ

dx
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+

[
−xcos(kπx)

kπ

]1
0

+

∫ 1

0

cos(kπx)
kπ

dx

=
(−1)k

kπ
−
[

sin(kπx)
(kπ)2

]0
−1

+
(−1)k

kπ
+

[
sin(kπx)
(kπ)2

]1
0

= 0.

Ακόμα

a0 =

∫ 1

−1
|x| dx = 1.

Επομένως, το ανάπτυγμα σε σειρά Fourier της f είναι

1

2
+

∞∑
k=1

2
(−1)k − 1

(kπ)2
cos(kπx).

Αν θεωρήσουμε τα πεπερασμένα αθροίσματα, Sn(x), αυτής της σειράς,

Sn(x) =
1

2
+

n∑
k=1

2
(−1)k − 1

(kπ)2
cos(kπx),

μπορούμε να δούμε ότι, καθώς αυξάνει το n, το γράφημα τους πλησιάζει αυτό της
f , όπως φαίνεται και από το Σχήμα 1.6.

΄Ενα προφανές ερώτημα που προκύπτει είναι αν η f(x) είναι ίση με την αντί-
στοιχη τιμή του ανάπτυγματος Fourier της f(x). Μια απάντηση σε αυτό δίνεται
στο παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.5. ΄Εστω ότι μια συνάρτηση f : [−L,L] → R και η παράγωγος της‚ f ′,
είναι φραγμένες και συνεχείς παντού στο [−L,L], εκτός, ίσως, από ένα πεπερασμένο
πλήθος σημείων. Τότε

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cos(
kπx

L
) + bn sin(

kπx

L
),

σε όλα τα σημεία συνέχειας της f .

Μια βασική ιδιότητα που έχουν οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις του αναπτύγ-
ματος (1.54) είναι ότι είναι ορθογώνιες μεταξύ τους, αν τις ολοκληρώσουμε στο
διάστημα [−L,L], δηλαδή∫ L

−L
cos(

kπx

L
) cos(

nπx

L
) dx =

{
L, αν k = n,

0, διαφορετικά,
(1.55)
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Σχήμα 1.6: Η συνάρτηση f(x) = |x| και τα πεπερασμένα αθροίσματα Sn(x) της
σειράς Fourier με n = 1, 3, και 5.

∫ L

−L
sin(

kπx

L
) sin(

nπx

L
) dx =

{
L, αν k = n,

0, διαφορετικά,
(1.56)∫ L

−L
cos(

kπx

L
) sin(

nπx

L
) dx = 0 για κάθε k, n. (1.57)

Επίσης, μπορούμε να δούμε και ότι αν η συνάρτηση f είναι άρτια στο [−L,L],
δηλ. f(−x) = f(x), τότε επειδή η f(x) sin(kπxL ) είναι περιττή στο [−L,L], οι
συντελεστές bk στην (1.54) θα μηδενίζονται. Επομένως, το ανάπτυγμα σε σειρά
Fourier μιας άρτιας συνάρτησης έχει μόνο όρους συνημιτόνων, δηλαδή είναι της
μορφής

f(x) =
a0
2

+

∞∑
k=1

ak cos(kπx),

και μάλιστα

ak =
2

L

∫ L

0
f(x) cos(

kπx

L
) dx, k = 0, 1, . . . (1.58)
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΄Ομοια για μια περιοδική περιττή συνάρτηση f μπορούμε να δούμε ότι ak = 0, k =
0, 1, . . . Επομένως, το ανάπτυγμά της σε σειρά Fourier έχει μόνο όρους ημιτόνων,
δηλαδή είναι της μορφής

f(x) =

∞∑
k=1

bk sin(
kπx

L
), (1.59)

με

bk =
2

L

∫ L

0
f(x) sin(

kπx

L
) dx, k = 1, 2, . . . (1.60)

΄Εστω τώρα ότι έχουμε μια συνεχή συνάρτηση f στο [0, L]. H f μπορεί να
επεκταθεί στο [−L,L] ως άρτια ή ως περιττή συνάρτηση. Επομένως, το ανάπτυγμα
της f σε σειρά Fourier μπορεί να γραφεί είτε ως σειρά συνημιτόνων είτε ως σειρά
ημιτόνων, αντίστοιχα.

Παράδειγμα 1.6. ΄Εστω f(x) = sin(x), x ∈ [0, π]. Μπορούμε να επεκτείνουμε
την f στο [−π, 0] ως μια άρτια συνάρτηση. Έτσι

f(x) =

{
− sin(x), x ∈ [−π, 0],
sin(x), x ∈ [0, π].

Συνεπώς, η f(x) μπορεί να γραφεί ως σειρά συνημιτόνων και, υπολογίζοντας τους
αντίστοιχους συντελεστές ak της (1.58), έχουμε

f(x) =
2

π
− 4

π

∞∑
k=1

1

2k2 − 1
cos(2kx).
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Κεφάλαιο 2

Πεπερασμένες διαφορές

Αυτό το κεφάλαιο αποτελεί μια εισαγωγή στο αντικείμενο των πεπερασμένων δια-
φορών για την επίλυση διαφορικών εξισώσεων. Θα εισαγάγουμε ποσότητες που
προκύπτουν από διαφορές τιμών μιας πραγματικής διαφορίσιμης συνάρτησης f
μιας μεταβλητής για την προσέγγιση παραγώγων της f . Επίσης, θα εκτιμήσουμε
το σφάλμα που προκύπτει από αυτή την προσέγγιση.

2.1 Προσέγγιση πρώτης παραγώγου

Από τον ορισμό της παραγώγου για συναρτήσεις μιας μεταβλητής γνωρίζουμε ότι
η παράγωγος μιας συνάρτησης f : [a, b] → R σε ένα σημείο x0 ∈ (a, b) ορίζεται
ως

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Χρησιμοποιώντας αυτόν τον ορισμό μπορούμε να προσεγγίσουμε την τιμή της
f ′(x0) με τον ακόλουθο λόγο, για μικρές τιμές h,

f ′(x0) ≈
f(x0 + h)− f(x0)

h
, h > 0.

Με τον ίδιο τρόπο, μπορούμε να προσεγγίσουμε την f ′(x0) με τον ακόλουθο λόγο,

f ′(x0) ≈
f(x0 − h)− f(x0)

−h
=
f(x0)− f(x0 − h)

h
, h > 0,

για μικρές τιμές h. Θα καλούμε τον πρώτο λόγο διαφορά προς τα εμπρός και τον
δεύτερο λόγο διαφορά προς τα πίσω και θα χρησιμοποιήσουμε τον ακόλουθο συμ-
βολισμό

21
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δ+h f(x0) ≡
f(x0 + h)− f(x0)

h
, h > 0,

δ−h f(x0) ≡
f(x0)− f(x0 − h)

h
, h > 0.

(2.1)

Γεωμετρική ερμηνεία

Μια γεωμετρική ερμηνεία γιατί οι διαφορές δ+h f(x0) και δ−h f(x0) προσεγγίζουν
την f ′(x0) είναι η ακόλουθη. Επειδή η παράγωγος μιας συνάρτησης f στο σημείο
x0 είναι η κλίση της ευθείας y που εφάπτεται του γραφήματος της f στο σημείο
(x0, f(x0)), μπορούμε να την προσεγγίσουμε με την κλίση της ευθείας ỹ η οποία
διέρχεται από τα σημεία (x0, f(x0)) και (x0 + h, f(x0 + h)), βλέπε το Σχήμα 2.1.
Παρόμοια ισχύουν και για την κλίση της ευθείας ŷ που διέρχεται από τα σημεία
(x0 − h, f(x0 − h)), και (x0, f(x0)), βλέπε το Σχήμα 2.2.

x0 x0 + h
 

 

f

f (x0), f (x0 + h)

ỹ

y

f ′(x0)
f (x0+h)− f (x0)

h

Σχήμα 2.1: Γεωμετρική ερμηνεία της δ+h f(x0). Η ευθεία y που έχει κλίση f ′(x0)

και διέρχεται από το (x0, f(x0)) και η ευθεία ỹ που έχει κλίση
f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Ένας άλλος τρόπος προσέγγισης της f ′(x0), είναι η κεντρική διαφορά , η οποία
ορίζεται από τον ακόλουθο λόγο, για μικρές τιμές h,

f ′(x0) ≈
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
, h > 0.
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x0 − h x0

 

 
f

f (x0 − h), f (x0)

ŷ

y

f ′(x0)

f (x0)− f (x0−h)
h

Σχήμα 2.2: Γεωμετρική ερμηνεία της δ−h f(x0). Η ευθεία y που έχει κλίση f ′(x0)

και διέρχεται από το (x0, f(x0)) και η ευθεία ŷ που έχει κλίση
f(x0)− f(x0 − h)

h
.

Θα τη συμβολίζουμε με

δchf(x0) ≡
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
, h > 0. (2.2)

Ανάλογη γεωμετρική ερμηνεία με αυτή για τις δ+h f(x0) και δ−h f(x0) υπάρχει και
για την δchf(x0). Στο Σχήμα 2.3 απεικονίζουμε την ευθεία ȳ που διέρχεται από
τα σημεία (x0 − h, f(x0 − h)) και (x0 + h, f(x0 + h)), και της οποίας η κλίση
προσεγγίζει την κλίση της εφαπτομένης του γραφήματος της f στο (x0, f(x0)).

Οι διαφορές δ+h f(x), δ
−
h f(x) και δchf(x) για την προσέγγιση παραγώγων μιας

συνάρτησης f καλούνται και πεπερασμένες διαφορές. Μια φυσική ερώτηση που
τίθεται είναι “πόσο καλές” είναι αυτές οι προσεγγίσεις για την εκτίμηση της πα-
ραγώγου. Ας θεωρήσουμε τη συνάρτηση f(x) = ln(x) και το σημείο x0 = 1.1.
Στον Πίνακα 2.1 δίνουμε τις τιμές των παραπάνω προσεγγίσεων για την f ′(1.1) =
1/1.1 ≈ 0.90909. Παρατηρούμε λοιπόν ότι, καθώς η απόσταση h των σημείων
που χρησιμοποιούμε για να υπολογίσουμε τις δ+h f(1.1), δ

−
h f(1.1) και δchf(1.1)

μικραίνει, τόσο πλησιάζουμε την τιμή της παραγώγου. Μάλιστα, στο ακόλουθο
λήμμα δείχνουμε ότι το σφάλμα της προσέγγισης θα τείνει στο μηδέν, καθώς η
απόσταση h τείνει στο μηδέν, αν η συνάρτηση f είναι κατάλληλα ομαλή.

Λήμμα 2.1. Έστω f : [a, b] → R, f ∈ C2[a, b], x0 ∈ (a, b) και h > 0, τέτοιο ώστε
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x0 − h x0 x0 + h
 

 
f

f (x0 − h), f (x0 + h)

ȳ

y

f ′(x0)

f (x0+h)− f (x0−h)
2h

Σχήμα 2.3: Γεωμετρική ερμηνεία της δchf(x0). Η ευθεία y που έχει κλίση
f ′(x0) και διέρχεται από το (x0, f(x0)) και η ευθεία ȳ που έχει κλίση
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
.

h δ+h f(1.1) δ−h f(1.1) δchf(1.1)

0.50 0.74939 1.21227 0.98083
0.10 0.87011 0.95310 0.91161
0.05 0.88904 0.93040 0.90972
0.01 0.90498 0.91325 0.90912

Πίνακας 2.1: Τιμές των προσεγγίσεων της f ′(1.1) = 1/1.1 ≈ 0.90909.

x0 ± h ∈ [a, b]. Τότε ισχύουν οι ακόλουθες εκτιμήσεις:

|δ+h f(x0)− f ′(x0)| ≤
h

2
max
x∈[a,b]

|f ′′(x)|,

|δ−h f(x0)− f ′(x0)| ≤
h

2
max
x∈[a,b]

|f ′′(x)|.
(2.3)

Αν επιπλέον f ∈ C3[a, b], τότε

|δchf(x0)− f ′(x0)| ≤
h2

6
max
x∈[a,b]

|f ′′′(x)|. (2.4)
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Απόδειξη. Αναπτύσσοντας κατά Taylor ως προς το σημείο x0, έχουμε

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(ξ1), με ξ1 ∈ (x0, x0 + h). (2.5)

Επίσης,

f(x0 − h) = f(x0)− hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(ξ2), με ξ2 ∈ (x0 − h, x0). (2.6)

Από τις σχέσεις (2.5) και (2.6) εύκολα προκύπτουν οι ζητούμενες εκτιμήσεις (2.3).
Αν τώρα η f ∈ C3[a, b], μπορούμε να αναπτύξουμε και πάλι κατά Taylor και να
οδηγηθούμε στις παρακάτω σχέσεις

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

6
f ′′′(ζ1),

f(x0 − h) = f(x0)− hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0)−

h3

6
f ′′′(ζ2),

(2.7)

με ζ1 ∈ (x0, x0 + h) και ζ2 ∈ (x0 − h, x0). Αφαιρώντας τώρα κατά μέλη τις δύο
σχέσεις της (2.7), έχουμε

f(x0 + h)− f(x0 − h) = 2hf ′(x0) +
h3

6
(f ′′′(ζ1) + f ′′′(ζ2)),

από όπου εύκολα προκύπτει η ζητούμενη εκτίμηση (2.4).

Παρατήρηση 2.1. Από το Λήμμα 2.1 φαίνεται ότι το σφάλμα της προσέγγισης
δchf(x0) είναι μικρότερο, για αρκετά μικρό h, από τα αντίστοιχα των προσεγγίσεων
δ+h f(x0) και δ−h f(x0), και εξηγεί γιατί στον Πίνακα 2.1 η δchf(1.1) προσεγγίζει
καλύτερα την f ′(1.1) από τις δ+h f(1.1) και δ−h f(1.1). Η συμμετρία που υπάρχει
στον ορισμό της προσέγγισης δchf(x0) είναι ο λόγος που το φράγμα (2.4) είναι
μικρότερο των αντίστοιχων για τις δ+h f(1.1) και δ−h f(1.1). Αυτό φαίνεται στην
(2.7), όπου οι όροι h2

2 f
′′(x0) αλληλοαναιρούνται αφαιρώντας τις δύο σχέσεις.

Ορισμός 2.1. Έστω μια προσέγγιση της παραγώγου μιας συνάρτησης f , η οποία
ορίζεται μέσω τιμών της f σε ισαπέχοντα σημεία που απέχουν κατά βήμα h. Λέμε
ότι αυτή η προσέγγιση έχει τάξη ακρίβειας κ, αν το σφάλμα που προκύπτει φράσ-
σεται κατ’ απόλυτη τιμή από το γινόμενο μιας σταθεράς, η οποία δεν εξαρτάται
από το h, επί hκ.

Παρατήρηση 2.2. Οι δ+h f(x0) και δ−h f(x0) είναι προσεγγίσεις της f ′(x0) τά-
ξεως ακρίβειας ένα, επειδή τα φράγματα των σφαλμάτων (2.3) είναι το γινόμενο
μιας σταθεράς, που δεν εξαρτάται από το h, επί h στην πρώτη δύναμη. Ανάλογα,
η δchf(x0) είναι προσέγγιση της f ′(x0) με τάξη ακρίβειας δύο, επειδή το φράγμα
του σφάλματος (2.4) είναι το γινόμενο μιας σταθεράς, που δεν εξαρτάται από το h,
επί h στη δεύτερη δύναμη.
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h Eδ+h
p Eδ−h

p Eδch
p

0.50 0.15970 0.30318 0.07174
0.10 0.03897 0.876 0.04401 1.199 0.00251 2.081
0.05 0.02005 0.959 0.02131 1.046 0.0.0006 2.005
0.01 0.00411 0.985 0.00416 1.015 0.00003 2.000

Πίνακας 2.2: Τα σφάλματα Eδ+h
, Eδ−h

και Eδch
των προσεγγίσεων δ+h f , δ−h f και

δchf , αντίστοιχα, της f ′(1.1) = 1/1.1 και η προσεγγιστική τάξη ακρίβειας p.

Παρατήρηση 2.3. Μπορούμε να δούμε ότι οι προσεγγίσεις δ+h f και δ−h f έχουν
τάξη ακρίβειας ακριβώς ένα, διότι αν, παραδείγματος χάριν, θεωρήσουμε την f(x) =
x2, τότε δ+h f(x) = 2x + h και δ−h f(x) = 2x − h. Αντίστοιχα, η προσέγγιση δchf
έχει τάξη ακριβώς δύο, διότι για την f(x) = x3, δchf(x) = 3x2 + h2.

Ένας τρόπος για να επαληθεύσουμε “πειραματικά”, δηλαδή με τη χρήση Η/Υ,
την τάξη ακρίβειας των παραπάνω προσεγγίσεων είναι ο ακόλουθος. Έστω ότι το
σφάλμα ε μιας προσέγγισης ικανοποιεί ε ≈ Chp, για μικρό βήμα h, όπου C εί-
ναι μια θετική σταθερά ανεξάρτητη του h. Τότε, αν θεωρήσουμε δύο προσεγγίσεις
ε1 και ε2 με βήματα h1 και h2, αντίστοιχα, έχουμε ότι ο λόγος των αντίστοιχων
σφαλμάτων θα ικανοποιεί

ε1
ε1

≈ (
h1
h2

)p, οπότε p ≈
log(

ε1
ε1

)

log(
h1
h2

)

.

Στον Πίνακα 2.2 βλέπουμε τα σφάλματα των προσεγγίσεων δ+h f , δ−h f και δchf για
την f ′(1.1) = 1/1.1 όπου Eδ+h

= |δ+h f(1.1) − f ′(1.1)|, Eδ−h
= |δ−h f(1.1) −

f ′(1.1)| και Eδch
= |δchf(1.1) − f ′(1.1)|. Παρατηρούμε ακόμα ότι η πειραματική

τάξη ακρίβειας για τις δ+h f και δ−h f τείνει να γίνει ένα, καθώς το h ελαττώνεται
και αυτή της δchf τείνει στο δύο, τα οποία είναι σύμφωνα με τα αποτελέσματα του
Λήμματος 2.1.

2.2 Προσέγγιση δεύτερης παραγώγου

Στη συνέχεια, θα θεωρήσουμε και μια πεπερασμένη διαφορά για την προσέγγιση
της δεύτερης παραγώγου μιας διαφορίσιμης συνάρτησης f .

Από τον ορισμό της δεύτερης παράγωγου της f σε ένα σημείο x0 έχουμε

f ′′(x0) = lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)

h
.
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Επομένως, μπορούμε να προσεγγίσουμε την f ′′(x0) χρησιμοποιώντας μία από τις
προσεγγίσεις δ+h f

′(x0), δ−h f
′(x0) ή δchf

′(x0). Αν, όμως, θέλουμε να χρησιμοποι-
ήσουμε μόνο τιμές της f , θα πρέπει να αντικαταστήσουμε την f ′(x0) με κάποια
προσέγγισή της. Έτσι, ένας τρόπος είναι

f ′′(x0) ≈δ+h f
′(x0) =

f ′(x0 + h)− f ′(x0)

h
≈
δ−h f(x0 + h)− δ−h f(x0)

h
=δ+h δ

−
h f(x0).

Από τον ορισμό των δ+h και δ−h προκύπτει ότι

δ+h δ
−
h f(x0) =

1

h
(
f(x0 + h)− f(x0)

h
− f(x0)− f(x0 − h)

h
)

=
f(x0 + h)− 2f(x0) + f(x0 − h)

h2
.

Επομένως, χρησιμοποιώντας την παραπάνω πεπερασμένη διαφορά μπορούμε να
προσεγγίσουμε την f ′′(x0). Παρόμοια, μπορούμε να προσεγγίσουμε την f ′′(x0)
ως

f ′′(x0) ≈δ−h f
′(x0) =

f ′(x0)− f ′(x0 − h)

h
≈
δ+h f(x0 + h)− δ+h f(x0)

h
=δ−h δ

+
h f(x0).

Από εδώ προκύπτει

δ−h δ
+
h f(x0) =

1

h
(
f(x0 + h)− f(x0)

h
− f(x0)− f(x0 − h)

h
)

=
f(x0 + h)− 2f(x0) + f(x0 − h)

h2
,

δηλαδή ότι δ−h δ
+
h f = δ+h δ

−
h f . Άρα και οι δύο παραπάνω μεθοδολογίες οδηγούν

στην ίδια πεπερασμένη διαφορά για την προσέγγιση της f ′′.
Επίσης, ισχύει ότι η ίδια πεπερασμένη διαφορά προκύπτει και χρησιμοποιώ-

ντας κατάλληλα την δchf . Πράγματι, έχουμε

δch/2δ
c
h/2f(x0) =

δch/2f(x0 + h/2)− δch/2f(x0 − h/2)

h

=
1

h
(
f(x0 +

h
2 + h

2 )− f(x0 +
h
2 − h

2 )

h
−
f(x0 − h

2 + h
2 )− f(x0 − h

2 − h
2 )

h
)

=
f(x0 + h)− 2f(x0) + f(x0 − h)

h2
.
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Συμβολίζουμε λοιπόν δch,2f την ακόλουθη πεπερασμένη διαφορά,

δch,2f(x0) ≡
f(x0 + h)− 2f(x0) + f(x0 − h)

h2
. (2.8)

Αυτός λοιπόν ο λόγος ορίζει μια προσέγγιση της f ′′(x0), ο οποίος καλείται και
κεντρική διαφορά για την προσέγγιση της δεύτερης παραγώγου. Άρα σύμφωνα με τα
παραπάνω, θα έχουμε ότι

δch,2f(x0) = δ+h δ
−
h f(x0) = δ−h δ

+
h f(x0) = δch/2δ

c
h/2f(x0).

Επίσης, με ανάλογο τρόπο όπως στο Λήμμα 2.1 μπορούμε να δείξουμε την ακό-
λουθη εκτίμηση του σφάλματος της προσέγγισης της f ′′(x0).

Λήμμα 2.2. Έστω f : [a, b] → R, f ∈ C4[a, b], x0 ∈ (a, b) και h > 0, τέτοιο ώστε
x0 ± h ∈ [a, b]. Τότε ισχύει η ακόλουθη εκτίμηση

|δch,2f(x0)− f ′′(x0)| ≤
h2

12
max
x∈[a,b]

|f (4)(x)|. (2.9)

Απόδειξη. Για f ∈ C4[a, b], μπορούμε να αναπτύξουμε και πάλι κατά Taylor και
να πάρουμε τις παρακάτω δύο σχέσεις

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

6
f ′′′(x0) +

h4

24
f (4)(ζ1),

f(x0 − h) = f(x0)− hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0)−

h3

6
f ′′′(x0) +

h4

24
f (4)(ζ2),

(2.10)

με ζ1 ∈ (x0, x0 + h), ζ2 ∈ (x0 − h, x0). Προσθέτοντας κατά μέλη τις δύο αυτές
σχέσεις, έχουμε

f(x0 + h) + f(x0 − h) = 2f(x0) + h2f ′′(x0) +
h4

24
[f (4)(ζ1) + f (4)(ζ2)].

Συνεπώς, σύμφωνα με το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής, έχουμε

f(x0 + h)− 2f(x0) + f(x0 − h)

h2
= f ′′(x0) +

h2

12
f (4)(ξ), ξ ∈ (ζ2, ζ1), (2.11)

από όπου εύκολα προκύπτει η ζητούμενη εκτίμηση (2.9).

Παρατήρηση 2.4. Για τον ίδιο λόγο όπως και στην Παρατήρηση 2.2, η τάξη ακρί-
βειας της προσέγγισης δch,2f είναι δύο. Μάλιστα, αν θεωρήσουμε την f(x) = x4,
βλέπουμε ότι δch,2f(x) = 12x2 + 2h2, δηλαδή η τάξη ακρίβειας της δch,2f είναι
ακριβώς δύο.
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h δch,2f(1.1) Eδch,2
p

0.50 -0.92577 0.09932
0.10 -0.82988 0.00343 2.090
0.05 -0.82730 0.00085 2.005
0.01 -0.82648 0.00003 2.000

Πίνακας 2.3: Οι τιμές της δch,2 και το σφάλμαEδch,2
, της προσέγγισης της f ′′(1.1) =

−1/(1.1)2 ≈ −0.82645, καθώς και η προσεγγιστική τάξη ακρίβειας p.

Στον Πίνακα 2.3 δίνουμε τιμές της προσέγγισης δch,2f(x0) για τη συνάρτηση
f(x) = ln(x) στο x0 = 1.1, όπου f ′′(1.1) = −1/(1.1)2 ≈ −0.82645, καθώς και
το σφάλμα Eδch,2

= |δch,2f(1.1)− f ′′(1.1)| και την αντίστοιχη προσεγγιστική τάξη
ακρίβειας p.

Παρατήρηση 2.5. Ένα ερώτημα που τίθεται είναι αν θα μπορούσαμε να χρησι-
μοποιήσουμε την δ−h δ

−
h f(x0) ή την δ+h δ

+
h f(x0) για την προσέγγιση της f ′′(x0).

Μπορούμε να δούμε ότι αν f : [a, b] → R, f ∈ C3[a, b], x0 ∈ (a, b) και h > 0,
τέτοιο ώστε x0 ± h ∈ [a, b], τότε ισχύει η ακόλουθη εκτίμηση, βλ. Άσκηση 2.2,

|δ+h δ
+
h f(x0)− f ′′(x0)| ≤

5

3
h max

x∈[a,b]
|f (3)(x)|. (2.12)

Επομένως, η δ+h δ
+
h f(x) είναι προσέγγιση της f ′′(x), όμως η τάξη ακρίβειας είναι

ένα. Παρόμοια εκτίμηση μπορούμε να δείξουμε για την δ−h δ
−
h f .

Χρησιμοποιώντας τις προσεγγίσεις για την πρώτη και τη δεύτερη παράγωγο
μιας συνάρτησης f που θεωρήσαμε, στα επόμενα κεφάλαια θα κατασκευάσουμε
μεθόδους πεπερασμένων διαφορών για τη προσέγγιση της λύσης διαφορικών εξι-
σώσεων πρώτης και δεύτερης τάξεως, καθώς και, παραδείγματος χάριν, στα (Ακρίβης
& Δουγαλής, 2013· Ακρίβης & Δουγαλής, 2005· Holmes, 2007· Richtmyer &
Morton, 1967· Jovanović & Süli, 2014· Strikwerda, 2004).

2.3 Ασκήσεις

2.1. Έστω f : [a, b] → R, f ∈ C4[a, b], x0 ∈ (a, b) και h1, h2 > 0, τέτοιο
ώστε x0 − h1, x0 + h2 ∈ [a, b]. Γράψτε την πεπερασμένη διαφορά για την
προσέγγιση της f ′′(x0) χρησιμοποιώντας τις τιμές της f στα x0 − h1, x0 και
x0 + h2. Εκτιμήστε το σφάλμα της προσέγγισης της f ′′(x0). Είναι η τάξη
ακρίβειας δύο;
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2.2. Έστω f : [a, b] → R, f ∈ C3[a, b], x0 ∈ (a, b) και h > 0, τέτοιο ώστε
x0 ± h ∈ [a, b]. Τότε ισχύει η ακόλουθη εκτίμηση

|δ+h δ
+
h f(x0)− f ′′(x0)| ≤

5

3
h max

x∈[a,b]
|f (3)(x)|.

2.3. Έστω f : [a, b] → R, f ∈ C3[a, b], x0 ∈ (a, b) και h > 0, τέτοιο ώστε
x0 ± h ∈ [a, b]. Τότε ισχύει η ακόλουθη εκτίμηση

|δ−h δ
−
h f(x0)− f ′′(x0)| ≤

5

3
h max

x∈[a,b]
|f (3)(x)|.

2.4. Έστω f : [a, b] → R, f ∈ C5[a, b], x0 ∈ (a, b) και h > 0, τέτοιο ώστε
x0±2h ∈ [a, b]. Χρησιμοποιήστε τα σημεία x0−2h, x0−h, x0+h, x0+2h,
για να δείξτε ότι η πεπερασμένη διαφορά

δ̂hf(x0) =
1

12h
(−f(x0 + 2h) + 8f(x0 + h)− 8f(x0 − h) + f(x0 − 2h)),

προσεγγίζει την f ′(x0). Βρείτε το σφάλμα της προσέγγισης και την τάξη ακρί-
βειας.

2.5. Έστω f : [a, b] → R, f ∈ C6[a, b], x0 ∈ (a, b) και h > 0, τέτοιο ώστε
x0 ± 2h ∈ [a, b]. Χρησιμοποιήστε τα σημεία x0 − 2h, x0 − h, x0, x0 + h,
x0 + 2h, για να δείξετε ότι η πεπερασμένη διαφορά

δ̂h,2f(x0) =
1

12h2
(−f(x0 + 2h) + 16f(x0 + h)− 30f(x0)

+ 16f(x0 − h)− f(x0 − 2h)),

προσεγγίζει την f ′′(x0). Βρείτε το σφάλμα της προσέγγισης και την τάξη ακρί-
βειας.
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Κεφάλαιο 3

Πρόβλημα δύο σημείων

Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε τη μεθόδο πεπερασμένων διαφορών για προ-
βλήματα Σ.Δ.Ε. δεύτερης τάξεως, τα οποία καλούνται και προβλήματα δύο ση-
μείων. Ο λόγος που θα ασχοληθούμε με την προσέγγιση της λύσης αυτών των
προβλημάτων είναι για την καλύτερη κατανόηση των αριθμητικών μεθόδων για
προβλήματα Μ.Δ.Ε. δεύτερης τάξεως που θα συναντήσουμε στα επόμενα κεφά-
λαια. Θα θεωρήσουμε μια Σ.Δ.Ε. δεύτερης τάξεως και έναν ομοιόμορφο διαμερι-
σμό του πεδίου ορισμού της. Θα κατασκευάσουμε προσεγγίσεις των παραγώγων
της άγνωστης λύσης u της διαφορικής εξίσωσης, χρησιμοποιώντας τις προσεγγί-
σεις που θεωρήσαμε στο Κεφάλαιο 2. Με αυτό τον τρόπο, θα οδηγηθούμε σε ένα
νέο πρόβλημα του οποίου η λύση αποτελεί προσέγγιση των τιμών της ακριβούς
λύσης στα σημεία του διαμερισμού. Θα δούμε, επίσης, ότι αυξάνοντας τον αριθμό
των σημείων της διαμέρισης, οδηγούμαστε σε καλύτερη προσέγγιση της λύσης του
προβλήματος.

3.1 Διακριτοποίηση

Θεωρούμε το πρόβλημα δύο σημείων για μια συνήθη διαφορική εξίσωση δεύτερης
τάξης, με ομογενείς συνοριακές συνθήκες Dirichlet: Ζητείται μια συνάρτηση u ∈
C2[a, b], τέτοια ώστε

− u′′(x) + q(x)u(x) = f(x), για x ∈ [a, b], με u(a) = u(b) = 0, (3.1)

όπου a, b ∈ R, a < b, q, f ∈ C[a, b] και q(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ [a, b]. Στη
συνέχεια, θα συμβολίζουμε με qmin = minx∈[a,b] q(x).

Θα θεωρήσουμε έναν φυσικό αριθμό N και μια διαμέριση του διαστήματος
[a, b] από N + 2 ισαπέχοντα σημεία a = x0 < x1 < · · · < xN < xN+1 = b,

33
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όπου h = xi+1 − xi, i = 0, . . . , N . Τότε, σε κάθε σημείο του διαμερισμού xi,
i = 1, . . . , N , θα ισχύει:

− u′′(xi) + q(xi)u(xi) = f(xi), i = 1, . . . , N. (3.2)

Σκοπός μας είναι να κατασκευάσουμε προσεγγίσεις των τιμών u(xi) της ακρι-
βούς λύσης του (3.1), τις οποίες θα συμβολίζουμε με Ui, i = 0, . . . , N + 1. Λόγω
των συνοριακών συνθηκών u(x0) = u(xN+1) = 0, θέτουμε λοιπόνU0 = UN+1 =
0. Οι τιμές των Ui, i = 1, . . . , N , προκύπτουν με τον ακόλουθο τρόπο.

Για να προσεγγίσουμε την u′′(x) στα σημεία xi, i = 1, . . . , N, χρησιμοποιούμε
την προσέγγιση δch,2 που θεωρήσαμε στην (2.8). Έτσι, αν υποθέσουμε ότι u ∈
C4[a, b], λόγω της (2.9), η (3.2) γίνεται,

−u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
+q(xi)u(xi) = f(xi)+ηi, i = 1, . . . , N, (3.3)

όπου

|ηi| ≤
h2

12
max
x∈[a,b]

|u(4)(x)|. (3.4)

Συνεπώς, έχουμε ότι ισχύει το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 3.1. Έστω u η λύση του (3.1) με u ∈ C4[a, b]. Τότε για την ηi που δίνεται
στην (3.3) έχουμε ότι υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη του h, τέτοια ώστε

max
1≤i≤N

|ηi| ≤ Ch2. (3.5)

Για να κατασκευάσουμε, λοιπόν, προσεγγίσειςUi των u(xi), i = 0, . . . , N+1,
θεωρούμε τις ακόλουθες εξισώσεις

−Ui+1 − 2Ui + Ui−1

h2
+ q(xi)Ui = f(xi), i = 1, . . . , N, (3.6)

U0 = UN+1 = 0. (3.7)

Επομένως, οι εξισώσεις (3.6)–(3.7) δίνουν ένα αριθμητικό σχήμα για την προσέγ-
γιση της ακριβούς λύσης του προβλήματος (3.1). Τότε, για αυτό το αριθμητικό
σχήμα, το σφάλμα ηi που δίνεται στην (3.3) καλείται τοπικό σφάλμα διακριτοποί-
ησης.

Αν το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης ενός αριθμητικού σχήματος σε ένα ση-
μείο ενός διαμερισμού με βήμα h, φράσσεται κατά απόλυτη τιμή από το γινόμενο
μιας θετικής σταθεράς, ανεξάρτητης του h, επί h υψωμένο σε μια δύναμη κ ≥ 1,
τότε λέμε ότι το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης έχει τάξη ακρίβειας κ.
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Στην (3.4) η ποσότητα h είναι υψωμένη στη δεύτερη δύναμη, οπότε η τάξη
ακρίβειας του τοπικού σφάλματος διακριτοποίησης της μεθόδου (3.6)–(3.7) είναι
δύο.

Μια επιθημητή ιδιότητα του τοπικού σφάλματος διακριτοποίησης είναι αυτό
να τείνει στο μηδέν κατά απόλυτη τιμή, καθώς το βήμα h του διαμερισμού τείνει
στο μηδέν. Αυτή η ιδιότητα καλείται συνέπεια ενός αριθμητικού σχήματος.

Ορισμός 3.1. Ένα αριθμητικό σχήμα ή μια μέθοδος λέγεται συνεπές ή συνεπής,
αντίστοιχα, αν υπό κατάλληλες συνθήκες ομαλότητας της συνάρτησης που θέ-
λουμε να προσεγγίσουμε, το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης τείνει στο μηδέν,
καθώς το βήμα h του διαμερισμού, τείνει στο μηδέν.

Επομένως, λόγω του Λήμματος 3.1, η μέθοδος πεπερασμένων διαφορών (3.6)–
(3.7) είναι συνεπής.

Αν συμβολίσουμε τώρα με U ∈ RN το διάνυσμα με συνιστώσες U1, . . . , UN ,
U = (U1, . . . , UN )T , μπορούμε να γράψουμε το σύστημα των εξισώσεων (3.6)-
(3.7) ισοδύναμα ως γραμμικό σύστημα

(A+ h2Q)U = h2F, (3.8)

όπου A είναι ο N ×N πίνακας

A =


2 −1 0 0
−1 2 −1 0

0
. . . . . . . . . 0

−1 2 −1
−1 2

 , (3.9)

Q είναι ένας διαγώνιος N × N πίνακας με στοιχεία q(xi), i = 1, . . . , N , στη
διαγώνιο και F = (f(x1), . . . , f(xN ))T .

Στη συνέχεια, δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός 3.2. Ένας N × N πίνακας A με στοιχεία (aij) λέμε ότι έχει αυστηρά
κυριαρχική διαγώνιο, αν

|aii| >
N∑

j=1,j ̸=i

|aij |, i = 1, . . . , N.

Οι πίνακες με αυστηρά κυριαρχική διαγώνιο είναι αντιστρέψιμοι, βλ. π.χ. (Ακρίβης
& Δουγαλής, 2015, Πρόταση 3.3). Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι ο πίνακας A+
h2Q της (3.8) έχει αυστηρά κυριαρχική διαγώνιου, αν qmin > 0, και, επομένως, το
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γραμμικό σύστημα (3.8) έχει μοναδική λύση. Όμως, όπως θα δούμε στη συνέχεια,
η υπόθεση ότι qmin > 0 δεν είναι απαραίτητη για την ύπαρξη μοναδικής λύσης του
(3.8).

Επίσης, παρατηρούμε ότι ο πίνακας A στην (3.9) είναι τριδιαγώνιος, δηλαδή
αν με aij , i, j = 1, . . . , N , συμβολίζουμε τα στοιχεία του A, τότε aij = 0, για
|i − j| > 1. Προφανώς, τότε και ο A + h2Q είναι τριδιαγώνιος. Στην επόμενη
παράγραφο θα δούμε έναν αλγόριθμο για την επίλυση ενός γραμμικού συστήματος
με τριδιαγώνιο πίνακα, χωρίς να είναι απαραίτητο ο πίνακας αυτός να έχει αυστηρά
κυριαχική διαγώνιο, βλέπε π.χ. (Ακρίβης & Δουγαλής, 2015, Κεφάλαιο 3).

3.2 Επίλυση τριδιαγώνιου γραμμικού συστήματος

Έστω ότι θέλουμε να λύσουμε το γραμμικό σύστημα Ay = z, δηλαδή να βρούμε
το y ∈ RN , όπου A είναι ένας N ×N τριδιαγώνιος πίνακας με στοιχεία

A =


a1 b1 0
c2 a2 b2

. . . . . . . . .
0 cN−1 aN−1 bN−1

cN aN

 , (3.10)

και z ∈ RN ένα δοσμένο διάνυσμα. Για τα στοιχεία του πίνακα A θα κάνουμε τις
ακόλουθες υποθέσεις

|a1| > |b1|, |ak| ≥ |bk|+ |ck|, k = 2, . . . , N − 1, |aN | > |cN |. (3.11)

Για να λύσουμε το γραμμικό σύστημα Ay = z μπορούμε να εφαρμόσουμε διά-
φορους αλγόριθμους όπως είναι η απαλοιφή Gauss. Στην περίπτωση, όμως, του
πίνακα A, είναι προτιμότερο να χρησιμοποιήσουμε έναν αλγόριθμο που έχει σχε-
διαστεί ειδικά για τριδιαγώνιους πίνακες, όπως ο ακόλουθος:

Ο πίνακας A μπορεί να γραφεί ως γινόμενο LU δύο πινάκων L και U , με L
κάτω τριγωνικό και U άνω τριγωνικό, που έχουν τη μορφή

L =


d1
c2 d2 0

. . . . . .
0 cN dN

 , U =


1 e1

1 e2 0
. . . . . .

1 eN−1

0 1

 , (3.12)

δηλαδή έχουν μη μηδενικά στοιχεία στη διαγώνιο και οL στην πρώτη υποδιαγώνιο
και ο U στην πρώτη υπερδιαγώνιο. Είναι απλό να δούμε ότι οι αριθμοί d1, . . . , dN
και e1, . . . , eN−1 προκύπτουν με τον ακόλουθο αλγόριθμο
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d1 = a1, e1 = b1/d1

για k = 2, 3, . . . , N − 1

dk = ak − ckek−1

ek = bk/dk

τέλος για
dN = ak − cNeN−1.

(3.13)

Η υπάρξη των πινάκων L και U και η ολοκλήρωση του αλγορίθμου (3.13) αποδει-
κνύεται στο ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 3.2. Έστω A ένας τριδιαγώνιος πίνακας της μορφής (3.10), τέτοιος ώστε
να ισχύουν οι υποθέσεις (3.11). Τότε υπάρχουν πίνακες L και U της μορφής (3.12),
τέτοιοι ώστε A = LU και ο αλγόριθμος (3.13) είναι καλά ορισμένος και ολοκληρώ-
νεται.
Απόδειξη. Για να είναι ο αλγόριθμος (3.13) καλά ορισμένος και, συνεπώς, να υπάρ-
χει η ανάλυση τουA = LU με πίνακες L και U της μορφής (3.12), αρκεί να ισχύει
dk ̸= 0, k = 1, . . . , N . Από τις υποθέσεις (3.11) έχουμε ότι |a1| > |b1|, οπότε
|e1| < 1. Επαγωγικά μπορούμε να αποδείξουμε ότι

dk ̸= 0, k = 1, . . . , N, |ek| < 1.

Πράγματι, έστω ότι ισχύει dk−1 ̸= 0, |ek−1| < 1 για κάποιο k. Τότε |dk| = |ak −
ckek−1| ≥ |ak|−|ck| |ek−1| > |ak|−|ck| ≥ |bk| > 0. Επιπλέον |ek| = |bk|/|dk| <
1.

Εφόσον έχουμε αποδείξει ότι A = LU , για να λύσουμε τώρα το γραμμικό
σύστημα LUy = z, λύνουμε πρώτα το Lw = z εφαρμόζοντας τον ακόλουθο
αλγόριθμο

w1 = z1/d1

για k = 2, 3, . . . , N − 1

wk = (zk − ckwk−1)/dk

τέλος για

(3.14)

και, στη συνέχεια, το διάνυσμα y προκύπτει ως λύση του γραμμικού συστήματος
Uy = w

yN = wN

για k = N − 1, N − 2, . . . , 1

yk = wk − ekyk+1

τέλος για

(3.15)
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Παρατήρηση 3.1. Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι αν ένας πίνακας της μορφής (3.10)
δεν έχει αυστηρά κυριαρχική διαγώνιο, αλλά ικανοποιεί τις υποθέσεις (3.11), τότε
αντιστρέφεται. Στο πρόβλημα (3.1), υποθέσαμε ότι qmin ≥ 0. Αυτό σημαίνει ότι
ο πίνακας A + h2Q που θεωρήσαμε στην (3.8), ικανοποιεί τις υποθέσεις (3.11).
Συνεπώς, εφαρμόζοντας τους αλγορίθμους (3.14) και (3.15), διαπιστώνουμε ότι το
γραμμικό σύστημα (3.8) έχει μοναδική λύση.

Παράδειγμα 3.1. Θεωρούμε το ακόλουθο πρόβλημα συνοριακών τιμών

− u′′(x) + u(x) = sin(2πx), 0 < x < 1, με u(0) = u(1) = 0. (3.16)

Η ακριβής λύση u αυτού του προβλήματος είναι

u(x) =
sin(2πx)
1 + 4π2

, (3.17)

οπότε η (3.6) γίνεται τώρα

− Ui+1 − 2Ui + Ui−1

h2
+ Ui = sin(2πxi), i = 1, . . . , N. (3.18)

Διαμερίζουμε το [0, 1] σεN +2 ισαπέχοντα σημεία και χρησιμοποιώντας τους
παραπάνω αλγορίθμους (3.13), (3.14) και (3.15), μπορούμε να βρούμε Ui που προ-
σεγγίζουν την ακριβή λύση στο αντίστοιχο σημείο xi του διαμερισμού. Στο Σχήμα
3.1 εμφανίζονται οι προσεγγίσεις για N = 2, 4 και 6 και το γράφημα της ακριβούς
λύσης u. Σε αυτό το σχήμα, μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι καθώς το πλήθος
των σημείων της διαμέρισης αυξάνει, και άρα το βήμα h ελαττώνεται, φαίνεται ότι
η αντίστοιχη προσέγγιση πλησιάζει καλύτερα την ακριβή λύση. Αυτό εμφανίζεται
και στον Πίνακα 3.1, όπου βλέπουμε τα σφάλματα της προσέγγισης της u(xi) από
την Ui στα σημεία xi, με i = 1, 3 και N = 5, 7, 9, 11. Το σημείο x1 είναι το πρώτο
σημείο στο οποίο υπολογίζουμε την προσέγγιση και, καθώς τοN αυξάνει, αυτό θα
πλησιάζει το σημείο x0 = 0. Αν και το σημείο x1 μεταβάλλεται για κάθε διαμερι-
σμό, το σφάλμα |U1 − u(x1)| ελαττώνεται, καθώς το N αυξάνει. Αυτό ισχύει για
όλα τα σημεία του διαμερισμόυ και πραγματικά η ποσότητα max1≤i≤N |Ui−u(xi)|
φθίνει, καθώς το πλήθος των σημείων αυξάνει. Αυτήν την προσεγγιστική ιδιότητα
που έχει η μέθοδος πεπερασμένων διαφορών (3.6)–(3.7) αποδεικνύουμε παρακάτω
στο Θεώρημα 3.2.

3.3 Σύγκλιση της μεθόδου πεπερασμένων διαφορών

Σε αυτή την παράγραφο θα δείξουμε ότι η λύσηU του γραμμικού συστήματος (3.8)
προσεγγίζει το αντίστοιχο διάνυσμα των τιμών της ακριβούς λύσης u, με συνιστώ-
σες τις τιμές u(x1), . . . , u(xN ).
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N x1 |U1 − u(x1)| x3 |U3 − u(x3)| max
0≤i≤N+1

|Ui − u(xi)|

5 0.2 0.0051 0.6 0.046 0.0080
7 0.1429 0.0021 0.4286 0.0072 0.0072
9 0.1111 0.0010 0.3333 0.0056 0.0070
11 0.0909 0.0005 0.2727 0.0041 0.0069

Πίνακας 3.1: Τα σφάλματα του Παραδείγματος 3.1 στα σημεία x1 και x3 και το
μέγιστο σφάλμα σε κάθε σημείο του διαμερισμού, για N = 5, 7, 9, 11.
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Σχήμα 3.1: Η ακριβής λύση και οι προσεγγιστικές λύσεις του Παραδείγματος 3.1
για N = 2, 4, 6.

Ορισμός 3.3. Έστω H ένας πραγματικός γραμμικός χώρος και ϕ μια απεικόνιση
ϕ : H → R. Η ϕ καλείται νόρμα στον H , αν ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες

Για v ∈ H,ϕ(v) = 0, αν και μόνο αν v = 0,

ϕ(λv) = |λ|v, ∀λ ∈ R, v ∈ H,

ϕ(v + w) ≤ ϕ(v) + ϕ(w).

(3.19)

Είναι απλό να δούμε ότι η απεικόνιση ϕ(v) = max1≤i≤N |vi|, όπου v ∈ RN ,
αποτελεί μια νόρμα στον RN .

Ορισμός 3.4. Μια αριθμητική μέθοδος για το πρόβλημα 3.1 λέγεται ευσταθής, αν
μια νόρμα της αριθμητικής λύσης φράσσεται από μια σταθερά επί μια ποσότητα
που εξαρτάται μόνο από τα δεδομένα του προβλήματος.
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Στο ακόλουθο θεώρημα δείχνουμε την ευστάθεια της λύσης του (3.6)–(3.7).

Θεώρημα 3.1. Έστω Ui, i = 0, . . . , N + 1, η λύση του προβλήματος (3.6)–(3.7),
και qmin > 0. Τότε, υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη του h, τέτοια ώστε

max
0≤i≤N+1

|Ui| ≤ C max
x∈[a,b]

|f(x)|. (3.20)

Απόδειξη. Γράφουμε τη σχέση (3.6) στη μορφή

(2 + h2q(xi))Ui = Ui+1 + Ui−1 + h2f(xi), 1 ≤ i ≤ N.

Στη συνέχεια, επειδή qmin > 0, η παραπάνω ισότητα δίνει, για κάθε i = 1, . . . , N ,

(2 + h2qmin)|Ui| ≤ |Ui+1|+ |Ui−1|+ h2|f(xi)|
≤ 2 max

0≤i≤N+1
|Ui|+ h2 max

x∈[a,b]
|f(x)|.

Επομένως,

(2 + h2qmin) max
1≤i≤N

|Ui| ≤ 2 max
0≤i≤N+1

|Ui|+ h2 max
x∈[a,b]

|f(x)|,

η οποία εύκολα δίνει τη ζητούμενη εκτίμηση (3.20).

Παρατήρηση 3.2. Η ευστάθεια του αριθμητικού σχήματος είναι μια εσωτερική
ιδιότητα του σχήματος, δηλαδή δεν έχει σχέση με το συγκεκριμμένο πρόβλημα που
θέλουμε να λύσουμε. Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 3.1 μπορούμε να αποδείξουμε
ότι το γραμμικό σύστημα (3.8) έχει μοναδική λύση. Αν θεωρήσουμε το αντίστοιχο
ομογενές γραμμικό σύστημα, τότε σύμφωνα με το Θεώρημα 3.1, οδηγούμαστε στο
συμπέρασμα ότι η μοναδική λύση είναι η μηδενική λύσηUi = 0, i = 0, . . . , N+1.

Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας την ευστάθεια και τη συνέπεια του αριθμητι-
κού σχήματος (3.6)–(3.7), δείχνουμε τη σύγκλισή του.

Θεώρημα 3.2. Έστω Ui, i = 0, . . . , N + 1, η λύση του προβλήματος (3.6)–(3.7),
και u η λύση του προβλήματος (3.1), με u ∈ C4[a, b]. Τότε, αν qmin > 0, υπάρχει μια
σταθερά C, ανεξάρτητη του h, τέτοια ώστε

max
0≤i≤N+1

|Ui − u(xi)| ≤ Ch2. (3.21)
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Απόδειξη. Θέτουμε Ei = Ui − u(xi), i = 0, . . . , N + 1, όπου λόγω των σχέσεων
U0 = u(a) = 0 και UN+1 = u(b) = 0, έχουμε E0 = EN+1 = 0. Αφαιρούμε τώρα
κατά μέλη τις (3.6) και (3.3), οπότε παίρνουμε

Ei+1 − (2 + q(xi)h
2)Ei + Ei−1 = h2ηi, i = 1, . . . , N. (3.22)

Θέτουμε τώρα Ē = max1≤i≤N |Ei|, η̄ = max1≤i≤N |ηi| και επειδή qmin > 0, από
την (3.22) προκύπτει

(2 + qminh
2)|Ei| ≤ 2Ē + h2η̄.

Συνεπώς
qminh

2 max
1≤i≤N

|Ei| ≤ h2η̄,

η οποία λόγω του Λήμματος 3.1 δίνει τη ζητούμενη ανισότητα.

Παράδειγμα 3.2. Θεωρούμε και πάλι το πρόβλημα του Παραδείγματος 3.1 και
υπολογίζουμε το σφάλμα Ē = max0≤i≤N+1 |Ui − u(xi)|, με h = 1/(N + 1) και
h = 0.1, 0.05, 0.0250, 0.0125. Στον Πίνακα 3.2 βλέπουμε το σφάλμα Ē και την
αντίστοιχη προσεγγιστική τάξη ακρίβειας p, όπου παρατηρούμε ότι φαίνεται να
τείνει στο δύο, καθώς το h ελαττώνεται.

h Ē p

0.1000 0.00077
0.0500 0.00020 1.948
0.0250 0.00005 2.005
0.0125 0.00001 2.001

Πίνακας 3.2: Τo σφάλμα Ē = max0≤i≤N+1 |Ui − u(xi)| της λύσεως του (3.18)
στο Παράδειγμα 3.1, όπου h = 1/(N +1), και η κατά προσέγγιση τάξη ακρίβειας
p.

3.4 Μέθοδος ενέργειας

Στο Θεώρημα 3.2 είδαμε ότι αν qmin > 0, τότε μπορούμε να δείξουμε ότι τα Ui

που ικανοποιούν την (3.6)–(3.7) συγκλίνουν στις u(xi), i = 0, . . . , N + 1, όπου u
η ακριβής του (3.1). Σε αυτή την παράγραφο θα δούμε μια διαφορετική απόδειξη
της παραπάνω σύγκλισης, όπου qmin μπορεί να μηδενίζεται. Επίσης, αυτή η ανά-
λυση μας επιτρέπει να δείξουμε εκτιμήσεις σφάλματος παρόμοιες με την (3.21) για
προβλήματα συνοριακών τιμών με διαφορετικές συνοριακές συνθήκες, όπως π.χ.
με συνθήκες Neumann.
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Συμβολίζουμε τώρα με RN+2
0 τα διανύσματα του RN+2 όπου η πρώτη και τε-

λευταία συνιστώσα να είναι ίση με μηδέν, θεωρούμε το εσωτερικό γινόμενο (·, ·)h
στον RN+2

0 , το οποίο ορίζεται ως

(V,W )h = h

N∑
i=1

ViWi, με V,W ∈ RN+2
0 , (3.23)

και την αντίστοιχη νόρμα ∥ · ∥h,

∥V ∥h =
(
h

N∑
i=1

|Vi|2
)1/2

, V ∈ RN+2
0 . (3.24)

Ακόμα, θεωρούμε και τη νόρμα | · |1,h, στον RN+2
0

|V |1,h =
(
h

N∑
i=0

|Vi+1 − Vi
h

|2
)1/2

, V ∈ RN+2
0 . (3.25)

Το ότι η | · |1,h ορίζει μια νόρμα στον RN+2
0 μπορούμε εύκολα να το δούμε, επα-

ληθεύοντας τις ιδιότητες (3.19), βλ. Άσκηση 3.1.

Παρατήρηση 3.3. Από το γεγονός ότι η (·, ·)h είναι ένα εσωτερικό γινόμενο και
∥ · ∥h η αντίστοιχη νόρμα, έχουμε ότι ισχύει η ανισότητα Cauchy–Schwarz

|(V,W )h| ≤ ∥V ∥h ∥W∥h, ∀V,W ∈ RN+2
0 . (3.26)

Στη συνέχεια, θα δείξουμε ανισότητες οι οποίες συνδέουν τις νόρμες (3.24) και
(3.25) με τη νόρμα μεγίστου που χρησιμοποιήσαμε στην προηγούμενη παράγραφο.

Λήμμα 3.3. Αν V ∈ RN+2
0 , τότε ισχύουν οι ακόλουθες ανισότητες

∥V ∥h ≤
√
b− a max

0≤i≤N+1
|Vi|, (3.27)

max
0≤i≤N+1

|Vi| ≤
√
b− a |V |1,h, (3.28)

∥V ∥h ≤ (b− a)|V |1,h. (3.29)

Απόδειξη. Επειδή (N + 1)h = (b − a), εύκολα μπορούμε να δούμε ότι ισχύει η
πρώτη ανισότητα (3.27). Για να δείξουμε τη δεύτερη ανισότητα (3.28), παρατη-
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ρούμε ότι για V ∈ RN+2
0 και j = 1, . . . , N , έχουμε

|Vj |2 = |
j−1∑
i=0

Vi+1 − Vi|2 ≤ j

j−1∑
i=0

|Vi+1 − Vi|2

≤ (N + 1)

N∑
i=0

|Vi+1 − Vi|2 = (N + 1)h2
N∑
i=0

∣∣∣∣Vi+1 − Vi
h

∣∣∣∣2

= (b− a)h
N∑
i=0

∣∣∣∣Vi+1 − Vi
h

∣∣∣∣2 ≤ (b− a) |V |21,h.

(3.30)

Τελικά, συνδυάζοντας τις (3.27) και (3.28), παίρνουμε την τελευταία ανισότητα,
(3.29).

Παρατήρηση 3.4. Λόγω του Λήμματος 3.3 και του Θεωρήματος 3.1 μπορούμε
εύκολα να δούμε ότι αν θέσουμε U ∈ RN+2

0 με U = (U0, U1, . . . , UN+1)
T και Ui,

i = 0, . . . , N + 1, τη λύση των (3.6)–(3.7) τότε

∥U∥h ≤ C
√
b− a max

x∈[a,b]
|f(x)|, (3.31)

όπου C είναι η σταθερά της (3.20). Επίσης, αν E ∈ RN+2
0 με E = (E0, E1, . . . ,

EN+1)
T καιEi = Ui−u(xi), i = 0, . . . , N +1, τότε από το Θεώρημα 3.2 έχουμε

∥E∥h ≤ Ch2
√
b− a, (3.32)

όπου C είναι τώρα η σταθερά της (3.21).

Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι η εκτίμηση σφάλματος (3.21) ισχύει και στην
περίπτωση που qmin = 0. Θα θεωρήσουμε τώρα την απεικόνιση ∆h : RN+2

0 →
RN+2
0 , η οποία ορίζεται ως

∆hVi ≡ (∆hV )i =

{
Vi+1−2Vi+Vi−1

h2 , i = 1, . . . , N,

0, i = 0, N + 1,
(3.33)

για την οποία ισχύει το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 3.4. Για V,W ∈ RN+2
0 έχουμε

− (∆hV,W )h = h
N∑
i=0

Vi+1 −Wi

h

Wi+1 −Wi

h
. (3.34)
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Απόδειξη. Από τον ορισμό της (·, ·)h, αλλάζοντας τη μεταβλητή στη σειρά άθροι-
σης και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι W0 =WN+1 = 0, παίρνουμε

(∆hV,W )h = h
N∑
i=1

Vi+1 − 2Vi + Vi−1

h2
Wi

= h

{
N∑
i=1

Vi−1 − Vi
h2

Wi −
N∑
i=1

Vi − Vi+1

h2
Wi

}

= h

{
N−1∑
i=0

Vi − Vi+1

h2
Wi+1 −

N∑
i=1

Vi − Vi+1

h2
Wi

}

= h

{
N∑
i=0

Vi − Vi+1

h2
Wi+1 −

N∑
i=0

Vi − Vi+1

h2
Wi

}

= −h
N∑
i=0

Vi+1 − Vi
h

Wi+1 −Wi

h
.

Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε ένα παρόμοιο αποτέλεσμα με το Θεώρημα 3.2,
όπου τώρα η συνάρτηση q επιτρέπεται να λαμβάνει και μηδενικές τιμές.

Θεώρημα 3.3. ΈστωU ∈ RN+2
0 μεU = (U0, U1, . . . , UN+1)

T ,Ui, i = 0, . . . , N+
1, η λύση του προβλήματος (3.6)–(3.7), όπου qmin ≥ 0, και u η λύση του προβλή-
ματος (3.1), με u ∈ C4[a, b]. Τότε υπάρχει σταθερά C, ανεξάρτητη του h, τέτοια
ώστε

max
0≤i≤N+1

|Ui − u(xi)| ≤ Ch2. (3.35)

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της απεικόνισης ∆h, εύκολα βλέπουμε
ότι η εξίσωση σφάλματος (3.22) μπορεί να γραφεί ως

−∆hEi + q(xi)Ei = ηi, i = 1, . . . , N.

Στη συνέχεια, πολλαπλασιάζοντας μεEi κάθε εξίσωση και αθροίζοντας, παίρνουμε

− (∆hE,E)h + h
N∑
i=1

q(xi)|Ei|2 = (η,E)h, (3.36)

όπου E, η ∈ RN+2
0 τα διάνυσματα με συνιστώσες E0, E1, . . . , EN+1 και η0, η1,

. . . , ηN+1, αντίστοιχα.
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Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι λόγω του Λήμματος 3.4, έχουμε

− (∆hV, V )h = |V |21,h, ∀V ∈ RN+2
0 . (3.37)

Χρησιμοποιώντας τώρα την (3.37) και το γεγονός ότι qmin ≥ 0, η (3.36) δίνει

|E|21,h ≤ |E|21,h + h

N∑
i=1

q(xi)|Ei|2 = (η,E)h ≤ ∥η∥h∥E∥h. (3.38)

Επομένως, εφαρμόζοντας την (3.29) στην (3.38), παίρνουμε

|E|1,h ≤ (b− a)∥η∥h,

από όπου, λόγω της (3.28), προκύπτει

max
0≤i≤N+1

|Ei| ≤ (b− a)3/2∥η∥h.

Στη συνέχεια, λόγω του Λήμματος 3.1, είναι απλό να δούμε ότι

∥η∥h ≤ Ch2,

όπου η σταθερά C είναι ανεξάρτητη του h. Συνεπώς, συνδυάζοντας τις δύο τελευ-
ταίες ανισότητες παίρνουμε τη ζητούμενη (3.35).

Παρατήρηση 3.5. Εύκολα βλέπουμε ότι, αν η συνάρτηση q επιτρέπεται να λαμ-
βάνει και μηδενικές τιμές, τότε λόγω του Θεωρήματος 3.3 και του Λήμματος 3.3,
ισχύει η εκτίμηση σφάλματος (3.32).

3.5 Συνοριακές συνθήκες Neumann

Θεωρούμε τώρα ένα παρόμοιο προβλήμα συνοριακών τιμών με το (3.1) όπου τώρα
έχουμε τροποποιήσει τις συνοριακές συνθήκες και θεωρούμε ομογενείς συνοριακές
συνθήκες Neumann. Ζητούμε μια συνάρτηση u ∈ C2[a, b], τέτοια ώστε

− u′′(x) + q(x)u(x) = f(x), x ∈ [a, b], με u′(a) = u′(b) = 0, (3.39)

όπου a, b ∈ R, a < b, q, f ∈ C[a, b] και qmin > 0. Για αυτό το πρόβλημα, σε
αντίθεση με εκείνο με συνοριακές συνθήκες Dirichlet που είδαμε στις προηγούμε-
νες παραγράφους, είναι απαραίτητο να ισχύει ότι qmin > 0, γιατί διαφορετικά δεν
έχουμε μοναδική λύση του (3.39), όπως είδαμε στην Παράγραφο 1.2.1.

Θεωρούμε και πάλι έναν φυσικό αριθμόN και μια διαμέριση του διαστήματος
[a, b] από N + 2 ισαπέχοντα σημεία a = x0 < x1 < · · · < xN < xN+1 = b,
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όπου h = xi+1 − xi, i = 0, . . . , N . Στα σημεία xi, i = 1, . . . , N , θα ισχύει η
(3.2) και σκοπός μας είναι και πάλι να κατασκευάσουμε προσεγγίσειςUi των τιμών
u(xi), χρησιμοποιώντας την (3.6). Όμως, σε αντίθεση, με τη μέθοδο πεπερασμένων
διαφορών που είδαμε στην Παραγράφο 3.1, για το πρόβλημα (3.1), δεν γνωρίζουμε
τις τιμές u(x0) και u(xN+1). Έτσι, τώρα θα χρειαστούμε δύο επιπλέον εξισώσεις
εκτός από τις (3.6), για να υπολογίσουμε τα Ui, i = 0, . . . , N + 1.

Ένας τρόπος για να το κάνουμε αυτό είναι να θεωρήσουμε ότι η u επεκτείνεται
άρτια αριστερά του a και δεξιά του b, δηλαδή u(a+h) = u(a−h) και u(b−h) =
u(b + h), h > 0. Ο λόγος που θεωρούμε άρτια επέκταση είναι διότι αν π.χ. η u
είναι άρτια γύρω από το a, τότε u′(a) = limh→0(u(a+ h)− u(a− h))/(2h) = 0.
Επομένως, η προσέγγιση της u′′(a), δch,2u(a) γίνεται

δch,2u(a) =
u(a+ h)− 2u(a) + u(a− h)

h2
= 2

u(a+ h)− u(a)

h2
.

Ανάλογα, παίρνουμε

δch,2u(b) = 2
u(b− h)− u(b)

h2
.

Άρα, χρησιμοποιώντας τις παραπάνω προσεγγίσεις δch,2u(a) και δch,2u(b) στην (3.39),
έχουμε

−2
u(x1)− u(x0)

h2
+ q(x0)u(x0) = f(x0) + η0,

−2
u(xN )− u(xN+1)

h2
+ q(xN+1)u(xN+1) = f(xN+1) + ηN+1,

(3.40)

όπου
|ηi| ≤

h

3
max
a≤x≤b

|u(3)(x)|, i = 0, N + 1. (3.41)

Συνεπώς, οι δύο επιπλέον σχέσεις που συμπληρώνουν τις (3.6) εδώ είναι

−2
U1 − U0

h2
+ q(x0)U0 = f(x0),

−2
UN − UN+1

h2
+ q(xN+1)UN+1 = f(xN+1).

Για να κατασκευάσουμε λοιπόν προσεγγίσεις Ui της λύσης u του προβλήματος
(3.39) στα σημεία xi, i = 0, . . . , N + 1, θεωρούμε τις ακόλουθες εξισώσεις

−Ui+1 − 2Ui + Ui−1

h2
+ q(xi)Ui = f(xi), i = 1, . . . , N, (3.42)

−2
U1 − U0

h2
+ q(x0)U0 = f(x0), (3.43)
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−2
UN − UN+1

h2
+ q(xN+1)UN+1 = f(xN+1). (3.44)

Επομένως, αν συμβολίσουμε μεU ∈ RN+2 το διάνυσμα με συνιστώσεςU0, . . . ,
UN+1,U = (U0, . . . , UN+1)

T , μπορούμε να γράψουμε το νέο σύστημα εξισώσεων
ισοδύναμα ως

(A+ h2Q)U = h2F, (3.45)

όπου A είναι ο (N + 2)× (N + 2) πίνακας

A =


2 −2 0 0
−1 2 −1 0

0
. . . . . . . . . 0

−1 2 −1
−2 2

 ,

Q είναι ένας διαγώνιος (N+2)×(N+2) πίνακας με στοιχεία q(xi), i = 0, . . . , N+
1, στη διαγώνιο και F = (f(x0), . . . , f(xN+1))

T . Εύκολα βλέπουμε ότι ο πίνακας
A+ h2Q είναι τριδιαγώνιος με αυστηρά κυριαρχική διαγώνιο, διότι qmin > 0, και
άρα αντιστρέφεται. Συνεπώς, το γραμμικό σύστημα (3.45) έχει μοναδική λύση.

Λόγω των (3.3) και (3.41) για το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης της μεθόδου
(3.42)–(3.44) έχουμε ότι ισχύει το ακόλουθο λήμμα,

Λήμμα 3.5. Έστω u η λύση του (3.1) με u ∈ C4[a, b]. Τότε για την ηi που δίνεται
στην (3.3) και (3.41) έχουμε ότι υπάρχει σταθερά ανεξάρτητη του h, τέτοια ώστε

max
0≤i≤N+1

|ηi| ≤ Ch. (3.46)

Επομένως λόγω του Λήμματος 3.5, αν η ακριβή λύση u είναι αρκετά ομαλή,
τότε το σφάλμα διακριτοποίησης ηi τείνει στο μηδέν καθώς το h τείνει στο μη-
δέν. Επομένως ισχύει ότι η μέθοδος πεπερασμένων διαφορών (3.42)–(3.44) είναι
συνεπής.

Με όμοια επιχειρήματα όπως και στην περίπτωση του Θεωρήματος 3.1, προ-
κύπτει και η ευστάθεια της μεθόδου για το πρόβλημα (3.39).

Θεώρημα 3.4. Έστω Ui, i = 0, . . . , N +1, η λύση του προβλήματος (3.42)–(3.44).
Τότε υπάρχει μια σταθερά C, ανεξάρτητη του h, τέτοια ώστε

max
0≤i≤N+1

|Ui| ≤ C max
x∈[a,b]

|f(x)|. (3.47)

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με ανάλογο τρόπο όπως και αυτή του Θεωρήματος
3.1.
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Στη συνέχεια, δείχνουμε τη σύγκλιση της μεθόδου (3.42)–(3.44) στην ακριβή
λύση του (3.39).

Θεώρημα 3.5. Έστω Ui, i = 0, . . . , N +1, η λύση του προβλήματος (3.42)–(3.44)
και u η λύση του προβλήματος (3.39), με u ∈ C4[a, b]. Τότε υπάρχει μια σταθερά C,
ανεξάρτητη του h, τέτοια ώστε

max
0≤i≤N+1

|Ui − u(xi)| ≤ Ch. (3.48)

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με ανάλογο τρόπο όπως και αυτή του Θεωρήματος
3.2. Έτσι μπορούμε να δείξουμε ότι

max
0≤i≤N+1

|Ui − u(xi)| ≤ C max
0≤i≤N+1

|ηi|,

για μια σταθερά C, ανεξάρτητη του h. Λόγω τώρα του Λήμματος 3.5, έχουμε τη
ζητούμενη ανισότητα.

Παρατήρηση: Η ανισότητα (3.48) που προκύπτει στο Θεώρημα 3.5 είναι δια-
φορετική από την αντίστοιχη του Θεωρήματος 3.2, ως προς την τάξη του h. Αυτό
οφείλεται στον τρόπο απόδειξης του θεωρήματος. Στην πραγματικότητα μπορούμε
να αποδείξουμε ότι και για το πρόβλημα (3.39) ισχύει, βλ. π.χ. (Ακρίβης & Δουγα-
λής, 2005· Ακρίβης & Δουγαλής, 2013),

max
0≤i≤N+1

|Ui − u(xi)| ≤ Ch2. (3.49)

Η απόδειξη αυτής της νέας ανισότητας είναι πιο πολύπλοκη, γίνεται χρησιμοποιώ-
τας ανάλογα επιχειρήματα όπως στη Παράγραφο 3.4 και δεν είναι στους σκοπούς
αυτών των σημειώσεων να δείξουμε την (3.49).

Παράδειγμα 3.3. Θεωρούμε το ακόλουθο πρόβλημα συνοριακών τιμών

− u′′(x) + u(x) = cos(2πx), 0 < x < 1, με u′(0) = u′(1) = 0. (3.50)

Η ακριβής λύση u αυτού του προβλήματος είναι

u(x) =
cos(2πx)
1 + 4π2

. (3.51)

Η εξίσωση πεπερασμένων διαφορών (3.42)–(3.44) γίνεται τώρα

−Ui+1 − 2Ui + Ui−1

h2
+ Ui = cos(2πxi), i = 1, . . . , N,

−2
U1 − U0

h2
+ U0 = 0,

−2
UN − UN+1

h2
+ UN+1 = 0.

(3.52)
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h Ē p

0.1000 0.00081
0.0500 0.00020 2.020
0.0250 0.00005 2.005
0.0125 0.00001 2.001

Πίνακας 3.3: Τo σφάλμα Ē = max0≤i≤N+1 |Ui − u(xi)| της λύσεως του (3.52)
στο Παράδειγμα 3.3, όπου h = 1/(N +1), και η κατά προσέγγιση τάξη ακρίβειας
p.

Αν θεωρήσουμε τώρα μια διαμέριση του [0, 1] με βήμα h = 0.1, 0.05, 0.025,
0.0125, στον Πίνακα 3.3 βλέπουμε το σφάλμα Ē = max0≤i≤N+1 |Ui − u(xi)| της
λύσεως του (3.52) όπου h = 1/(N + 1), καθώς και την αντίστοιχη προσεγγιστική
τάξη ακρίβειας p, η οποία τείνει στο δύο.

3.6 Ένα γενικότερο πρόβλημα

Θεωρούμε τώρα μια πιο γενική διαφορική εξίσωση, από αυτές που συναντήσαμε
στις προηγούμενες παραγράφους αυτού του κεφαλαίου, και το παρόμοιο, με το
(3.1), πρόβλημα δύο σημείων με ομογενείς συνοριακές συνθήκες Dirichlet

−u′′(x) + p(x)u′(x) + q(x)u(x) = f(x), x ∈ [a, b],

u(a) = u(b) = 0,
(3.53)

όπου a, b ∈ R, a < b, p, q, f ∈ C[a, b] και q(x) > 0, για κάθε x ∈ [a, b].
Όπως και στα προηγούμενα κεφάλαια θεωρούμε έναν ομοιόμορφο διαμερισμό

N + 2 σημείων του [a, b], xi, i = 0, . . . , N + 1, και θέλουμε και εδώ να κατα-
σκευάσουμε προσεγγίσεις Ui των τιμών u(xi) της ακριβούς λύσης του (3.53). Σε
κάθε σημείο του διαμερισμού xi, i = 1, . . . , N , θα ισχύει:

− u′′(xi) + p(xi)u
′(xi) + q(xi)u(xi) = f(xi), i = 1, . . . , N. (3.54)

Λόγω των συνοριακών συνθηκών u(x0) = u(xN+1) = 0, θέτουμε λοιπόν U0 =
UN+1 = 0. Στη συνέχεια, όπως και πριν στις Παραγράφους 3.1 και 3.5, οι τι-
μές Ui προκύπτουν προσεγγίζοντας κατάλληλα τις παραγώγους στην (3.54). Αντι-
καθιστούμε, λοιπόν, την u′′(xi) στην (3.54) και πάλι με την δch,2u(xi), οπότε αν
u ∈ C4[a, b], λόγω της (2.9), η (3.54) γίνεται

−u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
+ p(xi)u

′(xi) + q(xi)u(xi)

= f(xi) + η1i , i = 1, . . . , N,
(3.55)
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όπου

|η1i | ≤
h2

12
max
x∈[a,b]

|u(4)(x)|, i = 1, . . . , N. (3.56)

Στη συνέχεια, για την προσέγγιση της u′(xi), χρησιμοποιούμε την δchu(xi) που
θεωρήσαμε στη (2.2). Συνεπώς, αν u ∈ C3[a, b], λόγω τώρα της (2.4), η (3.54)
γίνεται

−u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
+ p(xi)

u(xi+1)− u(xi−1)

2h
+ q(xi)u(xi) = f(xi) + η1i + η2i , i = 1, . . . , N,

(3.57)

όπου

|η2i | ≤
h2

6
max
x∈[a,b]

|u(3)(x)|, i = 1, . . . , N, (3.58)

Επομένως, λόγω των (3.56) και (3.58) έχουμε ότι ισχύει το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 3.6. Έστω u η λύση του (3.1) με u ∈ C4[a, b]. Αν θέσουμε ηi = η1i +
η2i , με η1i , η2i που δίνονται στις (3.55) και (3.57), τότε έχουμε ότι υπάρχει σταθερά
ανεξάρτητη του h, τέτοια ώστε

max
1≤i≤N

|ηi| ≤ Ch2. (3.59)

Παρατήρηση 3.6. Αντί της δchu(xi) για την προσέγγιση της u′(xi) θα μπορούσαμε
να χρησιμοποιήσουμε την δ+h u(xi) είτε την δ−h u(xi). Σε αυτή την περίπτωση αντί
της (3.58) θα ισχύει μια διαφορετική εκτίμηση για το ηi, όπου η τάξη του h θα είναι
ένα και κατά συνέπεια το συμπέρασμα του Λήμματος 3.6 θα είναι διαφορετικό, βλ.
Άσκηση 3.8.

Επομένως, οι προσεγγίσεις Ui, i = 0, . . . , N + 1, των u(xi) προκύπτουν σύμ-
φωνα με τις ακόλουθες εξισώσεις

−Ui+1 − 2Ui + Ui−1

h2
+ p(xi)

Ui+1 − Ui−1

2h
+ q(xi)Ui

= f(xi), i = 1, . . . , N,
(3.60)

U0 = UN+1 = 0. (3.61)

Αν συμβολίσουμε με U ∈ RN , το διάνυσμα με συνιστώσες U1, . . . , UN , U =
(U1, . . . , UN )T , μπορούμε να γράψουμε το σύστημα εξισώσεων (3.60)–(3.61) ισο-
δύναμα

(A+ h2Q)U = h2F, (3.62)
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όπου A ∈ RN×N είναι ο πίνακας

A =


2 −1 + p(x1)

h
2 0

−1− p(x2)
h
2 2 −1 + p(x2)

h
2 0

. . . . . .
−1− p(xN−1)

h
2 2 −1 + p(xN−1)

h
2

0 −1− p(xN )h2 2

 ,

και όπως στην (3.8) ο Q είναι ένας διαγώνιος N ×N πίνακας και F ∈ RN . Προ-
κύπτει λοιπόν ότι ο A+h2Q είναι ένας τριδιαγώνιος πίνακας, ο οποίος για να έχει
αυστηρά κυριαρχική διαγώνιο πρέπει

|2 + h2q(xi)| > |1 + p(xi)
h

2
|+ |1− p(xi)

h

2
|, i = 2, . . . , N − 1,

|2 + h2q(x1)| > |1− p(x1)
h

2
|, και |2 + h2q(xN )| > |1 + p(xN )

h

2
|.

(3.63)

Αν maxx∈[a,b] |p(x)|h2 < 1, τότε έχουμε ότι 1 + p(xi)
h
2 > 0 και 1 − p(xi)

h
2 > 0,

i = 1, . . . , N . Οπότε σε αυτήν την περίπτωση ισχύουν οι συνθήκες (3.63).
Λόγω του Λήμματος 3.6, αν η ακριβής λύση u είναι αρκετά ομαλή, τότε το

σφάλμα διακριτοποίησης ηi τείνει στο μηδέν, καθώς το h τείνει στο μηδέν. Επο-
μένως, ισχύει ότι η μέθοδος πεπερασμένων διαφορών (3.60)–(3.61) είναι συνεπής.

Με όμοια επιχειρήματα όπως και στην περίπτωση του Θεωρήματος 3.1, προ-
κύπτει το ακόλουθο θεώρημα για την ευστάθεια της μεθόδου.

Θεώρημα 3.6. Έστω Ui, i = 0, . . . , N +1, η λύση του προβλήματος (3.60)–(3.61),
qmin > 0 και maxx∈[a,b] |p(x)|h2 < 1. Τότε υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη του h,
τέτοια ώστε

max
0≤i≤N+1

|Ui| ≤ C max
x∈[a,b]

|f(x)|. (3.64)

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με ανάλογο τρόπο όπως και αυτή του Θεωρήματος
3.1. Λόγω της (3.60), έχουμε

(2+h2q(xi))Ui = (1−p(xi)
h

2
)Ui+1+(1+p(xi)

h

2
)Ui−1+h

2f(xi), 1 ≤ i ≤ N.

Στη συνέχεια, επειδή qmin > 0 και maxx∈[a,b] |p(x)|h2 < 1, έχουμε

(2 + h2qmin)|Ui| ≤ |1− p(xi)
h

2
| |Ui+1|+ |1 + p(xi)

h

2
| |Ui−1|+ h2|f(xi)|

≤ 2 max
0≤i≤N+1

|Ui|+ h2 max
x∈[a,b]

|f(x)|,

από όπου εύκολα παίρνουμε τη ζητούμενη ανισότητα.
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Θεώρημα 3.7. Έστω Ui, i = 0, . . . , N +1, η λύση του προβλήματος (3.60)–(3.61),
και u η λύση του προβλήματος (3.53), με u ∈ C4[a, b]. Τότε, αν qmin > 0, και
maxx∈[a,b] |p(xi)|h2 < 1 υπάρχει μια σταθερά C, ανεξάρτητη του h, τέτοια ώστε

max
0≤i≤N+1

|Ui − u(xi)| ≤ Ch2. (3.65)

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με ανάλογο τρόπο όπως και αυτή του Θεωρήματος
3.6. Έτσι μπορούμε να δείξουμε ότι

max
1≤i≤N

|Ui − u(xi)| ≤ C max
1≤i≤N

|ηi|,

για μια σταθερά C, ανεξάρτητη του h. Λόγω τώρα της (3.62) έχουμε τη ζητούμενη
ανισότητα.

Παρατήρηση 3.7. Η υπόθεση qmin > 0 δεν είναι απαραίτητη για να δείξουμε την
ευστάθεια ή τη σύγκλιση της μεθόδου, αν ακολουθήσουμε παρόμοια ανάλυση όπως
στην Παράγραφο 3.4. Όμως, η υπόθεση maxx∈[a,b] |p(x)|h2 < 1 είναι αναγκαία,
όπως φαίνεται και στο επόμενο παράδειγμα. Λόγω αυτής της ιδιότητας, της ύπαρ-
ξης δηλαδή συνθηκών που πρέπει να ικανοποιεί η διαμέριση, η μέθοδος (3.60)–
(3.61) καλείται ευσταθής υπό συνθήκες.

Παράδειγμα 3.4. Για να δούμε ότι είναι αναγκαία η υπόθεση maxx∈[a,b] |p(x)|h2 <
1 για την προσέγγιση της ακριβούς λύσης θα θεωρήσουμε το ακόλουθο πρόβλημα
συνοριακών τιμών:

− u′′(x) + pu′ + u(x) = f(x), 0 < x < 1, με u(0) = u(1) = 0, (3.66)

με p = 200 και f(x) = 9900x98 + p(1− 100x99) + x− x100. Η ακριβής λύση u
αυτού του προβλήματος είναι u(x) = x− x100. Αν θεωρήσουμε έναν διαμερισμό
του [0, 1] με N = 20, 30, τότε, προφανώς, δεν ικανοποιείται η συνθήκη ph2 < 1,
ενώ ισχύει αν N = 102. Στο Σχήμα 3.2 βλέπουμε ότι η προσέγγιση αποτυγχάνει
κοντά στο σημείο x = 1 αν N = 20, 30.
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Σχήμα 3.2: Οι προσεγγιστικές λύσεις του Παράδειγματος 3.4.

3.7 Μη ομογενείς συνοριακές συνθήκες

Στη συνέχεια θα τροποποιήσουμε τις ομογενείς συνοριακές συνθήκες Dirichlet του
προβλήματος (3.1), ζητώντας τώρα μια συνάρτηση u ∈ C2[a, b], τέτοια ώστε

− u′′(x) + q(x)u(x) = f(x), x ∈ [a, b], με u(a) = a0, u(b) = b0, (3.67)

όπου a, b ∈ R, a < b, q, f ∈ C[a, b] και q(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ [a, b] και
a0, b0 ∈ R.

Όπως και στις προηγούμενες παραγράφους θεωρούμε έναν φυσικό αριθμό N
και μια διαμέριση του διαστήματος [a, b] από N +2 ισαπέχοντα σημεία a = x0 <
x1 < · · · < xN < xN+1 = b, όπου h = xi+1 − xi, i = 0, . . . , N . Επειδή
το πρόβλημα (3.67) διαφέρει από το (3.1) μόνο ως προς τις συνοριακές συνθή-
κες, θα κατασκευάσουμε προσεγγίσεις Ui των τιμών u(xi), i = 0, . . . , N + 1,
όπου θα ικανοποιούν την (3.6) και λόγω των συνοριακών συνθηκών u(x0) = a0,
u(xN+1) = b0, θα θέσουμε U0 = a0, UN+1 = b0.

Επομένως, κατασκευάζουμε προσεγγίσεις Ui των u(xi), i = 0, . . . , N + 1,
σύμφωνα με τις ακόλουθες εξισώσεις

−Ui+1 − 2Ui + Ui−1

h2
+ q(xi)Ui = f(xi), i = 1, . . . , N, (3.68)

U0 = a0, UN+1 = b0. (3.69)
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Συνεπώς, το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης θα ικανοποιεί την (3.3) και θα ισχύει
για αυτό το ανάλογο του Λήμματος 3.1.

Έτσι, αν συμβολίσουμε με U ∈ RN το διάνυσμα με συνιστώσες U1, . . . , UN ,
U = (U1, . . . , UN )T , μπορούμε να γράψουμε το σύστημα των εξισώσεων (3.68)-
(3.69) ισοδύναμα ως γραμμικό σύστημα (A+h2Q)U = h2F , όπου ο πίνακαςA δί-
νεται όπως στην (3.9),Q είναι ένας διαγώνιοςN×N πίνακας με στοιχεία q(xi), i =
1, . . . , N , στη διαγώνιο και F = (f(x1) + U0/h

2, f(x2), . . . , f(xN−1), f(xN ) +
UN+1/h

2)T .
Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας παρόμοια επιχειρήματα όπως στο Θεώρημα

3.2, δείχνουμε τη σύγκλιση της μεθόδου (3.68)–(3.69).

Θεώρημα 3.8. Έστω Ui, i = 0, . . . , N +1, η λύση του προβλήματος (3.68)–(3.69),
και u η λύση του προβλήματος (3.67), με u ∈ C4[a, b]. Τότε, αν qmin > 0, υπάρχει
μια σταθερά C, ανεξάρτητη του h, τέτοια ώστε

max
0≤i≤N+1

|Ui − u(xi)| ≤ Ch2. (3.70)

Απόδειξη. Θέτουμε Ei = Ui − u(xi), i = 0, . . . , N + 1, όπου λόγω των σχέσεων
U0 = u(a) και UN+1 = u(b), έχουμε E0 = EN+1 = 0. Αφαιρούμε τώρα κατά
μέλη τις (3.68) και (3.3), οπότε παίρνουμε

Ei+1 − (2 + q(xi)h
2)Ei + Ei−1 = h2ηi, i = 1, . . . , N. (3.71)

Συνεχίζουμε όπως στην απόδειξη του Θεωρήματος (3.2) και καταλήγουμε στη ζη-
τούμενη ανισότητα.

3.8 Άλλες συνοριακές συνθήκες

Ακολουθώντας την ανάλυση προβλημάτων με συνοριακές συνθήκες τύπου Dirich-
let ή Neumann που είδαμε σε αυτό το κεφάλαιο, μπορούμε να τροποποιήσουμε
ανάλογα τις μεθόδους που παρουσιάσαμε, ώστε να ισχύουν αντίστοιχα αποτελέ-
σματα και για άλλου τύπου συνοριακές συνθήκες, όπως π.χ. Robin. Επίσης, μπο-
ρούμε να θεωρήσουμε και άλλες μεθόδους, οι οποίες βασίζονται στις πεπερασμέ-
νες διαφορές, για την προσέγγιση της λύσης του προβλήματος (3.1), όπως είναι
η μέθοδος των πεπερασμένων όγκων (finite volume method). Παραπέμπουμε τον
αναγνώστη στα (Ακρίβης & Δουγαλής, 2013· Holmes, 2007· Morton & Mayers,
2005· Roos, Stynes, & Tobiska, 2008· Thomas, 1995) για πιο λεπτομερή παρου-
σίαση.
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3.9 Ταινίες γραφικών παραστάσεων

Σε αυτή την παράγραφο εμφανίζονται δυο ταινίες με τις γραφικές παραστάσεις
που παρουσιάστηκαν στα Παραδείγματα 3.1 και 3.4. Η προβολή των ταινιών στην
οθόνη του H/Y μπορεί να γίνει αν μετακινήσουμε τον κέρσορα (δείκτη) της οθόνης,
και επιλέξουμε, π.χ. με τη χρήση του “ποντίκιου”, το αντίστοιχο παράδειγμα και,
στη συνέχεια, την επιλογή “Play/Pause”. Στην περίπτωση που η προβολή αυτού του
βιβλίου στην οθόνη γίνεται μέσω του αντίστοιχου αρχείου μορφής pdf, συνίσταται
η χρήση του πρόγραμματος Adobe Reader.

Σχήμα 3.3: Ταινίες των γραφικών παραστάσεων των Παραδειγμάτων 3.1 και 3.4.

3.10 Ασκήσεις

3.1. Δείξτε ότι η | · |1,h που ορίζεται στην (3.25) ορίζει μια νόρμα στον RN+2
0 .


var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton0'){ocgs[i].state=false;}}
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3.2. Έστω u η λύση του προβλήματος συνοριακών τιμών

−x2u′′(x)− xu′(x) + 4u(x) = 20x3, με x ∈ [1, 2],

u(1) = 0, u(2) = 0.

Γράψτε το αριθμητικό σχήμα πεπερασμένων διαφορών χρησιμοποιώντας κε-
ντρικές διαφορές δch και δch,2. Ποιος είναι ο περιορισμός για το βήμα h, ώστε
ο αντίστοιχος πίνακας που χρησιμοποιούμε για την προσέγγιση της λύσης να
είναι αντιστρέψιμος;

3.3. Έστω u η λύση του προβλήματος συνοριακών τιμών

−u′′(x) + u′(x) = 1, με x ∈ [a, b],

u(a) = 0, u(b) = 0.

(αʹ) Έστω ότι προσεγγίζουμε τη δεύτερη παράγωγο, u′′(xi), με την κεντρική
διαφορά (u(xi+1) − 2u(xi) + u(xi−1))/h

2 και την πρώτη παράγωγο,
u′(xi), με τη διαφορά (u(xi) − u(xi−1))/h. Ποιο θα είναι το διακριτό
σχήμα και ποιο το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης;

(βʹ) Γράψτε τη μέθοδο σε μορφή γραμμικού συστήματος, όπως η (3.8). Για
να είναι αντιστρέψιμος ο πίνακας, χρειάζεται περιορισμός στο βήμα h ;

3.4. Έστω u η λύση του προβλήματος συνοριακών τιμών, με a, b > 0

−u′′(x) + u(x) = f(x), με x ∈ [0, 1],

au(0) + bu′(0) = c, u(1) = 0.

(αʹ) Διατυπώστε ένα διακριτό σχήμα με τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης τά-
ξης ακρίβειας δύο.

(βʹ) Γράψτε τη μέθοδο σε μορφή γραμμικού συστήματος.

3.5. Έστω u η λύση του προβλήματος συνοριακών τιμών

−u′′(x) + u(x) = f(x), με x ∈ [0, 1],

u(0) = u(1), u′(0) = u′(1).

(αʹ) Διατυπώστε ένα διακριτό σχήμα με τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης τά-
ξης ακρίβειας δύο.

(βʹ) Γράψτε τη μέθοδο σε μορφή γραμμικού συστήματος.
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3.6. (αʹ) Χρησιμοποιώντας το θεώρημα του Taylor, αποδείξτε ότι

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1) = h2u′′(xi) +
1

12
h4u′′′′(xi) + ηi

και ότι

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

=
1

12
h2(u′′(xi+1) + 10u′′(xi) + u′′(xi−1)) + η̃i,

όπου max{|η̃i|, |ηi|} ≤ Ch6, με C ανεξάρτητη του h.
(βʹ) Αν υποθέσουμε ότι η u ικανοποιεί τη Δ.Ε. u′′(x) = F (x, u), χρησιμο-

ποιήστε το παραπάνω αποτέλεσμα για να καταλήξετε στη μέθοδο πεπε-
ρασμένων διαφορών

−(Ui+1 − 2Ui + Ui+1) =
h2

12
(Fi+1 + 10Fi + Fi+1),

με Fi = F (xi, u(xi)).
(γʹ) Διατυπώστε τη μέθοδο, όταν F (x, u) = f(x) − q(x)u. Γράψτε τη μέ-

θοδο σε μορφή γραμμικού συστήματος.

3.7. Θεωρούμε το πρόβλημα

− d

dx
(D(x)

d

dx
u(x)) + u(x) = f(x), με x ∈ [0, 1],

u(0) = u(1) = 0.

όπου D είναι ομαλή θετική συνάρτηση.

(αʹ) Γράψτε ένα αριθμητικό σχήμα με τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης τάξης
ακρίβειας δύο. Εκφράστε τη μέθοδο και σε μορφή γραμμικού συστήμα-
τος.

(βʹ) Μπορείτε να δείξετε ένα ανάλογο αποτέλεσμα με το Θεώρημα 3.1;

3.8. Θεωρούμε το πρόβλημα

−u′′(x) + p(x)u′ + q(x)u(x) = f(x), με x ∈ [0, 1],

u(0) = u(1) = 0.

Θεωρούμε έναν ομοιόμορφο διαμερισμό του διαστήματος [0, 1], a = x0 <
x1 < · · · < xN < xN+1 = b και συμβολίζουμε με h = xi − xi−1,
i = 1, . . . , N+1. Αν προσεγγίσουμε τηu′(x) με τη δ−h u(x) είτε με την δ+h u(x)
γράψτε τα αντίστοιχα αριθμητικά σχήματα και βρείτε το τοπικό σφάλμα δια-
κριτοποίησης, καθώς και την τάξη του. Είναι οι μέθοδοι ευσταθείς ή υπό συν-
θήκη ευσταθείς;
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3.9. Θεωρούμε το πρόβλημα

−u′′(x) + p(x)u′ + q(x)u(x) = f(x), με x ∈ [0, 1],

u(0) = u(1) = 0.

Θεωρούμε έναν μη ομοιόμορφο διαμερισμό του διαστήματος [0, 1], a = x0 <
x1 < · · · < xN < xN+1 = b και συμβολίζουμε με hi = xi − xi−1, i =
1, . . . , N + 1.

(αʹ) Εκφράστε με πεπερασμένες διαφορές την προσέγγιση της πρώτης και
της δεύτερης παραγώγου στο xi και βρείτε το τοπικό σφάλμα διακρι-
τοποίησης. Οι προσεγγίσεις πρέπει να είναι συνεπείς, δηλαδή αν hi και
hi+1 πάει στο μηδέν, τότε το σφάλμα τείνει και αυτό στο μηδέν.

(βʹ) Χρησιμοποιήστε τα αποτελέσματα του προηγούμενου ερωτήματος για
να διατυπώστε ένα σχήμα πεπερασμένων διαφορών για την παραπάνω
διαφορική εξίσωση.
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Κεφάλαιο 4

Η μέθοδος των πεπερασμένων
στοιχείων για το πρόβλημα δύο
σημείων

Η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων είναι μια τεχνική για την κατασκευή προ-
σεγγιστικών λύσεων μερικών και ολοκληρωτικών διαφορικών εξισώσεων. Σε αυτό
το κεφάλαιο θα μελετήσουμε αυτή τη μέθοδο για το πρόβλημα δύο σημείων που
θεωρήσαμε στο Κεφάλαιο 3.

4.1 Μεταβολικό πρόβλημα

Θεωρούμε το πρόβλημα δύο σημείων με συνοριακές συνθήκες Dirichlet (3.1), δη-
λαδή ζητούμε μια συνάρτηση u ∈ C2[a, b] η οποία να ικανοποιεί

− u′′(x) + q(x)u(x) = f(x), για x ∈ [a, b], με u(a) = u(b) = 0, (4.1)

όπου a, b πραγματικοί αριθμοί με a < b και q, f ∈ C[a, b] με την q να λαμβάνει μη
αρνητικές τιμές για κάθε x ∈ [a, b]. Όπως είδαμε στο Θεώρημα 1.2 το πρόβλημα
(4.1) έχει μοναδική λύση.

Για την ανάλυση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων για το πρόβλημα
δύο σημείων θα θεωρήσουμε το ακόλουθο εσωτερικό γινόμενο

(v, w) =

∫ b

a
v(x)w(x) dx, v, w ∈ C[a, b],

και την αντίστοιχη νόρμα ∥ · ∥ που παράγεται από αυτό, δηλαδή

∥v∥ = (v, v)1/2 =

(∫ b

a
v2(x) dx

)1/2

.
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Μπορούμε να δούμε, βλέπε Άσκηση 4.1, ότι ισχύει η ανισότηταCauchy–Schwarz

|(v, w)| ≤ ∥v∥ ∥w∥ v, w ∈ C[a, b].

Στη συνέχεια, θα συμβολίζουμε μεCκ
0 [a, b] τιςκφορές συνεχώς παραγωγίσιμες

συναρτήσεις, κ ≥ 0, οι οποίες μηδενίζονται στα άκρα του [a, b], Cκ
0 [a, b] = {v ∈

Cκ[a, b] : v(a) = v(b) = 0}. Αν τώρα θεωρήσουμε το εσωτερικό γινόμενο και
των δύο μελών της εξίσωσης (4.1) με μια συνάρτηση v ∈ C1

0 [a, b], παίρνουμε

− (u′′, v) + (qu, v) = (f, v) ∀ v ∈ C1
0 [a, b]. (4.2)

Στη συνέχεια, ολοκληρώνοντας κατά μέρη τον πρώτο όρο στο αριστερό μέλος της
(4.2) και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι v(a) = v(b) = 0, έχουμε

(u′, v′) + (qu, v) = (f, v) ∀ v ∈ C1
0 [a, b]. (4.3)

Είναι χρήσιμο να γενικεύσουμε τον παραπάνω χαρακτηρισμό της λύσης του
προβλήματος (4.1) ως προς την απαιτούμενη συνθήκη ομαλότητας της συνάρτη-
σης v, δηλαδή για συναρτήσεις οι οποίες δεν είναι C2[a, b]. Θα θεωρήσουμε, στη
συνέχεια, τον ακόλουθο υπόχωρο V του C0[a, b],

V = {v ∈ C0[a, b] : v είναι κατά τμήματα συνεχώς παραγωγίσιμη}. (4.4)

Λήμμα 4.1 (Ανισότητα Poincaré–Friedrichs). Έστω v ∈ C1
0 [a, b]. Τότε ισχύει η

ακόλουθη ανισότητα
∥v∥ ≤ (b− a)∥v′∥. (4.5)

Απόδειξη. Επειδή v(a) = 0, έχουμε

v(x) =

∫ x

a
v′(s) ds, x ∈ (a, b). (4.6)

Χρησιμοποιώντας τώρα την ανισότητα Cauchy–Schwarz, παίρνουμε ότι

|v(x)|2 =
(∫ x

a
v′(s) ds

)2

≤
∫ x

a
1 ds

∫ x

a
[v′(s)]2 ds. (4.7)

Συνεπώς, λαμβάνουμε ως αποτέλεσμα την ακόλουθη σχέση

|v(x)|2 ≤ (b− a) ∥v′∥2, x ∈ [a, b]. (4.8)

Τελικά, η ανισότητα Poincaré–Friedrichs (4.5) προκύπτει ολοκληρώνοντας τα δύο
μέλη της (4.8) στo [a, b].
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Παρατήρηση 4.1. Το Λήμμα 4.1 ισχύει και για συναρτήσεις v ∈ V . Πράγματι,
έστω μια διαμέριση του [a, b], a = x0 < x1 < · · · < xN+1 = b, τέτοια ώστε
v ∈ C1(xi, xi+1), i = 0, . . . , N+1. Επίσης, έστω x ∈ (a, b) και j τέτοιο, ώστε x ∈
(xj , xj+1) για 0 ≤ j ≤ N . Τότε, αν j = 0, προφανώς ισχύει η (4.6), διαφορετικά
για j ≥ 1, επειδή v(a) = 0, έχουμε

v(x) = v(x)− v(xj) +

j−1∑
i=0

[v(xi)− v(xi+1)] =

∫ x

a
v′(s) ds, x ∈ (a, b).

Χρησιμοποιώντας τώρα την ανισότητα Cauchy–Schwarz παίρνουμε την (4.7). Στη
συνέχεια, δείχνουμε την (4.5), ακολουθώντας τα ίδια βήματα όπως στο Λήμμα 4.1.

Είναι εύκολο να δούμε ότι έχουμε τώρα

(u′, v′) + (qu, v) = (f, v) ∀ v ∈ V, (4.9)

όπου, φυσικά, v′ είναι κατά τμήματα παράγωγος της v. Θα αναφερόμαστε στον
παραπάνω χαρακτηρισμό της λύσης του προβλήματος δύο σημείων ως ασθενής ή
μεταβολική μορφή του (4.1), μια και η συνάρτηση v μπορεί να επιλεγεί αυθαίρετα
στον χώρο V . Οι συναρτήσεις v του (4.1) καλούνται συναρτήσεις δοκιμής. Η συ-
γκεκριμένη σχέση μας επιτρέπει όχι μόνο να γενικεύσουμε την έννοια της λύσης
του προβλήματος (4.1), αλλά και να παράγουμε μια σημαντική κατηγορία μεθό-
δων για τη λύση του, τις λεγόμενες μεθόδους πεπερασμένων στοιχείων ή μεθόδους
Galerkin που θα θεωρήσουμε στη συνέχεια. Παρατηρήστε ότι η σχέση (4.9) ισχύει,
ακόμα και αν u ∈ V , δηλαδή όταν η u έχει λιγότερη από την απαιτούμενη κλασική
ομαλότητα u ∈ C2[a, b]. Η λύση u του (4.9) καλείται ασθενής λύση του (4.1).

Σημειώνουμε ακόμα ότι αν υποθέσουμε ότι η λύση του προβλήματος (4.1) έχει
την κλασική ομαλότητα u ∈ C2[a, b], τότε μπορούμε να δείξουμε το ακόλουθο
θεώρημα.

Θεώρημα 4.1. Αν u ∈ C2
0 [a, b] η λύση του προβλήματος (4.1), τότε υπάρχει μια

σταθερά C η οποία εξαρτάται από τα δεδομένα a, b και q, τέτοια ώστε

∥u∥+ ∥u′∥+ ∥u′′∥ ≤ C ∥f∥. (4.10)

Απόδειξη. Από το πρόβλημα (4.3) έχουμε

∥u′∥2 ≤ ∥u′∥2 + (qu, u) = (f, u),

οπότε χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy–Schwarz,

∥u′∥2 ≤ ∥f∥ ∥u∥. (4.11)
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Στη συνέχεια, λόγω της ανισότητας Poincaré–Friedrichs (4.5), παίρνουμε

∥u′∥ ≤ (b− a)∥f∥. (4.12)

Εφαρμόζοντας άλλη μια φορά την (4.5), λαμβάνουμε

∥u∥ ≤ (b− a)2∥f∥. (4.13)

Επίσης, από την (4.1) έχουμε

u′′ = qu− f,

επομένως, συνδυάζοντας τις (4.12)–(4.13) παίρνουμε

∥u′′∥ ≤ max
a≤x≤b

|q(x)| ∥f∥. (4.14)

Άρα, από τις (4.12)–(4.14) λαμβάνουμε τη ζητούμενη ανισότητα.

Η σχέση (4.10) αναφέρεται ως ανισότητα της ελλειπτικής ομαλότητας και θα
δούμε τη χρησιμότητά της στη μελέτη της μεθόδου Galerkin που θα συναντήσουμε
στη συνέχεια.

4.2 Μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων για ομογενείς συ-
νοριακές συνθήκες Dirichlet

Η μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων ή μέθοδος Galerkin για το συγκεκριμένο πρό-
βλημα δύο σημείων (4.1), που θα ορίσουμε στη συνέχεια, μπορεί να τεθεί περιο-
ρίζοντας τόσο την αναζήτηση της λύσης όσο και τις συναρτήσεις δοκιμής, δηλαδή,
τη συνάρτηση v στη σχέση (4.9), σε υπόχωρους του V πεπερασμένης διάστασης.
Η απλούστερη μέθοδος Galerkin μπορεί να οριστεί ως εξής: θεωρούμε έναν δια-
μερισμό του [a, b] σε N + 2 σημεία, N ≥ 0, a = x0 < x1 < · · · < xN+1 = b και
ορίζουμε το ακόλουθο σύνολο συναρτήσεων

Vh = {χ ∈ C[a, b] : χ(a) = χ(b) = 0, χ|[xj ,xj+1] ∈ P1},

όπου P1 είναι ο χώρος των πολυωνύμων βαθμού το πολύ ένα και h = maxj(xj+1−
xj). Μπορούμε εύκολα να δούμε ότι dimVh = N και ότι οι συναρτήσεις

ϕj(x) =


x−xj

xj−xj−1
, xj−1 ≤ x ≤ xj ,

xj+1−x
xj+1−xj

, xj ≤ x ≤ xj+1,

0, διαφορετικά,

j = 1, . . . , N, (4.15)

αποτελούν βάση του χώρου Vh, το οποίο φαίνεται από το ακόλουθο λήμμα.
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Λήμμα 4.2. Οι συναρτήσεις {ϕj}Nj=1 της (4.15) αποτελούν βάση του χώρου Vh.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι οι {ϕj}Nj=1 είναι γραμμικώς ανεξάρτητες και πα-
ράγουν τον χώρο Vh. Είναι φανερό ότι οι συναρτήσες {ϕj}Nj=1 είναι στοιχεία του
Vh. Θεωρούμε τώρα έναν γραμμικό συνδυασμό των συναρτήσεων ϕj ο οποίος μη-
δενίζεται στο [a, b], δηλαδή

N∑
j=1

λjϕj(x) = 0 ∀x ∈ [a, b].

Τότε, επειδή ϕi(xj) = 0 για i ̸= j και ϕi(xi) = 1, έχουμε ότι λi = 0, i = 1, . . . , N .
Επομένως, {ϕj}Nj=1 είναι γραμμικώς ανεξάρτητες. Επιπλέον, αν v ∈ Vh, εύκολα
βλέπουμε ότι

v(x) =

N∑
j=1

v(xj)ϕj(x) ∀x ∈ [a, b],

διότι οι v και
∑N

j=1 v(xj)ϕj , είναι γραμμικά πολυώνυμα σε κάθε διαστήμα [xi,

xi+1] και ταυτίζονται στα άκρα του. Συνεπώς, οι συναρτήσεις {ϕj}Nj=1 αποτελούν
βάση του χώρου Vh.

Θεωρούμε τώρα το ακόλουθο πρόβλημα το οποίο καλείται μέθοδος Galerkin
ή πεπερασμένων στοιχείων: Ζητείται uh ∈ Vh, τέτοια ώστε

(u′h, χ
′) + (quh, χ) = (f, χ), ∀χ ∈ Vh. (4.16)

Παρατηρούμε ότι η σχέση (4.16) είναι η ασθενής ή μεταβολική μορφή του (4.1) πε-
ριορισμένη στον χώρο Vh. Θα δείξουμε καταρχήν ότι η λύση uh του (4.16) υπάρχει
και ορίζεται μονοσήμαντα.

Αφού η (4.16) ισχύει, για κάθε χ ∈ Vh θα ικανοποιείται και για τις ϕj , j =
1, . . . , N , επομένως

(u′h, ϕ
′
i) + (quh, ϕi) = (f, ϕ), για i = 1, . . . , N. (4.17)

Επειδή οι {ϕj}Nj=1 αποτελούν μια βάση του Vh, τότε, αν υπάρχει η λύση uh του
(4.16), θα γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των {ϕj}Nj=1, δηλαδή uh = α1ϕ1+
· · ·+ αNϕN . Επομένως, η (4.17) είναι ισοδύναμη με την

N∑
j=1

αj(ϕ
′
j , ϕ

′
i) +

N∑
j=1

αj(qϕj , ϕi) = (f, ϕi), i = 1, . . . , N. (4.18)
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Η οποία με τη σειρά της είναι ισοδύναμη με το ακόλουθο γραμμικό σύστημα

Aα = F, (4.19)

όπου A είναι ένας N ×N πίνακας με στοιχεία Aij = (ϕ′j , ϕ
′
i) + (qϕj , ϕi), i, j =

1, . . . , N , α = (α1, . . . , αN )T και F = (F1, . . . , FN )T με Fi = (f, ϕi), i =
1, . . . , N . Είναι εύκολο να δούμε ότι ο πίνακας A είναι συμμετρικός και θετικά
ορισμένος. Πράγματι, έχουμε ότι

Aij = (ϕ′j , ϕ
′
i) + (qϕj , ϕi) = (ϕ′i, ϕ

′
j) + (qϕi, ϕj) = Aji.

Επίσης, για w ∈ RN , w = (w1, . . . , wN )T ,

wTAw =

N∑
i,j=1

wiAijwj = (v′, v′) + (qv, v) = ∥v′∥2 + ∥√qv∥2 ≥ 0,

όπου v =
∑N

i=1wiϕi. Επειδή v ∈ Vh εύκολα βλέπουμε ότι αν wTAw = 0, τότε η
v ειναι η σταθερή συνάρτηση και επειδή v(a) = 0, θα έχουμε ότι v = 0 στο [a, b],
δηλαδήw = 0. Επομένως, αφού οA είναι συμμετρικός και θετικά ορισμένος πίνα-
κας, αντιστρέφεται και άρα υπάρχει μοναδικό α ∈ RN λύση του (4.19). Συνεπώς,
η λύση uh του (4.16) υπάρχει και είναι μοναδική.

Παρατήρηση 4.2. Η επιλογή των συναρτήσεων {ϕj}Nj=1 της (4.15) ως βάση του
χώρου Vh δεν είναι απαραίτητη για την απόδειξη της ύπαρξης και μοναδικότητας
της λύσης uh του (4.16). Η παραπάνω απόδειξη της υπάρξης και μοναδικότητας
της uh γενικεύεται για κάθε βάση του Vh. Μάλιστα η μέθοδος των πεπερασμένων
στοιχείων μπορεί να ορισθεί με ανάλογο τρόπο για κάθε υπόχωρο Sh του V , στον
οποίο έχουμε θεωρήσει ένα σύνολο συναρτήσεων που αποτελούν βάση.

Παρατήρηση 4.3. Αν και η uh ορίζεται μονοσήμαντα για οποιαδήποτε επιλογή
της βάσης του χώρου Vh, είναι προφανές ότι η αριθμητική επίλυση του γραμμικού
συστήματος Aα = F εξαρτάται σε μεγάλο βαθμό από τη συγκεκριμένη επιλογή.
Για παράδειγμα, αν επιλέξουμε ως βάση του Vh τις συναρτήσεις (4.15), τότε ο πί-
νακας είναι τριαδιαγώνιος. Παρατηρήστε ότι, εκ κατασκευής, (qϕj , ϕi) = 0 και
(ϕ′j , ϕ

′
i) = 0 για |i − j| ≥ 2. Συνεπώς, το γραμμικό σύστημα Aα = F μπορεί

να λυθεί με τον αλγόριθμο της Παραγράφου 3.2, δείτε για παράδειγμα (Ακρίβης &
Δουγαλής, 2015).

Παρατήρηση 4.4. Ορίζουμε τη διγραμμική μορφή a(·, ·) : V × V → R ως

a(v, w) = (v′, w′) + (qv, w).
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Τότε, το συνεχές πρόβλημα (4.9) και το διακριτό πρόβλημα (4.16) γράφονται, αντί-
στοιχα, ως

a(u, v) = (f, v), ∀ v ∈ V, (4.20)
a(uh, χ) = (f, χ), ∀χ ∈ Vh. (4.21)

Αφαιρώντας κατά μέλη τις δύο αυτές σχέσεις, έχουμε

a(u− uh, χ) = 0, ∀χ ∈ Vh, (4.22)

η οποία μπορεί να ερμηνευθεί ως μια σχέση ορθογωνιότητας του σφάλματος u−uh
προς τα στοιχεία του χώρου Vh.

Έχοντας εξασφαλίσει την ύπαρξη της προσέγγισης uh, αντιμετωπίζουμε τώρα
το πρόβλημα της εκτίμησης του σφάλματος u− uh. Ειδικώτερα, στην περίπτωση
μιας ομοιόμορφης διαμέρισης του [a, b] με h = xj+1 − xj = 1/(N + 1), όπου
N θετικός ακέραιος, θα δείξουμε ότι ∥u − uh∥ → 0 όταν h → 0, για κάποια
κατάλληλη νόρμα ∥ · ∥. Για τον σκοπό αυτό, ορίζουμε τον τελεστή παρεμβολής
Ih : C0[a, b] → Vh, όπου η παρεμβάλουσα Ihv μιας συνάρτησης v ∈ C0[a, b]
ορίζεται ως το στοιχείο του Vh

(Ihv)(x) =
N∑
j=1

v(xj)ϕj(x).

Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι

(Ihv)(xj) = v(xj), j = 1, . . . , N, (4.23)

και μάλιστα είναι το μοναδικό στοιχείο τουVh με αυτή την ιδιότητα, βλ. π.χ. (Ακρίβης
& Δουγαλής, 2015). Επίσης, μπορούμε να δείξουμε χρησιμοποιώντας τη θεωρία
παρεμβολής Lagrange, βλ. π.χ. (Ακρίβης & Δουγαλής, 2015) ότι

max
a≤x≤b

|v(x)− (Ihv)(x)| ≤
h2

8
max
a≤x≤b

|v′′(x)|.

Επιπλέον, η Ih έχει την ακόλουθη προσεγγιστική ιδιότητα,

Λήμμα 4.3. Αν v ∈ C2
0 [a, b], τότε υπάρχει σταθερά C, ανεξάρτητη των h και v,

τέτοια ώστε
∥v − Ihv∥+ h∥(v − Ivh)

′∥ ≤ C h2∥v′′∥. (4.24)
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Απόδειξη. Γράφουμε e = v − Ihv. Λόγω της (4.23), έχουμε e(xj) = 0, j =
0, . . . , N + 1. Επομένως, σε κάθε διάστημα [xi, xi+1] η e ∈ C1

0 [xi, xi+1], οπότε
από την ανισότητα Poincaré–Friedrichs (4.5) λαμβάνουμε∫ xi+1

xi

e2(x) dx ≤ h2
∫ xi+1

xi

[e′(x)]2 dx, i = 0, 1, . . . , N, (4.25)

και αθροίζοντας όλες τις παραπάνω σχέσεις, παίρνουμε

∥e∥ ≤ h∥e′∥. (4.26)

Το θεώρημα του Rolle, στο διάστημα [xi, xi+1] μας εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός
πραγματικού αριθμού ξ ∈ (xi, xi+1), τέτοιου ώστε e′(ξ) = 0. Τότε,

e′(x) =

∫ x

ξ
e′′(s) ds =

∫ x

ξ
v′′(s) ds, x ∈ [xi, xx+1],

από την οποία προκύπτει, με την ανισότητα Cauchy–Schwarz,

|e′(x)|2 ≤ h

∫ xi+1

xi

|v′′(s)|2 ds.

Ολοκληρώνοντας και τα δύο μέλη στο διάστημα [xi, xi+1], παίρνουμε∫ xi+1

xi

|e′(x)|2 dx ≤ h2
∫ xi+1

xi

|v′′(s)|2 ds.

Τέλος, αθροίζοντας από i = 0 έως i = N , έχουμε

∥e′∥ ≤ h∥v′′∥. (4.27)

O ισχυρισμός του λήμματος προκύπτει τώρα συνδυάζοντας τις (4.26) και (4.27).

Οι ιδιότητες προσέγγισης της παρεμβάλουσας που αποδείχθηκαν στο Λήμμα 4.3
μας επιτρέπουν τώρα να αποδείξουμε εκτιμήσεις για τα σφάλματα u − uh και
u′ − u′h:

Θεώρημα 4.2. Έστω u ∈ C2[a, b] η λύση του προβλήματος (4.1) και uh ∈ Vh
η λύση του μεταβολικού προβλήματος (4.16). Τότε υπάρχει σταθερά C, ανεξάρτητη
των u και h, τέτοια ώστε

∥u− uh∥+ h∥u′ − u′h∥ ≤ Ch2∥u′′∥. (4.28)
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Απόδειξη. Από τον ορισμό της διγραμμικής μορφής a(·, ·) και τις ανισότητες Cauchy–
Schwarz και Poincaré–Friedrichs, έχουμε, για v, w ∈ V ,

|a(v, w)| ≤ ∥v′∥∥w′∥+ max
x
q(x)∥v∥∥w∥ ≤ C∥v′∥∥w′∥. (4.29)

Επειδή q(x) ≥ 0 στο [a, b], λαμβάνουμε τη θεμελιώδη, για τη συνέχεια της από-
δειξης, σχέση

a(v, v) ≥ ∥v′∥2. (4.30)

Από τη σχέση ορθογωνιότητας (4.22) έχουμε για χ ∈ Vh ότι

a(u− uh, u− uh) = a(u− uh, u)− a(u− uh, uh) = a(u− uh, u)

= a(u− uh, u)− a(u− uh, χ)

= a(u− uh, u− χ).

Επομένως, από τις σχέσεις (4.29) και (4.30) λαμβάνουμε

∥u′ − u′h∥2 ≤ C ∥u′ − u′h∥∥u′ − χ′∥,

ή ισοδύναμα,
∥u′ − u′h∥ ≤ C ∥u′ − χ′∥, ∀χ ∈ Vh. (4.31)

Επιλέγοντας χ = Ihu στην (4.31) και χρησιμοποιώντας τη σχέση (4.24), λαμβά-
νουμε την εκτίμηση του σφάλματος

∥u′ − u′h∥ ≤ Ch∥u′′∥. (4.32)

Για την εκτίμηση του σφάλματος ∥u − uh∥ θα χρησιμοποιήσουμε το λεγόμενο
δυικό επιχείρημα ή τέχνασμα του Nitsche. Έστω ψ ∈ V η λύση του προβλήματος

a(ψ, v) = (u− uh, v), ∀ v ∈ V.

Επίσης, λόγω της ανισότητας της ελλειπτικής ομαλότητας (4.10) έχουμε ότι

∥ψ′′∥ ≤ C∥u− uh∥. (4.33)

Θέτοντας v = u− uh λαμβάνουμε, χρησιμοποιώντας ξανά τη σχέση ορθογω-
νιότητας (4.22),

∥u− uh∥2 = (u− uh, u− uh) = a(ψ, u− uh) = a(u− uh, ψ − χ), (4.34)

για οποιδήποτε χ ∈ Vh. Επιλέγουμε τώρα χ = Ihψ στην (4.34) και χρησιμοποιώ-
ντας την ιδιότητα προσέγγισης (4.24) της παρεμβάλλουσας Ih και τη σχέση (4.29),
έχουμε

∥u− uh∥2 ≤ a(u− uh, ψ − Ihψ) ≤ Ch ∥u′ − u′h∥ ∥ψ′′∥. (4.35)
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Στη συνέχεια, από τις σχέσεις (4.35) και (4.33) λαμβάνουμε

∥u− uh∥ ≤ Ch ∥u′ − u′h∥. (4.36)

Συνεπώς, συνδυάζοντας τις (4.32) και (4.36) προκύπτει η ζητούμενη (4.28).

Παρατήρηση 4.5. Από την απόδειξη του Θεωρήματος 4.2 μπορούμε να δούμε ότι
οι εκτιμήσεις σφάλματος (4.28) βασίζονται κατά κύριο λόγο στην προσεγγιστική
ιδιότητα που δείξαμε για την παρεμβάλλουσα Ih στην (4.24). Έστω ότι υπάρχει
ένας υπόχωρος Sr

h του V , για τον οποίο μπορούμε να δείξουμε ότι ικανοποιεί την
ακόλουθη προσεγγιστική ιδιότητα: Υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη του h, τέτοια
ώστε για κάθε v ∈ Cr[a, b], υπάρχει χ ∈ Sr

h, τέτοιο ώστε

∥v − χ∥+ h∥v′ − χ′∥ ≤ Chr∥v∥r,

με ∥v∥r = (
∑r

s=0 ∥v(s)∥2)1/2. Τότε μπορούμε να δείξουμε το ανάλογο της (4.28),
βλ. Άσκηση 4.4. Δηλαδή ότι, αν u ∈ Cr[a, b], τότε η λύση uh ∈ Sr

h του αντίστοιχου
προβλήματος πεπερασμένων στοιχείων ικανοποιεί τη σχέση

∥u− uh∥+ h∥u′ − u′h∥ ≤ Chr∥u∥r.

4.3 Μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων για ομογενείς συ-
νοριακές συνθήκες Neumann

Σε αυτήν την παράγραφο θα θεωρήσουμε και πάλι το πρόβλημα δύο σημειών (4.1)
αλλά με ομογενείς συνοριακές συνθήκες Neumann, δηλαδή

− u′′(x) + q(x)u(x) = f(x), για x ∈ (a, b), με u′(a) = u′(b) = 0. (4.37)

Για να διασφαλίσουμε τη μοναδικότητα της λύσης του συγκεκριμένου προβλήμα-
τος θα υποθέσουμε ότι qmin = minx∈[a,b] q(x) > 0. Συμβολίζουμε τώρα με Ṽ τον
υπόχωρο του C[a, b],

Ṽ = {v ∈ C[a, b] : v είναι κατά τμήματα συνεχώς παραγωγίσιμη}, (4.38)

οι οποίες σε αντίθεση με τον V στην (4.4), δεν μηδενίζονται αναγκαστικά στα άκρα
του [a, b]. Η ανάλογη με την (4.20) μεταβολική μορφή του προβλήματος (4.37),
είναι

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ Ṽ . (4.39)

Στη συνέχεια θεωρούμε και πάλι έναν διαμερισμό του [a, b], a = x0 < x1 <
· · · < xN+1 = b και συμβολίζουμε με Ṽh τον χώρο των συνεχών κατά τμήματα
γραμμικών συναρτήσεων,

Ṽh = {χ ∈ C[a, b] : χ|[xj ,xj+1] ∈ P1},
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όπου h = maxj(xj+1 − xj). Μια βάση του Ṽh αποτελείται από τις συναρτήσεις
{ϕi}N+1

i=0 , όπου οι συναρτήσεις ϕi, 1 ≤ i ≤ N , είναι αυτές που ορίστηκαν στη
σχέση (4.15) και οι ϕ0, ϕN+1 ορίζονται ως

ϕ0(x0) = 1, ϕ0(xj) = 0, j ̸= 0,

ϕN+1(xN+1) = 1, ϕN+1(xj) = 0, j ̸= N + 1.

Επομένως, dimṼh = N + 2. Θεωρούμε τώρα το ακόλουθο πρόβλημα: Ζητείται
uh ∈ Ṽh, τέτοια ώστε

a(uh, χ) = (f, χ), ∀χ ∈ Ṽh. (4.40)

Παρόμοια, όπως και στην προηγούμενη παράγραφο, μπορούμε να γράψουμε το
(4.40) ισοδύναμα ως ένα γραμμικό σύστημα,

Ac = F,

όπου ο A είναι ένας (N + 2) × (N + 2) συμμετρικός, θετικά ορισμένος, τρι-
διαγώνιος πίνακας, με στοιχεία Aij = a(ϕj , ϕi), i, j = 0, . . . , N + 1, F =

((f, ϕ0), . . . , (f, ϕN+1))
T και c = (c0, . . . , cN+1)

T , όπου uh =
∑N+1

j=0 cjϕj .
Για τη λύση uh ∈ Vh του (4.40) μπορούμε να δείξουμε το ακόλουθο θεώρημα,

βλ. π.χ. (Ακρίβης & Δουγαλής, 2013· Ακρίβης & Δουγαλής, 2005).

Θεώρημα 4.3. Έστω u ∈ C2[a, b] η λύση του προβλήματος (4.37) και uh ∈ Ṽh
η λύση του μεταβολικού προβλήματος (4.40). Τότε υπάρχει σταθερά C, ανεξάρτητη
των u και h, τέτοια ώστε

∥u− uh∥+ h∥u′ − u′h∥ ≤ Ch2∥u′′∥. (4.41)

4.4 Υλοποίηση της μεθόδου Galerkin

Το βασικό πρόβλημα στην υλοποίηση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων
είναι η κατασκευή του πίνακα (και, κατά δεύτερο λόγο του δεξιού μέλους) του
συστήματος Ac = F που προκύπτει από τη μέθοδο Galerkin. Δεδομένης της δια-
μέρισης a = x0 < x1 < · · · < xN < xN+1 = b του [a, b], θα αναφερόμαστε
σε κάθε διάστημα Ie = [xe−1, xe], e = 1, . . . , N + 1 ως πεπερασμένο στοιχείο.
Το κάθε στοιχείο Ie έχει δύο κόμβους, τους xe−1 και xe, που αντιστοιχούν στους
τοπικούς κομβικούς δείκτες j = 0 και j = 1, αντίστοιχα. Ο δείκτης κάθε στοιχείου
και οι τοπικοί κομβικοί δείκτες καθορίζουν τον λεγόμενο καθολικό κομβικό δείκτη
i κάθε κόμβου xi διαμέσου της απλής σχέσης

i = i(e, j) = e+ j − 1, e = 1, 2, . . . , N + 1, j = 0, 1.
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Οι συναρτήσεις {ϕi}N+1
i=0 , η βάση του χώρου πεπερασμένων στοιχείων της προη-

γούμενης παραγράφου, μπορούν να περιγραφούν με έναν εξαιρετικά απλό και απο-
τελεσματικό τρόπο, για την κατασκευή του πίνακα A: συμβολίζουμε με ϕej , j =
0, 1, τον περιορισμό στο διάστημα [xe−1, xe] των συναρτήσεων ϕe−1, ϕe, αντί-
στοιχα, και αναφερόμαστε σε αυτές ως τις τοπικές συναρτήσεις βάσης. Αν τώρα,

Φ0(y) =

{
1− y αν 0 ≤ y ≤ 1

0 διαφορετικά
, Φ1(y) =

{
y αν 0 ≤ y ≤ 1

0 διαφορετικά
,

τότε
ϕej(x) = Φj

(
x− xe−1

he

)
, j = 0, 1,

όπου he = xe−xe−1. Ισοδύναμα, μπορούμε να αντιστοιχίσουμε σε κάθε διάστημα
Ie = [xe−1, xe] τον ομοπαραλληλικό μετασχηματισμό x = hey + xe−1 και να
ορίσουμε τις τοπικές συναρτήσεις βάσης ϕe0, ϕe1 ως

ϕe0(x) = Φ0(y), ϕ
e
1(x) = Φ1(x), όταν x = hey + xe−1.

Συνεπώς, αν v είναι μια συνάρτηση στον χώρο που παράγεται από τις συναρτήσεις
{ϕi}N+1

i=0 , λαμβάνουμε την αναπαράσταση

v(x) =

N+1∑
i=0

1∑
j=0

vi(e,j)ϕ
e
j(x),

όπου έχουμε θέσει vi = v(xi). Ειδικώτερα, στο διάστημα (xe−1, xe) έχουμε

v(x) = ve−1ϕ
e
0(x) + veϕ

e
1(x). (4.42)

Ο συμβολισμός και οι παρατηρήσεις της προηγούμενης παραγράφου μας επι-
τρέπουν τώρα την εύκολη κατασκευή του πίνακα και του δεξιού μέλους των εξι-
σώσεων της μεθόδου Galerkin. Στη γλώσσα των πεπερασμένων στοιχείων, η κα-
τασκευή του πίνακα του συστήματος αναφέρεται ως συναρμολόγηση (assembly),
ορολογία που δικαιολογείται από το γεγονός ότι

a(v, w) =
∑
e

ae(v, w),

όπου

ae(v, w) =

∫
Ie

v′w′ + qvw =

∫ xe

xe−1

[v′(x)w′(x) + q(x)v(x)w(x)] dx,
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για οποιεσδήποτε συναρτήσεις v, w του χώρου πεπερασμένων στοιχείων. Χρησι-
μοποιώντας την αναπαράσταση (4.42) και τον ομοπαραλληλικό μετασχηματισμό
x 7→ (x− xe−1)/he, έχουμε διαδοχικά

ae(v, w) =

∫ xe

xe−1

∑
j

vi(e,j)ϕ
e
j(x)

′∑
j

wi(e,j)ϕ
e
j(x)

′

dx

+

∫ xe

xe−1

q(x)

∑
j

vi(e,j)ϕ
e
j(x)

∑
j

wi(e,j)ϕ
e
j(x)

 dx

=
1

he

∫ 1

0

∑
j

vi(e,j)Φj(y)

′∑
j

wi(e,j)Φj(y)

′

dy

+ he

∫ 1

0
q(xe−1 + hey)

∑
j

vi(e,j)Φj(y)

∑
j

wi(e,j)Φj(y)

 dy.

Μπορούμε, τέλος, να γράψουμε την παραπάνω σχέση σε μορφή πίνακα επί διάνυ-
σμα ως

ae(v, w) =
1

he

[
vi(e,0) vi(e,1)

]
Se

[
wi(e,0)

wi(e,1)

]
+ he

[
vi(e,0) vi(e,1)

]
Me

[
wi(e,0)

wi(e,1)

]
,

όπου Se είναι ο 2× 2 τοπικός πίνακας ακαμψίας

Se =


∫ 1

0
(Φ′

0)
2

∫ 1

0
Φ′
0Φ

′
1∫ 1

0
Φ′
1Φ

′
0

∫ 1

0
(Φ′

1)
2

 =

[
1 −1
−1 1

]

και Me είναι ο 2× 2 τοπικός πίνακας μάζας

Me =


∫ 1

0
q̃e(Φ0)

2

∫ 1

0
q̃eΦ0Φ1∫ 1

0
q̃eΦ1Φ0

∫ 1

0
q̃e(Φ1)

2

 .
Εδώ, έχουμε θέσει q̃e(y) = q(xe−1+hey). Η προσέγγιση των στοιχείων του πίνακα
Me μπορεί να γίνει στην πράξη με τη χρήση ενός κανόνα αριθμητικής ολοκλήρω-
σης. Στην περίπτωση που εξετάζουμε στη συγκεκριμένη παράγραφο, μπορεί να
αποδειχθεί ότι η χρήση του κανόνα του τραπεζίου είναι ικανή για να εξασφαλίσει
το αποτέλεσμα του Θεωρήματος 4.2.
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4.5 Κυβικές splines

Κατασκευάζουμε έναν χώρο πεπερασμένων στοιχείων για τον οποίο η προσέγγιση
uh της λύσης u του προβλήματος (4.1) ή του ιδίου προβλήματος αλλά με συνο-
ριακές συνθήκες Neumann (4.37), έχει υψηλότερη τάξη ακρίβειας από την τάξη
ακρίβειας δύο που αποδείχθηκε στο Θεώρημα 4.2.

Θεωρούμε έναν ομοιόμορφο διαμερισμό του I = [a, b] με βήμα h = (b −
a)/(N+1) με κόμβους xi = a+ih, i = 0, . . . , N+1, και τον χώρο συναρτήσεων

Sh = {ϕ ∈ C2[a, b] : ϕ
∣∣
[xi,xi+1]

∈ P3, 0 ≤ i ≤ N},

τον λεγόμενο χώρο των κυβικών splines. Μπορούμε να κατασκευάσουμε μια βάση
του χώρου Sh ως εξής: η συνάρτηση

S(x) =



1
4(x+ 2)3 −2 ≤ x ≤ −1,
1
4 [1 + 3(x+ 1) + 3(x+ 1)2 − 3(x+ 1)3] −1 ≤ x ≤ 0,
1
4 [1 + 3(1− x) + 3(1− x)2 − 3(1− x)3] 0 ≤ x ≤ 1,
1
4(2− x)3 1 ≤ x ≤ 2,

0 διαφορετικά,

είναι η μοναδική συνάρτηση στον χώροC2[−2, 2] για την οποία supp(S) = [−2, 2],
S|[k,k+1] ∈ P3, για k = −2,−1, 0, 1, και, τέλος, S(±2) = S′(±2) = S′′(±2) =
0, S(0) = 1. Χρησιμοποιώντας την S(x) ορίζουμε τις συναρτήσεις {ϕj}, −1 ≤
j ≤ N + 2, στο [a, b] από τις σχέσεις

ϕj(x) = S

(
x− xj
h

) ∣∣∣∣∣
[a,b]

, −1 ≤ j ≤ N + 2,

όπου x−1 = a−h και xN+2 = b+h. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι ϕj ∈ Sh, −1 ≤
j ≤ N + 2, ότι αυτές οι συναρτήσεις αποτελούν μια βάση του χώρου Sh [δείτε,
για παράδειγμα, (Δουγαλής, 2013)] και η προσέγγιση Galerkin uh από τον χώρο
Sh του προβλήματος (4.37) ικανοποιεί την εκτίμηση

∥u− uh∥ ≤ Ch4∥u(4)∥.

Παρατήρηση 4.6. Στην περίπτωση του προβλήματος δύο σημείων με ομογενείς
συνοριακές συνθήκες τύπου Dirichlet (4.1) αναζητούμε την προσέγγιση Galerkin
uh από τον χώρο S0

h = {ϕ ∈ Sh : ϕ(a) = ϕ(b) = 0}, η διάσταση του οποίου
είναι N + 2. Μια βάση του χώρου αυτού αποτελείται από τις κυβικές splines
ϕj , 2 ≤ j ≤ N − 1 και τις συναρτήσεις ϕ̃0, ϕ̃1, ϕ̃N , ϕ̃N+1 οι οποίες ορίζονται
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ως γραμμικοί συνδιασμοί των ϕ−1, ϕ0, ϕ1 και ϕN , ϕN+1, ϕN+2 και είναι τέτοιες,
ώστε ϕ̃0(a) = ϕ̃1(a) = 0 και ϕ̃N (b) = ϕ̃N+1(b) = 0. Για παράδειγμα, θα μπορού-
σαμε να πάρουμε

ϕ̃0 = ϕ0 − 4ϕ−1, ϕ̃1 = ϕ1 − ϕ−1, ϕ̃N = ϕN − ϕN+2, ϕ̃N+1 = ϕN+1 − 4ϕN+2.

4.6 Άλλες μέθοδοι και προβλήματα

Η μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων, άλλα και άλλες μέθοδοι που βασίζονται στα
πεπερασμένα στοιχεία, μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την προσέγγιση του προ-
βλήματος δύο σημείων με διάφορες συνοριακές συνθήκες, όπως και πιο γενικών
προβλημάτων δεύτερης τάξεως. Παραπέμπουμε τον αναγνώστη στα (Ακρίβης &
Δουγαλής, 2013· Ακρίβης, 2005· Johnson, 1987· Morton & Mayers, 2005· Roos,
Stynes, & Tobiska, 2008· Larsson & Thomée, 2009) για πιο λεπτομερή παρουσί-
αση.

4.7 Ασκήσεις

4.1. Δείξτε την ανισότητα Cauchy–Schwarz

|(v, w)| ≤ ∥v∥ ∥w∥.

(Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε τη μη αρνητικότητα του ∥v + tw∥2, t ∈ R.)

4.2. Βρείτε έναν χώρο πεπερασμένων στοιχείων για το πρόβλημα{
−u′′ + qu = f στο [a, b],

u(a) = u′(b) = 0.

4.3. Έστω ότι η συνάρτηση q του (4.1) λαμβάνει μη αρνητικές τιμές και J , J(v) :=
(v′, v′)− 2(f, v). Δείξτε ότι η λύση u του (4.1) είναι το μόνο στοιχείο του V
που η J λαμβάνει την ελάχιστη τιμή της στον V .

4.4. Έστω ότι Sr
h είναι ο υπόχωρος του χώρου V που θεωρήσαμε στην (4.4), για

τον οποίο μπορούμε να δείξουμε ότι ικανοποιεί την ακόλουθη προσεγγιστική
ιδιότητα: Υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη του h, τέτοια ώστε για κάθε v ∈
Cr[a, b], υπάρχει χ ∈ Sr

h όπου

∥v − χ∥+ h∥v′ − χ′∥ ≤ Chr∥v∥r,
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με ∥v∥r = (
∑r

s=0 ∥v(s)∥2)1/2. Τότε, αν u ∈ Cr
0 [a, b], η λύση uh ∈ Sr

h του
αντίστοιχου προβλήματος πεπερασμένων στοιχείων,

a(uh, χ) = (f, χ), ∀χ ∈ Sr
h,

ικανοποιεί τη σχέση

∥u− uh∥+ h∥u′ − u′h∥ ≤ Chr∥u∥r.
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Κεφάλαιο 5

Η μέθοδος των πεπερασμένων
διαφορών για την εξίσωση
θερμότητας

Σε αυτό το κεφάλαιο θεωρούμε μια απλή παραβολική εξίσωση, την εξίσωση της
θερμότητας, στη μια διάσταση ως προς τον χώρο. Θα κατασκευάσουμε μεθόδους
πεπερασμένων διαφορών για το πρόβλημα αρχικών και συνοριακών τιμών με ομο-
γενείς συνθήκες Dirichlet. Στη συνέχεια, θα δείξουμε ιδιότητες ευστάθειας, καθώς
και κατάλληλες συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί η μέθοδος για να είναι ευστα-
θής. Τέλος, θα δείξουμε τη σύγκλιση της προσεγγιστικής λύσης στη ακριβή λύση.

5.1 Άμεση μέθοδος του Euler

Θεωρούμε το ακόλουθο πρόβλημα: Ζητείται μια συνάρτηση u : [0, L]× [0, T ] →
R, τέτοια ώστε

ut(x, t) = uxx(x, t), x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],

u(0, t) = u(L, t) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [0, L],

(5.1)

όπου L > 0, g ∈ C[0, L]. Όπως είπαμε στην Παραγράφο 1.2.2 η λύση του (5.1)
δίνεται από τη

u(x, t) =
∞∑
n=1

cne
−λ2

nt sin(λnx), (5.2)

με λn =
nπ

L
και cn =

2

L

∫ L

0
g(x) sin(λnx).

75
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Όπως και στην προηγούμενη παράγραφο θα θεωρήσουμε ορισμένα σημεία στο
χωρίο [0, L]× [0, T ] και θα κατασκευάσουμε προσεγγίσεις της ακριβούς λύσης του
(5.1) σε αυτά τα σημεία. Θεωρούμε λοιπόν έναν φυσικό αριθμόN και τη διαμέριση
του διαστήματος [0, L] από N + 2 ισαπέχοντα σημεία 0 = x0 < x1 < · · · <
xN < xN+1 = L, όπου h = xi+1 − xi, i = 0, . . . , N . Επίσης, θεωρούμε και
έναν φυσικό αριθμό M και τη διαμέριση του [0, T ] από M +1 ισαπέχοντα σημεία
0 = t0 < t1 < · · · < tM = T , όπου k = tj+1 − tj , j = 0, . . . ,M − 1, βλ. Σχήμα
5.1. Τότε σε κάθε σημείο (xi, t

j) του διαμερισμού του [0, L]× [0, T ], θα ισχύει:

ut(xi, t
j) = uxx(xi, t

j), i = 1, . . . , N, j = 0, . . . ,M. (5.3)

Θα θεωρήσουμε λοιπόν προσεγγίσεις των τιμών τηςu στα παραπάνω σημεία (xi, t
j)

τις οποίες θα συμβολίσουμε με U j
i , i = 0, . . . , N + 1, j = 0, . . . ,M . Λόγω

των συνοριακών συνθηκών u(0, tj) = u(L, tj) = 0, j = 0, . . . ,M , θέτουμε
U j
0 = U j

N+1 = 0, j = 0, . . . ,M , και επειδή η λύση u της (5.1) είναι γνωστή
για t = 0, θέτουμε U0

i = g(xi), i = 1, . . . , N . Οι υπόλοιπες τιμες u(xi, tj),
i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M , είναι άγνωστες και θα τις προσεγγίσουμε. Στο Σχήμα

Σχήμα 5.1: Τα σημεία (xi, t
j) του χωρίου [0, L] × [0, T ], όπου σημειώνουμε με

άσπρο κύκλο τα σημεία στα οποία αναζητούμε τις τιμές U j
i και με έντονο μαύρο

τα σημεία που αντιστοιχούν στις γνωστές συνοριακές τιμές.

5.1, για ένα παράδειγμα πλέγματος σημείων, σημειώνουμε με άσπρο κύκλο τα ση-
μεία που αναζητούμε στις τιμές u(xi, tj) και με έντονο μαύρο τα σημεία που αντι-
στοιχούν στις γνωστές συνοριακές τιμές της u. Τις άγνωστες τιμές u(xi, tj) τις προ-
σεγγίζουμε με τις τιμές U j

i , i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M , οι οποίες προκύπτουν με
τον ακόλουθο τρόπο.

Για να προσεγγίσουμε τις ut(xi, tj), i = 1, . . . , N , j = 0, . . . ,M − 1, στην
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(5.3) χρησιμοποιούμε τη δ+k u(xi, t
j) που θεωρήσαμε στην (2.1). Έτσι, αν υποθέ-

σουμε ότι utt ∈ C([0, L]× [0, T ]), λόγω της (2.3), η (5.3) γίνεται για i = 1, . . . , N ,

u(xi, t
j+1)− u(xi, t

j)

k
= uxx(xi, t

j) + η̂ji , j = 0, . . . ,M − 1, (5.4)

όπου
|η̂ji | ≤

k

2
max
t∈[0,T ]

|utt(xi, t)|. (5.5)

Στη συνέχεια, για να προσεγγίσουμε τις uxx(xi, tj), i = 1, . . . , N , j = 0, . . . ,M−
1, στην (5.4) χρησιμοποιούμε την προσέγγιση δch,2u(xi, t

j) που θεωρήσαμε στην
(2.8). Έτσι, αν υποθέσουμε ότι ∂4

∂x4u ∈ C([0, L] × [0, T ]), λόγω της (2.9), η (5.4)
γίνεται για i = 1, . . . , N, και j = 0, . . . ,M − 1,

u(xi, t
j+1)− u(xi, t

j)

k
=
u(xi+1, t

j)− 2u(xi, t
j) + u(xi−1, t

j)

h2

+ η̂ji + η̃ji ,

(5.6)

και
|η̃ji | ≤

h2

12
max

x∈[0,L]
| ∂

4

∂x4
u(x, tj)|. (5.7)

Αν θέσουμε τώρα ηji = η̂ji + η̃ji , η (5.6) δίνει για i = 1, . . . , N, και j =
0, . . . ,M − 1,

δ+h u(xi, t
j)− δch,2u(xi, t

j) = ηji , (5.8)

και λόγω των (5.5) και (5.7) εύκολα βλέπουμε ότι ισχύει το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 5.1. Έστω u η λύση του (5.1) με ∂4

∂x4u ∈ C([0, L] × [0, T ]) και utt ∈
C([0, L]×[0, T ]). Τότε, για την ηji που δίνεται στην (5.8) έχουμε ότι υπάρχει σταθερά
C ανεξάρτητη των k και h, τέτοια ώστε

max
0≤j≤M−1

max
1≤i≤N

|ηji | ≤ C(k + h2). (5.9)

Θα κατασκευάσουμε λοιπόν προσεγγίσεις U j
i της λύσης u του προβλήματος

(5.1) στα σημεία (xi, t
j), i = 0, . . . , N +1, j = 0, . . . ,M , θεωρώντας τις ακόλου-

θες εξισώσεις,

U j+1
i − U j

i

k
=
U j
i+1 − 2U j

i + U j
i−1

h2
, i = 1, . . . , N, j = 0, . . . ,M − 1, (5.10){

U j
0 = U j

N+1 = 0, j = 0, . . . ,M

U0
i = g(xi), i = 1, . . . , N.

(5.11)
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Κατ’ αναλογία με το Κεφάλαιο 3, το σφάλμα ηji που δίνεται στις (5.8) καλείται
τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης για τη μέθοδο (5.10)–(5.11).

Έστω τώρα ότι έχουμε θεωρήσει έναν διαμερισμό σημείων {xi} του [0, L],
με βήμα h και {tj} του [0, T ], με βήμα k, τότε προκύπτει ένας διαμερισμός ση-
μείων {(xi, tj)} του [0, L]× [0, T ]. Αν το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης ηji , ενός
αριθμητικού σχήματος σε ένα σημείο ενός διαμερισμού {(xi, tj)}, φράσσεται κατά
απόλυτη τιμή από το γινόμενο μιας θετικής σταθεράς, που δεν εξαρτάται από τα h
και k, επί hκ και kµ, τότε λέμε ότι έχει τάξη ακρίβειας κ ως προς h και µ ως προς
k.

Επομένως, λόγω των (5.5) και (5.7), το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης της
μεθόδου (5.10)-(5.11) έχει τάξη ακρίβειας δύο ως προς h και ένα ως προς k.

Επίσης, κατ’αναλογία του Oρισμού 3.1, αν το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης
μιας μεθόδου, ηji , τείνει στο μηδέν, καθώς τα βήματα h και k του διαμερισμού
τείνουν στο μηδέν, τότε η μέθοδος λέγεται συνεπής.

Συνεπώς σύμφωνα με το Λήμμα 5.1, το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης τείνει
στο μηδέν, καθώς τα h και k τείνουν στο μηδέν, οπότε η (5.10)-(5.11) είναι μια
συνεπής μέθοδος.

Αν συμβολίσουμε τώρα με λ τον λόγο
k

h2
, τότε η (5.10) γράφεται ως

U j+1
i = λU j

i+1 + (1− 2λ)U j
i + λU j

i−1, (5.12)

για i = 1, . . . , N , j = 0, . . . ,M − 1. Ξεκινώντας από το χρονικό επίπεδο t0 = 0,
χρησιμοποιώντας δηλαδή τις αρχικές συνθήκες (5.11), από την (5.12) μπορούμε
να υπολογίσουμε άμεσα την προσέγγιση στο χρονικό επίπεδο t1. Συνεχίζοντας με
αυτό τον τρόπο, λαμβάνουμε, με άμεσο τρόπο μέσω της (5.12), την προσέγγιση
στο χρονικό επίπεδο tj+1, από τις ήδη γνωστές τιμές στο χρονικό επίπεδο tj .

Η μέθοδος (5.10)-(5.11) καλείται άμεση μέθοδος του Euler. Στο Σχήμα 5.2 φαί-
νεται ένα παράδειγμα πλέγματος, κοντά στο (xi, t

j), όπου σημειώνουμε με άσπρο
κύκλο το σημείο του χρονικού επιπέδου tj+1, όπου σύμφωνα με την (5.12), αντι-
στοιχεί σε άγνωστη τιμή της προσέγγισης και με μαύρο αυτά του χρονικού επιπέδου
tj που αντιστοιχούν σε γνωστές τιμές της προσέγγισης.

Αν συμβολίσουμε μεU j ∈ RN το διάνυσμα με συνιστώσες,U j
1 , . . . , U

j
N ,U j =

(U j
1 , . . . , U

j
N )T , μπορούμε να γράψουμε το σύστημα των εξισώσεων (5.12) ισο-

δύναμα ως

U j+1 = AU j , j = 0, . . . ,M − 1, με U0 = G, (5.13)
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xi+1

tj+1

tj

xi−1 xi

Σχήμα 5.2: Σημεία ενός πλέγματος για τον υπολογισμό της λύσης με την άμεση μέ-
θοδο του Euler. Με άσπρο σημειώνουμε τα σημεία που αντιστοιχούν σε άγνωστες
τιμές της προσέγγισης και με μαύρο αυτά που αντιστοιχούν σε γνωστές τιμές.

όπου A είναι ο N ×N πίνακας

A =


1− 2λ λ 0 0
λ 1− 2λ λ 0

0
. . . . . . . . . 0

λ 1− 2λ λ
λ 1− 2λ

 ,

και G = (g(x1), . . . , g(xN ))T .
Επομένως, για να υπολογίσουμε την προσέγγιση στο χρονικό επίπεδο tj+1,

απλώς πολλαπλασιάζουμε τον πίνακαA με τη γνωστή, από το προηγούμενο βήμα,
U j . Επειδή για να υπολογίσουμε την προσέγγιση σε κάθε χρονικό βήμα δεν χρειά-
ζεται να αντιστρέψουμε κάποιον πίνακα, δηλαδή να λύσουμε κάποιο γραμμικό σύ-
στημα με αριθμητικές μεθόδους, η μέθοδος καλείται άμεση.

Η ύπαρξη και η μοναδικότητα της προσεγγιστικής λύσης σε κάθε χρονικό βήμα
είναι δεδομένη, διότι για να την υπολογίσουμε αρκεί να πολλαπλασιάζουμε έναν
γνωστό πίνακα με τη γνωστή από το προηγούμενο χρονικό βήμα προσεγγιστική
λύση.

Στη συνέχεια, θα δείξουμε το ακόλουθο θεώρημα για την ευστάθεια της άμεσης
μεθόδου του Euler.

Θεώρημα 5.1. Έστω U j ∈ RN , j = 0, . . . ,M , τα διανύσματα που προκύπτουν
από την (5.13), με U j

0 = U j
N+1 = 0, j = 0, . . . ,M . Τότε, αν λ = k

h2 ≤ 1
2 , ισχύει η
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ακόλουθη ανισότητα,

max
0≤i≤N+1

|U j
i | ≤ max

0≤i≤N+1
|U0

i |, για j = 0, 1, 2, . . . ,M.

Απόδειξη. Από τη σχέση (5.12) και το γεγονός λ ≤ 1
2 , εύκολα παίρνουμε

|U j+1
i | ≤ λ(|U j

i+1|+ |U j
i−1|) + (1− 2λ)|U j

i |, 1 ≤ i ≤ N.

Αν θέσουμε λοιπόν Ū j = max0≤i≤N+1 |U j
i |, j = 0, . . . ,M , έχουμε

Ū j+1 ≤ Ū j ≤ · · · ≤ Ū0,

από όπου προκύπτει η ζητούμενη εκτίμηση.

Για να αποδείξουμε την ευστάθεια της μεθόδου στο Θεώρημα 5.1 υποθέσαμε
ότι λ ≤ 1/2. Λόγω της ύπαρξης μιας συνθήκης ανάμεσα στις παραμέτρους διακρι-
τοποίησης k και h, λέμε ότι η μέθοδος είναι ευσταθής υπό συνθήκες. Το γεγονός ότι
αυτή η συνθήκη είναι αναγκαία και δεν οφείλεται σε τυχόν αδυναμία της απόδειξης
του Θεώρηματος 5.1 που δώσαμε φαίνεται από το ακόλουθο παράδειγμα.

Είναι απλό να δούμε ότι αν L = 1 και g(x) = sin(nπx), n = 1, 2, . . . , τότε το
πρόβλημα (5.1) γίνεται

ut(x, t) = uxx(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], (5.14)
u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ [0, T ], (5.15)
u(x, 0) = sin(nπx), x ∈ [0, 1], (5.16)

και η ακριβής λύση u είναι η u(x, t) = e−n2π2t sin(nπx), μια δηλαδή από τις θεμε-
λιώδεις συναρτήσεις που εμφανίζονται στην έκφραση (5.2). Παρατηρούμε λοιπόν
ότι σε κάθε χρονικό επίπεδο t ≥ 0 καθεμιά από αυτές τις θεμελιώδεις συναρτή-
σεις είναι μια ημιτονοειδής συνάρτηση, της οποίας το πλάτος μειώνεται συνεχώς
με εκθετικό τρόπο, καθώς το χρονικό επίπεδο αυξάνει. Είναι προφανές ότι, αν θε-
ωρήσουμε για αρχική συνθήκη g μια από τις sin(nπx), n = 1, 2, . . . , και η προ-
σεγγιστική λύση που λαμβάνουμε με τη μέθοδο (5.10), δεν αποτυπώνει αυτήν την
ιδιότητα, ή τουλάχιστον το πλάτος δεν παραμένει φραγμένο, δεν θα προσεγγίζει
“καλά” την αντίστοιχη θεμελιώδη συνάρτηση.

Επειδή η ακριβής λύση του (5.14)–(5.16) αποτελείται από το γινόμενο της
e−n2π2t, που εξαρτάται μόνο από τον χρόνο t, και της sin(nπx), υποθέτουμε ότι η
λύση U j

i της (5.10) έχει τη μορφή U j
i = wj sin(nπxi). Δηλαδή αποτελείται από

δύο παράγοντες, ο ένας από τους οποίους εξαρτάται μόνο από τον χρόνο tj και ο
άλλος είναι ακριβώς η ημιτονοειδής συνάρτηση που βρίσκεται στην έκφραση της



5.1. ΑΜΕΣΗ ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ EULER 81

ακριβούς λύσης του (5.14). Αντικαθιστούμε λοιπόν την παραπάνω μορφή της U j
i

στην εξίσωση (5.12), οπότε παίρνουμε για i = 1, . . . , N, j = 0, . . . ,M − 1,

wj+1 sin(nπxi) = λwj sin(nπxi+1) + (1− 2λ)wj sin(nπxi)
+ λwj sin(nπxi−1).

(5.17)

Στη συνέχεια, εφαρμόζοντας την τριγωνομετρική ταυτότητα

sin(α± β) = sin(α) cos(β)± cos(α) sin(β), (5.18)

η (5.17) γίνεται

wj+1 sin(nπxi) = 2λwj sin(nπxi) cos(πh) + (1− 2λ)wj sin(nπxi)
= (2λ(cos(πh)− 1) + 1)wj sin(nπxi).

(5.19)

Επίσης, λόγω της τριγωνομετρικής ιδιότητας

2 sin2(
θ

2
) = 1− cos(θ), θ ∈ [0, 2π], (5.20)

η (5.19) δίνει

wj+1 = (1− 4λ sin2(
nπh

2
))wj . (5.21)

Συνεπώς, wj = κjw0, με κ = 1− 4λ sin2(nπh2 ). Άρα, η μέγιστη τιμή της U j
i είναι

φραγμένη, αν και μόνο αν |κ| ≤ 1. Θα πρέπει, λοιπόν,

−1 ≤ 1− 4λ sin2(
nπh

2
)) ≤ 1 ή 2λ sin2(

nπh

2
)) ≤ 1.

Επομένως, επειδή | sin(nπh2 )| ≤ 1, για n = 1, 2, . . . , αρκεί λ ≤ 1

2
. Βλέπουμε

ότι η συνθήκη ευστάθειας στο Θεώρημα 5.1 είναι αναγκαία για να έχουμε “καλές”
προσεγγίσεις με την άμεση μέθοδο του Euler.

Μπορούμε να γενικεύσουμε την παραπάνω απόδειξη θεωρώντας τώρα ότι

U j
i = wje

rxiI , r ∈ R,

με I =
√
−1 τη φανταστική μονάδα, ικανοποιούν την εξίσωση (5.12). Αν οι τι-

μές |U j
i | παραμένουν φραγμένες για κάθε r ∈ R, θα καλούμε αυτή την ιδιότητα

ευστάθεια von Neumann. Είναι φανερό ότι για να είναι φραγμένες οι |U j
i |, αρκεί

να φράσσονται οι |wj | για κάθε j. Μια πιο διεξοδική μελέτη της ευστάθειας von
Neumann ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να βρεί στο (Strikwerda, 2004).

Μπορεί να αποδειχθεί ότι για την εξίσωση της θερμότητας η ευστάθεια von
Neumann συνεπάγεται την ευστάθεια μιας μεθόδου, βλ. π.χ. (Morton & Mayers,
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2005). Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι για να είναι η άμεση μέθοδος του Euler von
Neumann ευσταθής πρέπει και πάλι να ισχύει λ ≤ 1

2
.

Υποθέτουμε λοιπόν ότι οι

U j
i = wje

rxiI , r ∈ R,

με I =
√
−1 τη φανταστική μονάδα, ικανοποιούν την εξίσωση (5.12) και, άρα,

wj+1e
rxiI = λwje

rxi+1I + (1− 2λ)wje
rxiI + λwje

rxi−1I

= (λerhI + 1− 2λ+ λe−rhI)wje
rxiI .

(5.22)

Λόγω τώρα της ταυτότητας

eθI = cos(θ) + I sin(θ),

έχουμε
cos(θ) =

1

2
(eθI + e−θI), θ ∈ [0, 2π]. (5.23)

Οπότε η (5.22) λόγω της (5.20) γίνεται

wj+1 = (1− 2λ+ 2 cos(rh))wje
rxiI

= (1− 4λ sin2(
rh

2
))wj .

Συνεπώς wj = κjw0, με κ = 1− 4λ sin2( rh2 ). Για να παραμένει η λύση U j
i φραγ-

μένη κατ’απόλυτη τιμή θα πρέπει |κ| ≤ 1, για κάθε r ∈ R. Καταλήγουμε δηλαδή

στο ίδιο αποτέλεσμα όπως και παραπάνω, δηλαδή ότι λ ≤ 1

2
.

Στη συνέχεια, δείχνουμε το ακόλουθο για τη σύγκλιση της μεθόδου.

Θεώρημα 5.2. Έστω ότι η λύση u του προβλήματος (5.1) είναι αρκετά ομαλή, και
U j
i , i = 1, . . . , N , j = 0, . . . ,M , η λύση της μεθόδου (5.4). Τότε, αν λ = k

h2 ≤ 1
2 ,

υπάρχει μια σταθερά C, ανεξάρτητη των k, h, τέτοια ώστε

max
1≤j≤M

max
0≤i≤N+1

|U j
i − u(xi, t

j)| ≤ C(k + h2). (5.24)

Απόδειξη. Θέτουμε Ej
i = U j

i − u(xi, t
j), i = 0, . . . , N + 1, j = 0, . . . ,M ,

όπου λόγω των σχέσεων U j
0 = u(0, tj) = 0 και U j

N+1 = u(L, tj) = 0, έχουμε
Ej

0 = Ej
N+1 = 0. Αφαιρούμε τώρα κατά μέλη τις (5.10) και (5.6), οπότε παίρνουμε

Ej+1
i = λEj

i+1 + (1− 2λ)Ej
i + λEj

i−1 + kηji , i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M − 1.
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t = 0.025 t = 0.05 t = 0.0625 t = 0.075

M j Ēj j Ēj j Ēj j Ēj

24 6 0.0302 12 0.0216 15 0.0181 18 2.2244
32 8 0.0217 16 0.0157 20 0.1358 24 174.6062

128 32 0.0036 64 0.0027 80 0.0020 96 0.0015

Πίνακας 5.1: Το μέγιστο σφάλμα Ēj = max1≤i≤N |U j
i − u(xi, t

j)| στα χρονικά
επίπεδα t = 0.025, 0.05 και 0.0625 του Παραδείγματος 5.1 για N = 23 και M =
24, 32, 128. Στη στήλη αριστερά του κάθε σφάλματος δίνεται το χρονικό βήμα j
τέτοιο ώστε t = jk, με k = 1/M .

Θέτουμε, στη συνέχεια, Ēj = max1≤i≤N |Ej
i | και η̄ = max1≤j≤M max0≤i≤N+1 |ηji |.

Οπότε έχουμε

Ēj+1 ≤ 2λĒj + (1− 2λ)Ēj + kη̄ ≤ Ēj + kη̄ ≤ · · · ≤ Ē0 + jkη̄.

Από εδώ, επειδή jk ≤ T και λόγω του Λήμματος 5.1, προκύπτει η ζητούμενη
εκτίμηση.

Παράδειγμα 5.1. Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα (5.14) με n = 2 και T = 0.1,
όπου η ακριβής λύση είναι u(x, t) = e−4π2t sin(2πx). Θεωρούμε έναν διαμερισμό
του [0, 1] με N = 23, και M ισαπέχοντα σημεία του [0, T ], με M = 24, 32, 128,
και υπολογίζουμε τη λύση για καθέναν από τους τρεις αυτούς διαμερισμούς χρη-
σιμοποιώντας το αριθμητικό σχήμα (5.10). Για t = 0.025, 0.05, 0.0625 μπορούμε
να βρούμε τις αντίστοιχες προσέγγισεις U j

i της u(xi, tj), με j τέτοιο ώστε jk =
0.025, 0.05, 0.0625 και k = T/M . Στο Σχήμα 5.3 απεικονίζονται οι γραφικές πα-
ραστάσεις της u για t = 0, καθώς και οι προσεγγίσεις για t = 0.025, 0.05, 0.0625,
με M = 24, 32, 128. Επίσης, στον Πίνακα 5.1 βλέπουμε το μέγιστο σφάλμα στα
χρονικά επίπεδα t = 0.025, 0.05, 0.0625. Στο Σχήμα 5.3 παρατηρούμε ότι η προ-
σεγγιστική λύση γιαM = 32 δεν φαίνεται να προσεγγίζει την ακριβή λύση, καθώς
το χρονικό επίπεδο t μεγαλώνει, το οποίο φαίνεται και στα αποτελέσματα του Πί-
νακα 5.1. Αυτό όμως δεν συμβαίνει στην περίπτωση M = 128. Αυτή η συμπερι-
φορά των προσεγγιστικών λύσεων οφείλεται στην αστάθεια της λύσης γιαM = 32
και της ευστάθειας για M = 128, διότι η παράμετρος λ είναι 2.4, 1.8, 0.45 για
M = 24, 32, 128, αντίστοιχα.
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Σχήμα 5.3: Η ακριβής λύση u(x, t) = e−4π2t sin(2πx) του Παραδείγματος 5.1 και
οι προσεγγίσεις της για N = 23 και M = 24, 32, 128, με την άμεση μέθοδο του
Euler για t = 0, 0.025, 0.05 και 0.0625.

5.2 Πεπλεγμένη μέθοδος του Euler

Σε αυτή την παράγραφο θα μελετήσουμε τη μέθοδο που προκύπτει αν αντί για
την προσέγγιση, δ+k της ut που χρησιμοποιήσαμε στην άμεση μέθοδο του Euler,
θεωρήσουμε την δ−k .

Έτσι, θα θεωρήσουμε και πάλι μια διαμέριση του [0, L]× [0, T ] όπως και πριν
και θα κατασκευάσουμε προσεγγίσεις U i

j των τιμών u(xi, tj), i = 0, . . . , N + 1,
j = 0, . . . ,M , της ακριβούς λύσης του (5.1), βλέπε Σχήμα 5.1. Λόγω των αρχικών
και συνοριακών συνθηκών του προβλήματος (5.1) θέτουμε και πάλιU j

0 = U j
N+1 =

0, j = 0, . . . ,M , και U0
i = g(xi), i = 1, . . . , N . Στη συνέχεια, προσεγγίζουμε

την ut(xi, tj) στις εξισώσεις (5.3) χρησιμοποιώντας τη διαφορά δ−k u(xi, t
j) που

θεωρήσαμε στην (2.1).
Έτσι, αν υποθέσουμε ότι utt(x, t) ∈ C([0, L]× [0, T ]), λόγω της (2.3), η (5.3)

γίνεται για i = 1, . . . , N ,

u(xi, t
j)− u(xi, t

j−1)

k
= uxx(xi, t

j) + η̂ji , j = 1, . . . ,M, (5.25)
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όπου
|η̂ji | ≤

k

2
max
t∈[0,T ]

|utt(xi, t)|. (5.26)

Στη συνέχεια, για να προσεγγίσουμε την uxx(xi, tj), στην (5.25) χρησιμοποιούμε,
όπως και στην άμεση μέθοδο του Euler, την δch,2u(xi, t

j). Έτσι, αν υποθέσουμε ότι
∂4

∂x4u(x, t) ∈ C([0, L]× [0, T ]), λόγω της (2.9), η (5.25) γίνεται για i = 1, . . . , N,
και j = 1, . . . ,M,

u(xi, t
j)− u(xi, t

j−1)

k
=
u(xi+1, t

j)− 2u(xi, t
j) + u(xi−1, t

j)

h2

+ η̂ji + η̃ji ,

(5.27)

όπου η η̃ji φράσσεται και πάλι όπως στην (5.7).
Συνεπώς, για ηji = η̂ji + η̃ji , η (5.27) δίνει για i = 1, . . . , N, και j = 1, . . . ,M,

δ−k u(xi, t
j)− δch,2u(xi, t

j) = ηji , (5.28)

και λόγω των (5.26) και (5.7) εύκολα βλέπουμε ότι ισχύει το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 5.2. Έστω u η λύση του (5.1) με ∂4

∂x4u ∈ C([0, L] × [0, T ]) και utt ∈
C([0, L]× [0, T ]). Τότε, για την ηji που δίνεται στην (5.28), έχουμε ότι υπάρχει στα-
θερά C ανεξάρτητη των k και h, τέτοια ώστε

max
1≤j≤M

max
1≤i≤N

|ηji | ≤ C(k + h2). (5.29)

Για να κατασκευάσουμε, λοιπόν, προσεγγίσεις U j
i των u(xi, tj), i = 1, . . . , N ,

j = 1, . . . ,M , θεωρούμε την ακόλουθη μέθοδο

U j
i − U j−1

i

k
=
U j
i+1 − 2U j

i + U j
i−1

h2
, i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M, (5.30){

U j
0 = U j

N+1 = 0, j = 0, . . . ,M,

U0
i = g(xi), i = 1, . . . , N.

(5.31)

Είναι φανερό ότι, λόγω της (5.28), το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης της με-
θόδου (5.30)–(5.31), δίνεται από την ηji . Συνεπώς, σύμφωνα με το Λήμμα 5.2, το
τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης τείνει στο μηδέν, καθώς τα h και k τείνουν στο
μηδέν, οπότε η (5.30) είναι μια συνεπής μέθοδος.

Συμβολίζουμε και πάλι με λ τον λόγο
k

h2
, οπότε η (5.30) γράφεται ως

− λU j
i+1 + (1 + 2λ)U j

i − λU j
i−1 = U j−1

i , (5.32)
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με i = 1, . . . , N και j = 1, . . . ,M . Ξεκινώντας από το χρονικό επίπεδο t0 = 0
και χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες (5.31), παρατηρούμε ότι, σε αντίθεση
με την άμεση μέθοδο του Euler (5.12), δεν μπορούμε άμεσα να υπολογίσουμε την
προσέγγιση στο χρονικό επίπεδο t1 από την (5.32). Στο Σχήμα 5.4 φαίνεται ένα
παράδειγμα πλέγματος όπου με άσπρο κύκλο σημειώνουμε το σημείο του χρονι-
κού επιπέδου tj+1, όπου σύμφωνα με (5.32), αντιστοιχεί σε άγνωστες τιμές της
προσέγγισης και με μαύρο αυτά του χρονικού επιπέδου tj που αντιστοιχούν στη
γνωστή τιμή της προσέγγισης.

xi+1

tj+1

tj

xi−1 xi

Σχήμα 5.4: Σημεία ενός πλέγματος για τον υπολογισμό της λύσης με την πεπλεγ-
μένη μέθοδο του Euler. Με άσπρο σημειώνουμε τα σημεία που αντιστοιχούν σε
άγνωστες τιμές της προσέγγισης και με μαύρο αυτά που αντιστοιχούν σε γνωστές
τιμές.

Αν θέσουμε U j ∈ RN το διάνυσμα με συνιστώσες U j
1 , . . . , U

j
N , U = (U j

1 , . . . ,
U j
N )T , μπορούμε να γράψουμε το σύστημα των εξισώσεων (5.32) ισοδύναμα ως

το γραμμικό σύστημα

BU j = U j−1, j = 1, . . . ,M, με U0 = G, (5.33)

όπου B είναι ο N ×N πίνακας

B =


1 + 2λ −λ 0 0
−λ 1 + 2λ −λ 0

0
. . . . . . . . . 0

−λ 1 + 2λ −λ
−λ 1 + 2λ

 ,

και G = (g(x1), . . . , g(xN ))T .
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Αφού γνωρίζουμε τη U0 για να υπολογίσουμε τώρα την προσέγγιση στο χρο-
νικό επίπεδο t1 χρειάζεται να λύσουμε το γραμμικό σύστημα BU1 = U0. Είναι
φανερό ότι ο B έχει αυστηρά κυριαρχική διαγώνιο και, άρα, είναι αντιστρέψιμος.
Επομένως, το γραμμικό σύστημα BU1 = U0 έχει μοναδική λύση. Επειδή ο πίνα-
κας B είναι τριδιαγώνιος για τον υπολογισμό της U1, μπορούμε να χρησιμοποιή-
σουμε τη μέθοδο της Παραγράφου 3.2. Συνεχίζουμε με αυτό τον τρόπο, οπότε σε
κάθε χρονικό βήμα γνωρίζουμε την προσέγγιση στο χρονικό επίπεδο tj−1 και για
να υπολογίσουμε την προσέγγιση στο χρονικό επίπεδο tj λύνουμε το γραμμικό σύ-
στημα (5.33). Επειδή, κάθε φορά χρειάζεται να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα,
η μέθοδος καλείται πεπλεγμένη ή έμμεση. Συγκεκριμένα, τη μέθοδο (5.30) ή (5.32)
την ονομάζουμε πεπλεγμένη μέθοδο του Euler.

Ο πίνακαςB στο γραμμικό σύστημα (5.33) είναι τριδιαγώνιος και έχει αυστηρά
κυριαρχική διαγώνιο, οπότε είναι αντιστρέψιμος και άρα η ύπαρξη και η μοναδι-
κότητα της προσεγγιστικής λύσης σε κάθε χρονικό βήμα είναι δεδομένη.

Για την ευστάθεια της μεθόδου μπορούμε να δείξουμε το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 5.3. Έστω U j ∈ RN , j = 0, . . . ,M , τα διανύσματα που ικανοποιούν
την (5.33), και U j

0 = U j
N+1 = 0, j = 0, . . . ,M . Τότε, ισχύει η ακόλουθη ανισότητα

max
0≤i≤N+1

|U j
i | ≤ max

0≤i≤N+1
|U0

i |, για j = 0, 1, 2, . . .M.

Απόδειξη. Από τη σχέση (5.32) εύκολα παίρνουμε

(1 + 2λ)|U j
i | ≤ λ(|U j

i+1|+ |U j
i−1|) + |U j−1

i |, 1 ≤ i ≤ N, j = 1, . . . ,M.

Αν θέσουμε λοιπόν Ū j = max0≤i≤N+1 |U j
i |, j = 0, . . . ,M , παίρνουμε

(1 + 2λ)|U j
i | ≤ 2λŪ j + Ū j−1, j = 1, . . . ,M,

και άρα
Ū j ≤ Ū j−1 ≤ · · · ≤ Ū0,

από όπου προκύπτει η ζητούμενη εκτίμηση.

Στη συνέχεια, θα μελετήσουμε την ευστάθεια von Neumann για την πεπλεγμένη
μέθοδο του Euler. Όπως και στην άμεση μέθοδο του Euler, υποθέτουμε ότι οι

U j
i = wje

rxiI , r ∈ R,

ικανοποιούν την (5.32). Οπότε

− wj(λe
rxi+1I − (1 + 2λ)erxiI + λerxi−1I) = wj−1e

rxiI . (5.34)
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Χρησιμοποιούμε τώρα και πάλι τις ιδιότητες (5.23) και (5.20) και έχουμε

−wj(2λ cos(rh)− (1 + 2λ)) = wj(1 + 4λ sin2(
rh

2
))

= wj−1.
(5.35)

Συνεπώς, wj = κjw0, με κ = 1/(1 + 4λ sin2( rh2 )). Άρα, επειδή για κάθε λ και
r, ισχύει |κ| ≤ 1, η απόλυτη τιμή της U j

i είναι φραγμένη, για κάθε σημείο του
διαμερισμού, και άρα δεν είναι αναγκαία καμία συνθήκη για την ευστάθεια της
πεπλεγμένης Euler.

Στη συνέχεια δείχνουμε το ακόλουθο θεώρημα για τη σύγκλιση της μεθόδου.

Θεώρημα 5.4. Έστω ότι η λύση u του προβλήματος (5.1) είναι αρκετά ομαλή και
U j
i , i = 0, . . . , N + 1, j = 0, . . . ,M , η λύση της μεθόδου (5.32). Τότε, υπάρχει μια

σταθερά C, ανεξάρτητη των k, h, τέτοια ώστε

max
0≤j≤M

max
0≤i≤N+1

|U j
i − u(xi, t

j)| ≤ C(k + h2). (5.36)

Απόδειξη. Θέτουμε Ej
i = U j

i − u(xi, t
j), i = 0, . . . , N + 1, j = 0, . . . ,M , όπου

λόγω των σχέσεων U j
0 = u(0, tj) = 0 και U j

N+1 = u(L, tj) = 0, έχουμε Ej
0 =

Ej
N+1 = 0. Αφαιρούμε τώρα κατά μέλη τις (5.32) και (5.27), οπότε παίρνουμε

−λEj
i + (1 + 2λ)Ej

i − λEj
i−1 = Ej−1

i + kηji , i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M.

Θέτουμε, στη συνέχεια, Ēj = max1≤i≤N |Ej
i |, η̄ = max1≤i≤N,1≤j≤M |ηji | και

έχουμε
(1 + 2λ)Ej

i ≤ 2λĒj + Ēj−1 + kη̄,

οπότε
Ēj ≤ Ēj−1 + kη̄ ≤ · · · ≤ Ē0 + jkη̄.

Από εδώ, επειδή jk ≤ T και λόγω του Λήμματος 5.2, προκύπτει η ζητούμενη
εκτίμηση.

Παράδειγμα 5.2. Αν στο Παράδειγμα 5.1 χρησιμοποιήσουμε την πεπλεγμένη μέ-
θοδο του Euler, παρατηρούμε ότι οι αντίστοιχες προσεγγίσεις U j

i της u(xi, tj) εί-
ναι καλύτερες. Στο Σχήμα 5.5 απεικονίζονται οι γραφικές παραστάσεις της u για
t = 0, καθώς και οι προσεγγίσεις για t = 0.025, 0.05, 0.0625, μεM = 24, 32, 128.
Επίσης, στον Πίνακα 5.2 βλέπουμε το μέγιστο σφάλμα στα χρονικά επίπεδα t =
0.025, 0.05, 0.0625, 0.075. Στο Σχήμα 5.5 παρατηρούμε ότι όλες οι προσεγγιστι-
κές λύσεις φαίνεται να προσεγγίζουν την ακριβή λύση, καθώς το χρονικό επίπεδο
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t μεγαλώνει, το οποίο φαίνεται και στα αποτελέσματα του Πίνακα 5.1. Αυτή η
συμπεριφορά των προσεγγιστικών λύσεων οφείλεται στην ευστάθεια της μεθόδου
για όλες τις τιμές της παράμετρου λ, σε αντίθεση με τη συμπεριφορά της άμεσης
μεθόδου του Euler, βλ. Παράδειγμα 5.1.
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Σχήμα 5.5: Η ακριβής λύση u(x, t) = e−4π2t sin(2πx) του Παραδείγματος 5.1 και
οι προσεγγίσεις της για N = 23 και M = 24, 32, 128, με την πεπλεγμένη μέθοδο
του Euler για t = 0, 0.025, 0.05 και 0.0625.
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t = 0.025 t = 0.05 t = 0.0625 t = 0.075

M j Ēj j Ēj j Ēj j Ēj

24 6 0.0303 12 0.0235 15 0.0183 18 0.0137
32 8 0.0236 16 0.0181 20 0.0140 24 0.0105

128 32 0.0077 64 0.0058 80 0.0044 96 0.0033

Πίνακας 5.2: Το σφάλμα Ēj = max1≤i≤N |U j
i −u(xi, tj)| στα χρονικά επίπεδα t =

0.025, 0.05 και 0.0625 του Παραδείγματος 5.2 για N = 23 και M = 24, 32, 128.
Στη στήλη αριστερά του κάθε σφάλματος δίνεται το χρονικό βήμα j, τέτοιο ώστε
t = jk, με k = 1/M .

5.3 Μέθοδος των Crank-Nicolson

Μια άλλη μέθοδος προκύπτει αν αντί για τις προσεγγίσεις δ+k ή δ−k της ut που
θεωρήσαμε προηγουμένως, θεωρήσουμε τη δck. Όπως και πριν θα θέσουμε U j

0 =

U j
N+1 = 0 για j = 0, . . . ,M , και U0

i = g(xi) και θα κατασκευάσουμε τώρα
προσεγγίσεις U j

i , i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M , των τιμών u(xi, tj) της ακριβούς
λύσης του (5.1), μεγαλύτερης τάξης ακρίβειας.

Λόγω του Λήμματος 2.1 και της εξίσωσης (5.1) έχουμε για x = 1, . . . , N ,

u(xi, t
j)− u(xi, t

j−1)

k
= ut(xi, t

j − k

2
) + η̂ji

= uxx(xi, t
j − k

2
) + η̂ji , j = 1, . . . ,M,

(5.37)

όπου
|η̂ji | ≤

k2

6
max
t∈[0,T ]

|uttt(xi, t)| (5.38)

Επειδή τα σημεία (xi, t
j − k

2 ) δεν αποτελούν μέρος του διαμερισμού που έχουμε
θεωρήσει, προσεγγίζουμε την uxx(xi, tj − k

2 ), i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M , στην
(5.37) με τον μέσο όρο της uxx στα (xi, t

j) και (xi, tj−1). Έτσι, είναι απλό να
δούμε με τη βοήθεια αναπτυγμάτων Taylor ότι

uxx(xi, t
j − k

2
) =

1

2
(uxx(xi, t

j) + uxx(xi, t
j−1))− k2

2
uxxtt(xi, ξ

j), (5.39)

με ξj ∈ (tj−1, tj). Επομένως, συνδυάζοντας αυτή τη σχέση με την (5.37), έχουμε
για j = 1, . . . ,M ,

u(xi, t
j)− u(xi, t

j−1)

k
=

1

2
(uxx(xi, t

j) + uxx(xi, t
j−1)) + η̄ji + η̂ji , (5.40)
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με

|η̄ji | ≤
k2

6
max
t∈[0,T ]

|uxxtt(xi, t)|. (5.41)

Στη συνέχεια, για την προσέγγιση των uxx(xi, tj), j = 1, . . . ,M , στην (5.40)
εφαρμόζουμε τη δch,2u(xi, t

j) που θεωρήσαμε στην (2.8). Έτσι, αν υποθέσουμε ότι
∂4

∂x4u(x, t) ∈ C([a, b]× [0, T ]), λόγω της (2.9), η (5.40) γίνεται για i = 1, . . . , N,
και j = 1, . . . ,M,

u(xi, t
j)− u(xi, t

j−1)

k
=

1

2

u(xi+1, t
j)− 2u(xi, t

j) + u(xi−1, t
j)

h2

+
1

2

u(xi+1, t
j−1)− 2u(xi, t

j−1) + u(xi−1, t
j−1)

h2

+ η̂ji + η̄ji + η̃ji ,

(5.42)

όπου η η̃ji φράσσεται όπως στην (5.7). Συνεπώς, για ηji = η̂ji + η̄ji + η̃ji , η (5.42)
δίνει για i = 1, . . . , N, και j = 1, . . . ,M,

δchu(xi, t
j − k

2
)− 1

2
(δch,2u(xi, t

j) + δch,2u(xi, t
j−1)) = ηji , (5.43)

και λόγω των (5.38), (5.41) και (5.7) εύκολα βλέπουμε ότι ισχύει το ακόλουθο
λήμμα.

Λήμμα 5.3. Έστω u η λύση του (5.1) με ∂4

∂x4u, utt, uttxx ∈ C([0, L]× [0, T ]). Τότε
για την ηji που δίνεται στην (5.43) έχουμε ότι υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη των k
και h, τέτοια ώστε

max
1≤j≤M

max
1≤i≤N

|ηji | ≤ C(k2 + h2). (5.44)

Για να κατασκευάσουμε, λοιπόν, προσεγγίσεις U j
i των u(xi, tj), i = 1, . . . , N ,

j = 0, . . . ,M , θεωρούμε την ακόλουθη μέθοδο

U j
i − U j−1

i

k
=
1

2

U j
i+1 − 2U j

i + U j
i−1

h2
+

1

2

U j−1
i+1 − 2U j−1

i + U j−1
i−1

h2
,

για i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M,

(5.45)

{
U j
0 = U j

N+1 = 0, j = 0, . . . ,M,

U0
i = g(xi), i = 1, . . . , N.

(5.46)

Το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης ηji της (5.45)–(5.46) δίνεται από την (5.43).
Επίσης από το Λήμμα 5.3–(5.46) έχουμε ότι η ηji τείνει στο μηδέν, καθώς k και h
τείνουν στο μηδέν. Επομένως, η μέθοδος (5.45)–(5.46) είναι συνεπής.
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Αν συμβολίσουμε και πάλι με λ τον λόγο
k

h2
, η (5.45) γράφεται ως

− 1

2
λU j

i+1+(1+λ)U j
i −

1

2
λU j

i−1 =
1

2
λU j−1

i+1 +(1−λ)U j−1
i +

1

2
λU j−1

i−1 , (5.47)

με i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M . Όμοια όπως και στην πεπλεγμένη μέθοδο του
Euler, (5.32), αν ξεκινήσουμε από το χρονικό επίπεδο t0 = 0, δεν μπορούμε άμεσα
να υπολογίσουμε την προσέγγιση στο χρονικό επίπεδο t1 από την (5.47). Στο Σχήμα
5.6 φαίνεται ένα παράδειγμα πλέγματος όπου σημειώνουμε τις γνωστές ή άγνωστες
τιμές της προσέγγισης σε κάθε βήμα με τη μέθοδο (5.47).

Επομένως, αν U j ∈ RN το διάνυσμα με συνιστώσες U j
1 , . . . , U

j
N , U = (U j

1 ,
. . . , U j

N )T , το σύστημα των εξισώσεων (5.47) μπορούμε να το γράψουμε ως

BU j = AU j−1, j = 1, . . . ,M, με U0 = G, (5.48)

όπου B και A είναι οι N ×N πίνακες

B =


1 + λ −λ/2 0 0
−λ/2 1 + λ −λ/2 0

0
. . . . . . . . . 0

−λ/2 1 + λ −λ/2
−λ/2 1 + λ

 ,

A =


1− λ λ/2 0 0
λ/2 1− λ λ/2 0

0
. . . . . . . . . 0

λ/2 1− λ λ/2
λ/2 1− λ

 ,

και G = (g(x1), . . . , g(xN ))T .

Από την (5.45) έχουμε ότι η προσέγγιση U0 στο χρονικό επίπεδο t0 είναι γνω-
στή, οπότε για να υπολογίσουμε τη λύση στο χρονικό επίπεδο t1 αρκεί να λύσουμε
το γραμμικό σύστημα BU1 = AU0. Εύκολα βλέπουμε ότι ο B έχει αυστηρά κυ-
ριαρχική διαγώνιο, επομένως είναι αντιστρέψιμος και επειδή είναι τριδιαγώνιος
μπορούμε να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο της Παραγράφου 3.2 για τον υπολογι-
σμό της U1. Συνεχίζουμε με αυτό τον τρόπο και αν στο χρονικό επίπεδο tj−1 γνω-
ρίζουμε την προσέγγιση U j−1, λύνοντας το γραμμικό σύστημα (5.48), βρίσκουμε
την προσέγγιση U j στο χρονικό επίπεδο tj . Για τον ίδιο λόγο, όπως και για την
πεπλεγμένη μέθοδο του Euler, η μέθοδος (5.45) είναι πεπλεγμένη ή έμμεση και κα-
λείται μέθοδος των Crank–Nicolson.

Για την ευστάθεια της μεθόδου μπορούμε να δείξουμε το ακόλουθο θεώρημα.



5.3. ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ CRANK-NICOLSON 93

xi+1

tj+1

tj

xi−1 xi

Σχήμα 5.6: Σημεία ενός πλέγματος για τον υπολογισμό της λύσης με τη μέθοδο των
Crank-Nicolson. Με άσπρο σημειώνουμε τα σημεία που αντιστοιχούν σε άγνωστες
τιμές της προσέγγισης και με μαύρο αυτά που αντιστοιχούν σε γνωστές τιμές.

Θεώρημα 5.5. Έστω U j ∈ RN , j = 0, . . . ,M , η λύση του προβλήματος (5.47), με
U j
0 = U j

N+1 = 0, j = 0, . . . ,M . Τότε, αν λ ≤ 1, ισχύει η ακόλουθη ανισότητα

max
0≤i≤N+1

|U j
i | ≤ max

0≤i≤N+1
|U0

i |, για j = 0, 1, 2, . . . ,M. (5.49)

Απόδειξη. Από τη σχέση (5.47) εύκολα παίρνουμε για i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M ,

(1 + λ)|U j
i | ≤

λ

2
(|U j

i+1|+ |U j
i−1|) + (1− λ)|U j−1

i |+ λ

2
(|U j−1

i+1 |+ |U j−1
i−1 |).

Αν θέσουμε λοιπόν Ū j = max0≤i≤N+1 |U j
i |, j = 0, . . . ,M , έχουμε

(1 + λ)|U j
i | ≤ λŪ j + Ū j−1,

και άρα
Ū j ≤ Ū j−1 ≤ · · · ≤ Ū0,

από όπου προκύπτει η ζητούμενη ανισότητα.

Παρατηρούμε ότι για να δείξουμε το Θεώρημα 5.5, υποθέσαμε ότι λ ≤ 1. Θα
δούμε παρακάτω ότι αυτή η υπόθεση δεν είναι απαραίτητη για να δείξουμε την
ευστάθεια von Neumann για τη μέθοδο των Crank-Nicolson, επομένως η υπόθεση
λ ≤ 1 στο Θεώρημα 5.5 δεν είναι ουσιαστική και γίνεται μόνο για να μπορέσουμε
να αποδείξουμε το θεώρημα, ακολουθώντας τα βήματα που χρησιμοποιήσαμε στην
αντίστοιχη απόδειξη.
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Θεωρούμε και πάλι ότι οι U j
i = wje

rxiI ικανοποιούν την (5.47), οπότε

− λ

2
wje

rxi+1I + (1 + λ)wje
rxiI − λ

2
wje

rxi−1I

=
λ

2
wj−1e

rxi+1I + (1− λ)wj−1e
rxiI +

λ

2
wj−1e

rxi−1I ,

(5.50)

για i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M . Χρησιμοποιούμε τώρα και πάλι τις ιδιότητες
(5.23) και (5.20) και έχουμε

− 2λwje
rxiI cos(rh) + (1 + λ)wje

rxiI = 2λwj−1e
rxiI cos(rh) + (1− λ)wj−1e

rxiI ,

από την οποία προκύπτει

(1 + 4λ sin2(
rh

2
))wj = (1− 4λ sin2(

rh

2
))wj−1.

Συνεπώς

wj =
1− 4λ sin2( rh2 )
1 + 4λ sin2( rh2 )

wj−1 = κwj−1 = · · · = κjw0. (5.51)

Είναι απλό να δούμε ότι σε αυτήν την περίπτωση ισχύει |κ| ≤ 1 για κάθε λ και
r. Συνεπώς, η απόλυτη τιμή της U j

i είναι φραγμένη ανεξάρτητα της τιμής του λ,
οπότε δεν είναι αναγκαία καμιά συνθήκη για στις παραμέτρους της διαμέρισης h
και k, ώστε να είναι ευσταθής η μέθοδος Crank–Nicolson.

Θεώρημα 5.6. Έστω ότι η λύση u του προβλήματος (5.1) είναι αρκετά ομαλή και
U j
i , i = 0, . . . , N + 1, j = 0, . . . ,M , η λύση της μεθόδου (5.47). Τότε, υπάρχει μια

σταθερά C, ανεξάρτητη των k, h, τέτοια ώστε

max
0≤j≤M

max
0≤i≤N+1

|U j
i − u(xi, t

j)| ≤ C(k2 + h2). (5.52)

Απόδειξη. Θέτουμε Ej
i = U j

i − u(xi, t
j), i = 0, . . . , N + 1, j = 0, . . . ,M , όπου

λόγω των σχέσεων U j
0 = u(0, tj) = 0 και U j

N+1 = u(L, tj) = 0, έχουμε Ej
0 =

Ej
N+1 = 0. Αφαιρούμε τώρα κατά μέλη τις (5.45) και (5.42), οπότε παίρνουμε για

i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M ,

(1 + λ)Ej
i =

λ

2
(Ej

i+1 + Ej
i−1) + (1− λ)Ej−1

i +
λ

2
(Ej−1

i+1 + Ej−1
i−1 ) + kηji .

Θέτουμε, στη συνέχεια, Ēj = max1≤i≤N |Ej
i |, η̄ = max1≤i≤N,1≤j≤M |ηji | και

έχουμε
(1 + λ)Ej

i ≤ λĒj + (1− λ)Ēj−1 + λĒj−1 + kη̄,
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οπότε
Ēj ≤ Ēj−1 + kη̄ ≤ · · · ≤ Ē0 + jkη̄.

Από εδώ, επειδή jk ≤ T και λόγω του Λήμματος 5.3, προκύπτει η ζητούμενη
εκτίμηση.

Παράδειγμα 5.3. Επαναλαμβάνουμε και εδώ το Παράδειγμα 5.1 όπου χρησιμο-
ποιούμε τώρα τη μέθοδο των Crank-Nicolson. Στο Σχήμα 5.7 απεικονίζονται οι
γραφικές παραστάσεις της u για t = 0, καθώς και οι προσεγγίσεις για t = 0.025,
0.05, 0.0625, με M = 24, 32, 128. Επίσης, στον Πίνακα 5.3 βλέπουμε το μέγιστο
σφάλμα στα χρονικά επίπεδα t = 0.025, 0.05, 0.0625, 0.075.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.5

0

0.5

1
t = 0

 

 
u

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4
t = 0.025

 

 

M = 23
M = 32
M = 128
u

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15
t = 0.05

 

 

M = 24
M = 32
M = 128
u

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1
t = 0.0625

 

 

M = 24
M = 32
M = 128
u

Σχήμα 5.7: Η ακριβής λύση u(x, t) = e−4π2t sin(2πx) του Παραδείγματος 5.1 και
οι προσεγγίσεις της για N = 23 και M = 24, 32, 128, με τη μέθοδο των Crank-
Nicolson για t = 0, 0.025, 0.05 και 0.0625.

Παρατηρούμε από τα Παραδείγματα 5.2 και 5.3, ότι το σφάλμα σε κάθε χρο-
νικό επίπεδο είναι μικρότερο στη μέθοδο Crank–Nicolson από ότι στη πεπλεγμένη
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t = 0.025 t = 0.05 t = 0.0625 t = 0.075

M j Ēj j Ēj j Ēj j Ēj

24 6 0.0013 12 0.0010 15 0.0007 18 0.0005
32 8 0.0016 16 0.0012 20 0.0008 24 0.0007

128 32 0.0021 64 0.0015 80 0.0012 96 0.0009

Πίνακας 5.3: Το σφάλμα Ēj = max1≤i≤N |U j
i − u(xi, t

j)| στα χρονικά επίπεδα
t = 0.025, 0.05 και 0.0625 0.075 του Παραδείγματος 5.3 για N = 23 και M =
24, 32, 128. Στη στήλη αριστερά του κάθε σφάλματος δίνεται το χρονικό βήμα j,
τέτοιο ώστε t = jk, με k = 1/M .

μέθοδο του Euler. Αυτό οφείλεται στη μεγαλύτερη τάξη ως προς k που έχει το
σφάλμα για τη μέθοδο Crank–Nicolson από το αντίστοιχο σφάλμα για τη πεπλεγ-
μένη μέθοδο του Euler, βλ. Θεωρήματα 5.4 και 5.6. Στο επόμενο παράδειγμα πα-
ραθέτουμε ορισμένα αριθμητικά αποτελέσματα, όπου φαίνεται ότι τα σφάλματα
που προκύπτουν με τη μέθοδο Crank–Nicolson έχουν τάξη ακρίβειας k2.

Παράδειγμα 5.4. Αν οι παράμετροι k, h της διαμέρισης των [0, L] × [0, T ] είναι
ίσες, τότε το σφάλμα για την πεπλεγμένη μέθοδο του Euler σύμφωνα με το Θεώ-
ρημα 5.4, θα ικανοποιεί

max
0≤j≤M

max
0≤i≤N+1

|U j
i − u(xi, t

j)| ≤ Ck, για k = h, και k μικρό,

και το σφάλμα για τη μέθοδο των Crank–Nicolson σύμφωνα με το Θεώρημα 5.6,
θα ικανοποιεί

max
0≤j≤M

max
0≤i≤N+1

|U j
i − u(xi, t

j)| ≤ Ck2, για k = h, και k μικρό.

Αν υποθέσουμε λοιπόν ότι το μέγιστο σφάλμα Ē = max0≤i≤N+1 |UM
i −u(xi, tM )| ≈

Ckp, στο χρονικό επίπεδο tM = T , μπορούμε να προσδιορίσουμε πειραματικά, με
τη χρήση Η/Υ, τη δύναμη p, από τον λόγο p ≈ (log(E1/E2)/ log(k1/k2)), όπου
E1 είναι το σφάλμα που αντιστοιχεί στη διαμέριση με βήμα k1 και E2 το σφάλμα
για τη διαμέριση με βήμα k2.

Αν θεωρήσουμε και πάλι το πρόβλημα των Παραδείγματων 5.1 και 5.2, μπο-
ρούμε να υπολογίσουμε κατά προσέγγιση την τάξη σύγκλισης για την πεπλεγμένη
μέθοδο του Euler και τη μέθοδο των Crank–Nicolson για t = T = 0.1. Στον Πί-
νακα 5.4, εμφανίζεται η κατά προσέγγιση δύναμη p και παρατηρούμε ότι για τη
μέθοδο Euler είναι κατά προσέγγιση ένα, ενώ για τη μέθοδο Crank–Nicolson είναι
δύο.
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BE CN
k = h ĒBE p ĒCN p

1/20 0.095012 0.01918
1/40 0.045123 1.074 0.00592 1.69539
1/80 0.021160 1.092 0.00150 1.97976
1/160 0.010064 1.072 0.00037 1.99623
1/250 0.004876 1.045 0.00009 1.99912

Πίνακας 5.4: Τα σφάλματα των μεθόδων Euler και Crank–Nicolson στο χρονικό
επίπεδo t = T = 0.1, ĒBE και ĒCN , αντίστοιχα, στο Παράδειγμα 5.4 και η κατά
προσέγγιση τάξη ακρίβειάς τους p, αν θεωρήσουμε k = h.

5.4 Άλλες μέθοδοι και προβλήματα

Ακολουθώντας την ανάλυση προβλημάτων με συνοριακές συνθήκες τύπου Neu-
mann που είδαμε στο Κεφάλαιο 3, μπορούμε να τροποποιήσουμε ανάλογα τις με-
θόδους Euler και Crank–Nicolson, ώστε να ισχύουν αντίστοιχα αποτελέσματα με
αυτά που παρουσιάσαμε σε αυτό το κεφάλαιο. Επίσης, για την απόδειξη των δια-
φόρων θεωρημάτων μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο της ενέργειας που
ακολουθήσαμε στη Παράγραφο 3.4. Δεν θα παρουσιάσουμε όμως αυτά τα αποτελέ-
σματα σε αυτές τις σημειώσεις και παραπέμπουμε τον αναγνώστη στα (Ακρίβης &
Δουγαλής, 2005· Holmes, 2007· Iserles, 2009· Larsson & Thomée, 2009· Morton
& Mayers, 2005· Strikwerda, 2004· Thomas, 1995) για πιο λεπτομερή παρουσίαση
των αποτελεσμάτων αυτού του κεφαλαίου καθώς και άλλων.

5.5 Ταινίες γραφικών παραστάσεων

Σε αυτή την παράγραφο εμφανίζονται τρεις ταινίες με τις γραφικές παραστάσεις
που παρουσιάστηκαν στο Παραδείγμα 5.1 για τις μεθόδους Άμεση Euler (Forward
Euler), Πεπλεγμένη Euler (Backward Euler) και Crank-Nicolson. Η προβολή των
ταινιών στην οθόνη του H/Y μπορεί να γίνει, αν μετακινήσουμε τον κέρσορα (δεί-
κτη) της οθόνης και επιλέξουμε, π.χ. με τη χρήση του “ποντίκιου”, το αντίστοιχο
παράδειγμα και, στη συνέχεια, την επιλογή “Play/Pause”. Στην περίπτωση που η
προβολή αυτού του βιβλίου στην οθόνη γίνεται μέσω του αντίστοιχου αρχείου μορ-
φής pdf, συνίσταται η χρήση του πρόγραμματος Adobe Reader.
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Σχήμα 5.8: Ταινίες των γραφικών παραστάσεων των Παραδείγματων 5.1–5.3 για
την άμεση και πεπλεγμένη μέθοδο του Euler και τη μέθοδο των Crank-Nicolson.

5.6 Ασκήσεις

5.1. Θεωρούμε τη μέθοδο U j+1
i = λU j

i+1 + (1 − 2λ − βk)U j
i + λU j

i−1 για την
επίλυση της εξίσωσης της θερμότητας (5.1).

(αʹ) Είναι η μέθοδος άμεση ή πεπλεγμένη;
(βʹ) Είναι η μέθοδος ευσταθής;
(γʹ) Για ποιες τιμές του β, αν υπάρχουν, είναι η μέθοδος συνεπής;

5.2. Θεωρούμε την εξίσωση της θερμότητας (5.1) όπου έχουμε τροποποιήσει τις
συνοριακές συνθήκες ως εξής, ux(0, t) = α, και u(1, t) = 0.

(αʹ) Γράψτε ένα πεπλεγμένο αριθμητικό σχήμα όπου το αντίστοιχο με την
(5.28) σφάλμα διακριτοποίησης ηji ικανοποιεί μια σχέση όπως αυτή της
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(5.29), δηλαδή
|ηji | ≤ C(k + h2),

με C ανεξάρτητη των k και h. Στη συνέχεια, εκφράστε τη μέθοδο σε
μορφή γραμμικού συστήματος, όπως η (5.33).

(βʹ) Γράψτε ένα πεπλεγμένο αριθμητικό σχήμα όπου το σφάλμα διακριτοποί-
ησης ηji ικανοποιεί μια αντίστοιχη σχέση όπως αυτή της (5.44), δηλαδή

|ηji | ≤ C(k2 + h2),

με C ανεξάρτητη των k και h. Επίσης, εκφράστε τη μέθοδο σε μορφή
γραμμικού συστήματος.

5.3. Έστω N,M φυσικοί αριθμοί, h = L/(N + 1), xi = ih, i = 0, . . . , N ,
μια διαμέριση του [0, L], καθώς και k = T/M , tj = jk, j = 0, . . . ,M ,
μια διαμέριση του [0, T ], με L, T > 0. Θεωρούμε ένα αριθμητικό σχήμα που
χρησιμοποιεί τις τιμές στα (xi−1, t

j+1), (xi, tj+1), (xi+1, t
j+1), (xi−1, t

j) και
(xi+1, t

j) για την προσέγγιση της λύσης της εξίσωσης της θερμότητας (5.1)
στο σημείο (xi, t

j).

(αʹ) Δείξτε την ύπαρξη ένος τέτοιου αριθμητικού σχήματος, καθώς και την
αντίστοιχη εκτίμηση του σφάλματος διακριτοποίησης ηji .

(βʹ) Είναι η μέθοδος συνεπής;
(γʹ) Είναι ευσταθής;

5.4. Έστω N,M φυσικοί αριθμοί, h = L/(N + 1), xi = ih, i = 0, . . . , N ,
μια διαμέριση του [0, L], καθώς και k = T/M , tj = jk, j = 0, . . . ,M ,
μια διαμέριση του [0, T ], με L, T > 0. Θεωρούμε ένα αριθμητικό σχήμα που
χρησιμοποιεί τις τιμές στα (xi−1, t

j+1), (xi+1, t
j+1), (xi−1, t

j), (xi−1, t
j−1)

και (xi+1, t
j−1) για την προσέγγιση της λύσης της εξίσωσης της θερμότητας

(5.1) στο σημείο (xi, t
j).

(αʹ) Δείξτε την ύπαρξη ένος τέτοιου αριθμητικού σχήματος καθώς και την
αντίστοιχη εκτίμηση του σφάλματος διακριτοποίησης ηji .

(βʹ) Είναι η μέθοδος συνεπής;
(γʹ) Είναι ευσταθής;

5.5. Θεωρούμε το πρόβλημα

ut(x, t) = Duxx(x, t)− βu(x, t), (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [0, L],
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u(0, t) = u(L, t) = 0, t ∈ [0, T ],

όπου D,β είναι θετικές σταθερές.

(αʹ) Γράψτε ένα πεπλεγμένο αριθμητικό σχήμα με σφάλμα διακριτοποίησης
ηji το οποίο να ικανοποιεί μια σχέση της μορφής

|ηji | ≤ C(k + h2),

με C ανεξάρτητη των k και h. Στη συνέχεια, εκφράστε τη μέθοδο σε
μορφή γραμμικού συστήματος.

(βʹ) Είναι αυτή η μέθοδος ευσταθής; Είναι ευσταθής υπό συνθήκες;

5.6. Θεωρούμε το πρόβλημα

ut(x, t) = Duxx(x, t)− αux(x, t), (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [0, L],

u(0, t) = u(L, t) = 0, t ∈ [0, T ]

όπου D,α είναι σταθερές και D > 0.

(αʹ) Γράψτε ένα πεπλεγμένο αριθμητικό σχήμα με σφάλμα διακριτοποίησης
ηji το οποίο να ικανοποιεί μια σχέση της μορφής

|ηji | ≤ C(k + h2),

με C ανεξάρτητη των k και h. Στη συνέχεια, εκφράστε τη μέθοδο σε
μορφή γραμμικού συστήματος.

(βʹ) Είναι αυτή η μέθοδος ευσταθής; Είναι ευσταθής υπό συνθήκες;

5.7. Θεωρούμε το πρόβλημα

ut(x, t) = Duxx(x, t) + µ(x)ux(x, t), (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [0, L],

u(0, t) = u(L, t) = 0, t ∈ [0, T ],

όπου D,µ είναι θετικές σταθερές.

(αʹ) Γράψτε ένα πεπλεγμένο αριθμητικό σχήμα με σφάλμα διακριτοποίησης
ηji το οποίο να ικανοποιεί μια σχέση της μορφής

|ηji | ≤ C(k + h2),

με C ανεξάρτητη των k και h. Στη συνέχεια, εκφράστε τη μέθοδο σε
μορφή γραμμικού συστήματος.
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(βʹ) Είναι αυτή η μέθοδος ευσταθής; Είναι ευσταθής υπό συνθήκες;

5.8. Θεωρούμε το πρόβλημα

ut(x, t) = Duxx(x, t)− βu(x, t), (x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [0, 1],

u(0, t) = h(t), u(1, t) = 0, t ∈ [0, T ],

όπου D,β είναι θετικές σταθερές.

(αʹ) Γράψτε ένα πεπλεγμένο αριθμητικό σχήμα με σφάλμα διακριτοποίησης
ηji το οποίο να ικανοποιεί μια σχέση της μορφής

|ηji | ≤ C(k2 + h2),

με C ανεξάρτητη των k και h. Στη συνέχεια, εκφράστε τη μέθοδο σε
μορφή γραμμικού συστήματος.

(βʹ) Είναι αυτή η μέθοδος ευσταθής; Είναι ευσταθής υπό συνθήκες;
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Κεφάλαιο 6

Η μέθοδος των πεπερασμένων
στοιχείων για την εξίσωση της
θερμότητας

Σε αυτό το κεφάλαιο θεωρούμε την εξίσωση της θερμότητας στη μια διάσταση
ως προς τον χώρο και θα κατασκευάσουμε μεθόδους πεπερασμένων στοιχείων
για το πρόβλημα αρχικών και συνοριακών τιμών με ομογενείς συνοριακές συν-
θήκες Dirichlet. Η κατασκευή της μεθόδου θα γίνει σε δύο βήματα. Πρώτα, θα
θεωρήσουμε ένα βοηθητικό πρόβλημα αρχικών τιμών που καλείται ημιδιακριτό
πρόβλημα, όπου χρησιμοποιούμε μια μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων για τη δια-
κριτοποίηση μόνο ως προς τον χώρο. Στη συνέχεια, η πλήρως διακριτή μέθοδος
προκύπτει, αν διακριτοποιήσουμε το ημιδιακριτό πρόβλημα χρησιμοποιώντας μια
μέθοδο για προβήματα αρχικών τιμών όπως είναι η άμεση μέθοδος του Euler ή η
πεπλεγμένη μέθοδο του Euler ή η μέθοδος των Crank–Nicolson.

6.1 Ημιδιακριτό πρόβλημα

Θεωρούμε το πρόβλημα αρχικών και συνοριακών τιμών για την εξίσωση της θερ-
μότητας με ομογενείς συνοριακές συνθήκες Dirichlet (5.1), δηλαδή ζητούμε μια
συνάρτηση u : [0, L]× [0, T ] → R η οποία ικανοποιεί

ut(x, t) = uxx(x, t), x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],

u(0, t) = u(L, t) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [0, L],

(6.1)

όπου L > 0, g ∈ C[0, L].
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Έστω μια διαμέριση του [0, L], με 0 = x0 < x1 < · · · < xN+1 = L, με βήμα
h = L/(N + 1), N ≥ 1. Θεωρούμε και πάλι τον χώρο συναρτήσεων V , βλ. π.χ.
(4.4), που αποτελείται από τις συνεχείς συναρτήσεις οι οποίες είναι κατά τμήματα
C1 συνεχείς και μηδενίζονται στα άκρα του [0, L]. Επίσης, συμβολίζουμε με (·, ·)
το εσωτερικό γινόμενο

(f, g) =

∫ L

0
f(x)g(x) dx,

και με ∥ · ∥ την αντίστοιχη παραγόμενη νόρμα.
Για μια συνάρτηση v ∈ V θεωρούμε το εσωτερικό γινόμενο και ως προς τα

δύο μέλη της εξίσωσης (6.1), οπότε έχουμε την ακόλουθη μεταβολική μορφή του
προβλήματος (6.1): Ζητείται u(·, t), t ∈ [0, T ], τέτοια ώστε

(ut(·, t), v) + (ux(·, t), v′) = 0, ∀v ∈ V, u(·, 0) = g. (6.2)

Αν θεωρήσουμε τώρα έναν υπόχωρο Vh του V και ακολουθήσουμε ανάλογα
βήματα όπως στο Κεφάλαιο 4, προκύπτει μια προσέγγιση uh(·, t) ∈ Vh, t ∈ [0, T ],
της u(·, t) η οποία αποτελεί λύση ενός νέου πρόβληματος, του λεγομένου ημιδια-
κριτού προβλήματος του (6.2).

Ως Vh μπορούμε, παραδείγματος χάριν, να θεωρήσουμε τον χώρο των συνεχών
συναρτήσεων που είναι κατά τμήματα γραμμικά πολυώνυμα και μηδενίζονται στα
άκρα του [0, L], δηλαδή

Vh = {χ ∈ C0[0, L] : χ|[xj ,xj+1] ∈ P1, j = 0, . . . , N}. (6.3)

Ορίζουμε τότε ως ημιδιακριτή λύση τη uh(·, t) ∈ Vh, t ∈ [0, T ], τέτοια ώστε

(uh,t(·, t), χ) + (uh,x(·, t), χ′) = 0, ∀χ ∈ Vh, uh(·, 0) = gh, (6.4)

όπου gh ∈ Vh μια προσέγγιση της g.
Στη συνέχεια, ως Vh θα θεωρήσουμε τον χώρο των κατά τμήματα γραμμικών

συναρτήσεων (6.3) όμως τα συμπεράσματα που έπονται επεκτείνονται ανάλογα και
για άλλους υπόχωρους του V . Είδαμε στο Λήμμα 4.2 ότι οι συναρτήσεις {ϕj}Nj=1

της (4.15) αποτελούν μια βάση του χώρου Vh. Οπότε, επειδή uh(·, t) ∈ Vh, υπάρ-
χουν αj(t), t ∈ [0, T ], τέτοια ώστε

uh(x, t) =
N∑
j=1

αj(t)ϕj(x), x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ].
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Τότε, το πρόβλημα (6.4) γράφεται ισοδύναμα
N∑
j=1

α′
j(t)(ϕj , χ) +

N∑
j=1

αj(t)(ϕ
′
j , χ

′) = 0, ∀χ ∈ Vh,

αj(0) = γj , j = 1, . . . , N,

όπου gh =
∑N

j=1 γjϕj . Στη συνέχεια, επιλέγοντας ως χ = ϕi, i = 1, . . . , N ,
λαμβάνουμε

N∑
j=1

α′
j(t)(ϕj , ϕi) +

N∑
j=1

αj(t)(ϕ
′
j , ϕ

′
i) = 0, i = 1, . . . , N,

αj(0) = γj , j = 1, . . . , N.

(6.5)

Μπορούμε να δούμε τώρα ότι η (6.5) γράφεται και ως πρόβλημα αρχικών τιμών
για ένα γραμμικό σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων,

Mα′(t) + Sα(t) = 0, t ∈ [0, T ], με α(0) = Γ, (6.6)

όπου M και S είναιN×N πίνακες με στοιχεία Mij = (ϕj , ϕi) και Sij = (ϕ′j , ϕ
′
i),

i, j = 1, . . . , N , αντίστοιχα, α(t) = (α1(t), . . . , αN (t))T και Γ = (γ1, . . . , γN )T .
Ο πίνακας M καλείται πίνακας μάζας και ο πίνακας S πίνακας ακαμψίας. Μπο-
ρούμε να παρατηρήσουμε ότι και οι δύο πίνακες M και S είναι συμμετρικοί. Επί-
σης, είναι και θετικά ορισμένοι. Πράγματι, αν w = (w1, . . . , wN )T ∈ RN , τότε

wTMw = ∥v∥2 ≥ 0 και wTSw = ∥v′∥2 ≥ 0, όπου v =
N∑
i=1

wiϕi.

Ακόμα εύκολα βλέπουμε από την παραπάνω σχέση ότι ανwTMw = 0 ήwTSw =
0, τότε w = 0. Συνεπώς, ο M είναι αντιστρέψιμος, βλ. π.χ. (Ακρίβης & Δουγαλής,
2015), οπότε το σύστημα διαφορικών εξισώσεων (6.6) γράφεται

α′(t) +M−1Sα(t) = 0, t ∈ [0, T ], με α(0) = Γ,

το οποίο λύνεται μονοσήμαντα.
Στη συνέχεια, θα δείξουμε την ευστάθεια του ημιδιακριτού προβλήματος (6.4).

Θεώρημα 6.1. Έστω uh(·, t), t ∈ [0, T ], η λύση του (6.4). Τότε

∥uh(t)∥ ≤ ∥gh∥, ∀t ∈ [0, T ]. (6.7)
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Απόδειξη. Επιλέγοντας χ = uh(·, t) στην (6.4), έχουμε

(uh,t(·, t), uh(·, t)) + (uh,x(·, t), uh,x(·, t)) = 0. (6.8)

Παρατηρούμε τώρα ότι
1

2

d

dt
(∥uh(·, t)∥2) = (uh,t(·, t), uh(·, t)), οπότε η (6.8) γί-

νεται
1

2

d

dt
(∥uh(·, t)∥2) + ∥uh,x(·, t)∥2 = 0.

Συνεπώς,
d

dt
(∥uh(·, t)∥2) ≤ 0,

από όπου εύκολα προκύπτει η ζητούμενη (6.7).

Θα θεωρήσουμε τώρα μια προβολή Rh : V → Vh η οποία ορίζεται με τον
ακόλουθο τρόπο

((Rhv)
′, χ′) = (v′, χ′), ∀χ ∈ Vh. (6.9)

Η προβολή Rh καλείται ελλειπτική προβολή ή προβολή Ritz.

Λήμμα 6.1. Έστω v ∈ C2
0 [0, L]. Η προβολή Rh ορίζεται μονοσήμαντα και ικανο-

ποιεί τη σχέση
∥Rhv − v∥+ h∥Rhv

′ − v′∥ ≤ Ch2∥v′′∥. (6.10)

Απόδειξη. Θέτουμε w = −v′′ και θεωρούμε το ακόλουθο βοηθητικό πρόβλημα

−v′′(x) = w(x), x ∈ [0, L], v(0) = v(L) = 0.

Εύκολα βλέπουμε τώρα ότι η Rhv όπως ορίστηκε στην (6.9) είναι η λύση με τη
μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων από τον χώρο Vh. Τότε, σύμφωνα με το Θε-
ώρημα 4.2, έχουμε ότι ισχύει η ζητούμενη (6.10).

Λήμμα 6.2. Έστω u ∈ C2([0, L]×[0, T ]) η λύση του (6.1) καιRhu(·, t), t ∈ [0, T ],
η ελλειπτική προβολή της u που ορίζεται από την (6.9). Τότε υπάρχει σταθερά C,
τέτοια ώστε

∥Rhu(·, t)− u(·, t)∥+ ∥(Rhu)t(·, t)− ut(·, t)∥ ≤ Ch2, t ∈ [0, T ]. (6.11)

Απόδειξη. Από τον ορισμό της Rh (6.9) και το γεγονός ότι u ∈ C2([0, L]× [0, T ])
μπορούμε να δούμε ότι Rhut = (Rhu)t. Πράγματι,

((Rhut)x, χ
′) = ((ut)x, χ

′) = (
∂

∂t
(ux), χ

′) =
∂

∂t
(ux, χ

′)

=
∂

∂t
((Rhu)x, χ

′) = (
∂

∂t
((Rhu)x), χ

′) = ((Rhu)t)x, χ
′).

Επομένως, λόγω του Λήμματος 6.1, παίρνουμε την επιθυμητή (6.11).
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Θεώρημα 6.2. Έστω u ∈ C2([0, L] × [0, T ]) η λύση της (6.1) με g ∈ C2[0, L]
και uh η λύση της (6.4) με gh = Rhg. Τότε, υπάρχει σταθερά C, ανεξάρτητη του h,
τέτοια ώστε

max
0≤t≤T

∥uh(·, t)− u(·, t)∥ ≤ Ch2. (6.12)

Απόδειξη. Έστω W (x, t) = Rhu(x, t). Συμβολίζουμε με ρ(t) = W (·, t)− u(·, t)
και ϑ(t) = uh(·, t) −W (·, t), οπότε uh(·, t) − u(·, t) = ϑ(t) + ρ(t). Λόγω του
Λήμματος 6.1, έχουμε ότι

∥ρ(t)∥ ≤ Ch2. (6.13)

Στη συνέχεια, μπορούμε να δούμε ότι η ϑ ικανοποιεί την ακόλουθη σχέση

(ϑt(t), χ) + (ϑx(t), χ
′)

= (uh,t(·, t), χ) + (uh,x(·, t), χ′)− (Wt(·, t), χ)− (Wx(·, t), χ′)

= (ut(·, t), χ) + (ux(·, t), χ′)− (Wt(·, t), χ)− (Wx(·, t), χ′)

= −(ρt(t), χ) + (ux(·, t)−Wx(·, t), χ′) = −(ρt(t), χ).

Επομένως
(ϑt(t), χ) + (ϑx(t), χ

′) = −(ρt(t), χ). (6.14)

Επιλέγοντας τώρα χ = ϑ(t), έχουμε

(ϑt(t), ϑ(t)) + ∥ϑx(t)∥2 = −(ρt(t), ϑ(t)). (6.15)

Επειδή
1

2

d

dt
∥ϑ(t)∥2 = (ϑt(t), ϑ(t)), η (6.15) γίνεται

d

dt
∥ϑ(t)∥ ∥ϑ(t)∥ ≤ ∥ρt(t)∥ ∥ϑ(t)∥, (6.16)

οπότε
d

dt
∥ϑ(t)∥ ≤ ∥ρt(t)∥. (6.17)

Ολοκληρώνοντας στη συνέχεια στο [0, t], παίρνουμε

∥ϑ(t)∥ ≤ ∥ϑ(0)∥+
∫ t

0
∥ρt(s)∥ ds. (6.18)

Η ζητούμενη σχέση τώρα έπεται άμεσα από το γεγονός ότι θ(0) = 0, την (6.13)
και το Λήμμα 6.2.
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6.2 Πεπλεγμένη μέθοδος του Euler

Θα θεωρήσουμε τώρα ένα πλήρως διακριτό σχήμα, διακριτοποιώντας και ως προς
τον χρόνο το ημιδιακριτό σχήμα (6.4) με την πεπλεγμένη μέθοδο του Εuler. Για
έναν φυσικό αριθμό M ≥ 1 θέτουμε k = T/M και tj = jk, j = 0, . . . ,M , μια
διαμέριση του [0, T ].

Θεωρούμε λοιπόν τις προσεγγίσεις Un ∈ Vh, n = 1, . . . ,M , τέτοιες ώστε

(
Un − Un−1

k
, χ) + ((Un)′, χ′) = 0, ∀χ ∈ Vh, U0 = gh, (6.19)

όπου gh ∈ Vh μια προσέγγιση της g. Η (6.19) γράφεται ισοδύναμα ως

(Un, χ) + k((Un)′, χ′) = (Un−1, χ), ∀χ ∈ Vh, U0 = gh. (6.20)

Αν θεωρήσουμε ως βάση του Vh τις συναρτήσεις {ϕj}Nj=1, τότε οι προσεγγίσεις
Un του (6.20) γράφονται ως γραμμικός συνδυασμός των ϕj ως

Un(x) =
N∑
j=0

αn
j ϕj(x), x ∈ [0, L].

Επιλέγοντας τώρα χ = ϕi, i = 1, . . . , N , στην (6.20) παρατηρούμε ότι οδηγούμα-
στε σε ένα γραμμικό σύστημα της μορφής

(M+ kS)αn = Mαn−1,

όπου M και S είναι οι πίνακες της (6.6) και αj διανύσματα με συνιστώσες αj =
(αj

1, . . . , α
j
N )T , j = 0, . . . , N . Είναι απλό να δούμε ότι ο πίνακας M + kS είναι

συμμετρικός και θετικά ορισμένος και, άρα, αντιστρέφεται. Επομένως,

αn = (M+ kS)−1Mαn−1. (6.21)

Άρα, ξεκινώντας από τη γνωστή προσέγγιση U0 = gh της g, όπου γνωρίζουμε το
διάνυσμα α0, μπορούμε χρησιμοποιώντας την (6.21) να προσδιορίσουμε αναδρο-
μικά τα αn και κατ’επέκταση την προσέγγιση Un της u(·, tn).

Στη συνέχεια, θα δείξουμε την ευστάθεια της μεθόδου (6.19).

Θεώρημα 6.3. Έστω ότι οι Un ∈ Vh, n = 0, . . . ,M , ικανοποιούν την (6.19). Τότε

max
0≤n≤M

∥Un∥ ≤ ∥U0∥. (6.22)
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Απόδειξη. Επιλέγουμε χ = Un στην (6.19), οπότε λαμβάνουμε

(
Un − Un−1

k
, Un) + ∥(Un)′∥2 = 0. (6.23)

Επομένως, έχουμε

∥Un∥2 ≤ (Un−1, Un) ≤ ∥Un−1∥ ∥Un∥.

Άρα
∥Un∥ ≤ ∥Un−1∥,

από όπου προκύπτει η ζητούμενη σχέση (6.22).

Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε τη σύγκλιση της πεπλεγμένης μεθόδου του Euler.

Θεώρημα 6.4. Έστω u ∈ C2([0, L] × [0, T ]) η λύση της (6.1) με g ∈ C2[0, L]
και Un ∈ Vh, n = 0, . . . ,M , ικανοποιούν την (6.19) με U0 = Rhg. Τότε υπάρχει
σταθερά C, ανεξάρτητη των k και h, τέτοια ώστε

max
0≤n≤M

∥Un − u(·, tn)∥ ≤ C(k + h2). (6.24)

Απόδειξη. Θέτουμε ρn = W (·, tn) − u(·, tn) και ϑn = Un − W (·, tn), οπότε
Un − u(·, tn) = ϑn + ρn. Λόγω του Λήμματος 6.2, έχουμε ότι

max
0≤n≤M

∥ρn∥ ≤ Ch2. (6.25)

Στη συνέχεια, μπορούμε να δούμε ότι η ϑn ικανοποιεί την ακόλουθη σχέση

(
ϑn − ϑn−1

k
, χ) + ((ϑn)′, χ′) = −(ωn, χ), ∀χ ∈ Vh, (6.26)

όπου ωn = ωn
1 + ωn

2 και

ωn
1 =

ρn − ρn−1

k
, ωn

2 =
un − un−1

k
− unt ,

με un = u(·, tn) και unt = u(·, tn). Πράγματι έχουμε

(
ϑn − ϑn−1

k
, χ) + ((ϑn)′, χ′)

= −(
Rhu

n −Rhu
n−1

k
, χ)− ((Rhu

n)′, χ′)

= −(
ρn − ρn−1

k
, χ)− (

un − un−1

k
, χ)− ((un)x, χ

′)
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= −(
ρn − ρn−1

k
, χ)− (

un − un−1

k
, χ) + (unt , χ)

= −(ωn
1 + ωn

2 , χ).

Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι

∥ωn
1 ∥ ≤ Ch2 και ∥ωn

2 ∥ ≤ Ck.

Εύκολα βλέπουμε ότι

ωn
1 =

1

k

∫ tn

tn−1

ρ(t) dt,

οπότε λόγω της (6.13)

∥ωn
1 ∥ ≤ 1

k

∫ tn

tn−1

∥ρ(t)∥ dt ≤ Ch2. (6.27)

Επίσης, λόγω του αναπτύγματος Taylor έχουμε

∥ωn
2 ∥ = ∥u

n − un−1

k
− unt ∥ = k−1∥

∫ tn

tn−1

(t− tn−1)utt(·, t) dt∥.

Συνεπώς
∥ωn

2 ∥ ≤ Ck. (6.28)

Άρα, συνδυάζοντας τις (6.27), (6.28), παίρνουμε

∥ωn∥ ≤ C(k + h2), n = 1, . . . ,M. (6.29)

Επιλέγοντας τώρα χ = ϑn στην (6.26), λαμβάνουμε

∥ϑn∥2 + k∥(ϑn)′∥2 = (ϑn−1, ϑn)− k(ωn, ϑn) ≤ (∥ϑn−1∥+ k∥ωn∥)∥ϑn∥.

Οπότε
∥ϑn∥ ≤ ∥ϑn−1∥+ k∥ωn∥,

από την οποία παίρνουμε την

∥ϑn∥ ≤ ∥ϑ0∥+ k

n∑
j=1

∥ωj∥ ≤ ∥ϑ0∥+Mk max
0≤j≤M

∥ωj∥.

Συνεπώς, λόγω των (6.25), (6.29) και του γεγονότος ότι ϑ(0) = 0, έχουμε ότι ισχύει
η ζητούμενη σχέση.
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6.3 Μέθοδος των Crank–Nicolson

Στη συνέχεια, θα θεωρήσουμε ένα πλήρως διακριτό σχήμα, διακριτοποιώντας και
ως προς τον χρόνο το ημιδιακριτό σχήμα (6.4) με την μέθοδο των Crank–Nicolson.
Θέτουμε και πάλι k = T/M και tj = jk, j = 0, . . . ,M , μια διαμέριση του [0, T ].

Θεωρούμε λοιπόν τις προσεγγίσεις Un ∈ Vh, n = 1, . . . ,M , τέτοιες ώστε

(
Un − Un−1

k
, χ) + ((Un−1/2)′, χ′) = 0, ∀χ ∈ Vh, U0 = gh, (6.30)

όπου gh ∈ Vh μια προσέγγιση της g και Un−1/2 =
1

2
(Un + Un−1). Η (6.30)

γράφεται και ως εξής

(Un, χ) +
k

2
((Un)′, χ′) = (Un−1, χ)− k

2
((Un−1)′, χ′), ∀χ ∈ Vh,

U0 = gh.
(6.31)

Με ανάλογο τρόπο όπως και για την πεπλεγμένη μέθοδο του Euler στην προηγού-
μενη παράγραφο, η (6.31) είναι ισοδύναμη με ένα γραμμικό σύστημα της μορφής

(M+
k

2
S)αn = (M− k

2
S)αn−1,

όπου M και S είναι οι πίνακες της (6.6) και αj διανύσματα με συνιστώσες αj =

(αj
1, . . . , α

j
N )T , j = 0, . . . , N . Εύκολα βλέπουμε ότι ο πίνακας M +

k

2
S είναι

συμμετρικός και θετικά ορισμένος και, άρα, αντιστρέφεται. Επομένως,

αn = (M+
k

2
S)−1(M− k

2
S)αn−1. (6.32)

Συνεπώς, επειδή γνωρίζουμε το διάνυσμα α0, χρησιμοποιώντας την (6.32) μπο-
ρούμε να προσδιορίσουμε αναδρομικά τα αn και κατ’επέκταση την προσέγγιση
Un της u(·, tn).

Στη συνέχεια, θα δείξουμε την ευστάθεια της μεθόδου (6.30).

Θεώρημα 6.5. Έστω ότι οι Un ∈ Vh, n = 0, . . . ,M , ικανοποιούν την (6.30). Τότε

max
0≤n≤M

∥Un∥ ≤ ∥U0∥. (6.33)

Απόδειξη. Επιλέγουμε χ = Un−1/2 στην (6.30). Οπότε

(
Un − Un−1

k
, Un−1/2) + ∥(Un−1/2)′∥2 = 0. (6.34)
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Επομένως, έχουμε ότι

(Un − Un−1, Un + Un−1) ≤ 0,

από όπου εύκολα βλέπουμε ότι

∥Un∥2 ≤ ∥Un−1∥2 ≤ · · · ≤ ∥U0∥2,

δηλαδή τη ζητούμενη ανισότητα.

Θεώρημα 6.6. Έστω u ∈ C4([0, L] × [0, T ]) η λύση της (6.1) με g ∈ C2[0, L]
και Un ∈ Vh, n = 0, . . . ,M , ικανοποιούν την (6.30) με U0 = Rhg. Τότε, υπάρχει
σταθερά C, ανεξάρτητη των k και h, τέτοια ώστε

max
0≤n≤M

∥Un − u(·, tn)∥ ≤ C(k2 + h2). (6.35)

Απόδειξη. Θέτουμε και πάλι ρn = W (·, tn) − u(·, tn) και ϑn = Un −W (·, tn),
οπότε Un − u(·, tn) = ϑn + ρn. Λόγω της (6.25) αρκεί να εκτιμήσουμε την ∥ϑn∥.
Μπορούμε να δούμε ότι το ϑn ικανοποιεί την ακόλουθη σχέση

(
ϑn − ϑn−1

k
, χ) + ((ϑn−1/2)′, χ′) = −(ωn, χ), ∀χ ∈ Vh, (6.36)

όπου ωn = ωn
1 + ωn

2 + ωn
3 και

ωn
1 =

ρn − ρn−1

k
, ωn

2 =
un − un−1

k
− ut(·, tn−1/2),

ωn
3 = uxx(·, tn−1/2)− un−1/2

xx .

Πράγματι έχουμε

(
ϑn − ϑn−1

k
, χ) + ((ϑn−1/2)′, χ′)

= −(
Rhu

n −Rhu
n−1

k
, χ)− ((Rhu

n−1/2)′, χ′)

= −(
ρn − ρn−1

k
, χ)− (

un − un−1

k
, χ)− (un−1/2

x , χ′)

= −(
ρn − ρn−1

k
, χ)− (

un − un−1

k
, χ) + (un−1/2

xx , χ)

= −(
ρn − ρn−1

k
, χ)− (

un − un−1

k
, χ) + (ut(·, tn−1/2), χ)

− (ut(·, tn−1/2), χ) + (un−1/2
xx , χ)
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= −(
ρn − ρn−1

k
, χ)− (

un − un−1

k
, χ) + (ut(·, tn−1/2), χ)

− (uxx(·, tn−1/2), χ) + (un−1/2
xx , χ)

= −(ωn
1 + ωn

2 + ωn
3 , χ).

Από την (6.27) έχουμε ότι ∥ωn
1 ∥ ≤ Ch2. Επίσης, λόγω του αναπτύγματος Taylor

έχουμε

ωn
2 =

un − un−1

k
− ut(·, tn−1/2)

= (2k)−1

∫ tn−1/2

tn−1

(t− tn−1)2uttt(t) dt+ (2k)−1

∫ tn

tn−1/2

(t− tn)2uttt(t) dt,

από όπου προκύπτει ότι ∥ωn
2 ∥ ≤ Ck2. Τέλος, χρησιμοποιώντας και πάλι το ανά-

πτυγμα Taylor, έχουμε

2ωn
3 = 2(uxx(·, tn−1/2)− (uxx)

n−1/2)

= −
∫ tn−1/2

tn−1

(t− tn−1)uxxtt(t) dt+

∫ tn

tn−1/2

(t− tn)uxxtt(t) dt.

Συνεπώς ∥ωn
3 ∥ ≤ Ck2. Συνδυάζοντας τις παραπάνω εκτιμήσεις, λαμβάνουμε

∥ωn∥ ≤ C(k2 + h2). (6.37)

Επιλέγοντας τώρα χ = ϑn−1/2 στην (6.36), παίρνουμε

∥ϑn∥2 − ∥ϑn−1∥2 + 2k∥(ϑn−1/2)′∥2 = −k(ωn, ϑn + ϑn−1)

≤ k∥ωn∥(∥ϑn∥+ ∥ϑn−1∥).

Οπότε

(∥ϑn∥ − ∥ϑn−1∥)(∥ϑn∥+ ∥ϑn−1∥) ≤ k∥ωn∥(∥ϑn∥+ ∥ϑn−1∥),

από την οποία παίρνουμε

(∥ϑn∥ ≤ ∥ϑn−1∥+ k∥ωn∥.

Συνεπώς, έχουμε

∥ϑn∥ ≤ ∥ϑ0∥+ k

n∑
j=1

∥ωj∥ ≤ ∥ϑ0∥+Mk max
0≤j≤M

∥ωj∥.

Επομένως, λόγω των (6.25), (6.37) και του γεγονότος ότι ϑ(0) = 0, έχουμε ότι
ισχύει η επιθυμητή σχέση (6.35).
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6.4 Άμεση μέθοδος του Euler

Στη συνέχεια, θα χρησιμοποιήσουμε την άμεση μέθοδο του Euler για τη διακριτο-
ποίηση ως προς τον χρόνο της (6.4). Θέτουμε και πάλι k = T/M και tj = jk,
j = 0, . . . ,M , μια διαμέριση του [0, T ].

Θεωρούμε λοιπόν τις προσεγγίσεις Un ∈ Vh, n = 1, . . . ,M , τέτοιες ώστε

(
Un − Un−1

k
, χ) + ((Un−1)′, χ′) = 0, ∀χ ∈ Vh, U0 = gh, (6.38)

όπου gh ∈ Vh μια προσέγγιση της g. Η (6.38) γράφεται τώρα ως

(Un, χ) = (Un−1, χ)− k((Un−1)′, χ′), ∀χ ∈ Vh, U0 = gh. (6.39)

Με όμοιο τρόπο όπως και προηγουμένως η (6.39) είναι ισοδύναμη με ένα γραμμικό
σύστημα της μορφής

Mαn = (M− kS)αn−1,

όπου M και S είναι οι πίνακες της (6.6) και αj διανύσματα με συνιστώσες αj =
(αj

1, . . . , α
j
N )T , j = 0, . . . , N . Επειδή ο πίνακας M είναι αντιστέψιμος, έχουμε

αn = M−1(M− kS)αn−1. (6.40)

Συνεπώς, επειδή γνωρίζουμε το διάνυσμα α0, χρησιμοποιώντας την (6.40), μπο-
ρούμε να προσδιορίσουμε αναδρομικά τα αn και κατ’επέκταση την προσέγγιση
Un της u(·, tn).

Σε αυτό το σημείο και για να δείξουμε την ευστάθεια της μεθόδου (6.38), θα
χρειαστεί να υποθέσουμε την ακόλουθη σχέση την οποία πρέπει να πληρούν οι συ-
ναρτήσεις του χώρου Vh. Υποθέτουμε λοιπόν ότι υπάρχει σταθερά C1 ανεξάρτητη
του h, τέτοια ώστε

∥χ′∥ ≤ C1h
−1∥χ∥, ∀χ ∈ Vh. (6.41)

Η ανισότητα (6.41) καλείται αντίστροφη ανισότητα. Στην περίπτωση που Vh είναι οι
συνεχείς κατά τμήματα γραμμικές συναρτήσεις σε έναν ομοιόμορφο διαμερισμό,
τότε ικανοποιείται η (6.41), βλ. Άσκηση 6.3.

Στη συνέχεια, θα δείξουμε την ευστάθεια της μεθόδου (6.38).

Θεώρημα 6.7. Έστω ότι οι Un ∈ Vh, n = 0, . . . ,M , ικανοποιούν τη (6.38) και ότι

ο Vh ικανοποιεί τη (6.41). Τότε, αν
k

h2
≤ 2

C2
1

, όπου C1 είναι η σταθερά στην (6.41),

έχουμε
max

0≤n≤M
∥Un∥ ≤ ∥U0∥. (6.42)
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Απόδειξη. Επιλέγουμε χ = Un−1 στην (6.38), οπότε

(Un, Un−1)− ∥Un−1∥2 + k∥(Un−1)′∥ = 0. (6.43)

Επίσης, εύκολα μπορούμε να δούμε ότι

2(Un, Un−1) = ∥Un∥2 + ∥Un−1∥2 − ∥Un − Un−1∥2.

Επομένως, η (6.43) γίνεται

1

2
(∥Un∥2 − ∥Un−1∥2 − ∥Un − Un−1∥2) + k∥(Un−1)′∥ = 0. (6.44)

Επίσης, αν επιλέξουμε χ = Un − Un−1 στην (6.38), έχουμε

∥Un − Un−1∥2 − k((Un−1)′, (Un)′ − (Un−1)′) = 0. (6.45)

Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy–Schwarz και την (6.41), η
(6.45) δίνει

∥Un − Un−1∥2 ≤ k∥(Un−1)′∥ ∥(Un)′ − (Un−1)′∥

≤ C1
k

h
∥(Un−1)′∥ ∥Un − Un−1∥.

Επομένως, λαμβάνουμε

∥Un − Un−1∥ ≤ C1
k

h
∥(Un−1)′∥. (6.46)

Αν χρησιμοποιήσουμε τώρα την (6.46) στην (6.44), παίρνουμε

∥Un∥2 − ∥Un−1∥2 ≤ (C2
1

k

h2
− 2)k∥(Un−1)′∥. (6.47)

Συνεπώς, λόγω της υπόθεσης C2
1

k

h2
− 2 ≤ 0, η (6.47) δίνει τη ζητούμενη σχέση

(6.42).

Θεώρημα 6.8. Έστω u ∈ C2([0, L] × [0, T ]) η λύση της (6.1) με g ∈ C2[0, L]
και Un ∈ Vh, n = 0, . . . ,M , ικανοποιούν την (6.38) με U0 = Rhg και ο Vh την

(6.41). Τότε, αν
k

h2
≤ 2

C2
1

, όπου C1 είναι η σταθερά στην (6.41), έχουμε ότι υπάρχει

σταθερά C, ανεξάρτητη των k και h, τέτοια ώστε

max
0≤n≤M

∥Un − u(·, tn)∥ ≤ C(k + h2). (6.48)
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Απόδειξη. Γράφουμε και πάλιUn−u(·, tn) = ϑn+ρn με ρn =W (·, tn)−u(·, tn)
και ϑn = Un − W (·, tn). Όπως και προηγουμένως, λόγω της (6.25), αρκεί να
εκτιμήσουμε την ∥ϑn∥. Μπορούμε να δούμε ότι το ϑn ικανοποιεί την ακόλουθη
σχέση

(
ϑn − ϑn−1

k
, χ) + ((ϑn−1)′, χ′) = −(ωn, χ), ∀χ ∈ Vh, (6.49)

όπου ωn = ωn
1 + ωn

2 και

ωn
1 =

ρn − ρn−1

k
, ωn

2 =
un − un−1

k
− un−1

t .

Παρόμοια, όπως και στο Θεώρημα 6.4, έχουμε

(
ϑn − ϑn−1

k
, χ) + ((ϑn−1)′, χ′)

= −(
Rhu

n −Rhu
n−1

k
, χ)− ((Rhu

n−1)′, χ′)

= −(
ρn − ρn−1

k
, χ)− (

un − un−1

k
, χ)− ((un−1)x, χ

′)

= −(
ρn − ρn−1

k
, χ)− (

un − un−1

k
, χ) + (un−1

t , χ)

= −(ωn
1 + ωn

2 , χ),

Από την (6.27) έχουμε ότι ∥ωn
1 ∥ ≤ Ch2. Επίσης, λόγω του αναπτύγματος Taylor,

παίρνουμε

∥ωn
2 ∥ = ∥u

n − un−1

k
− un−1

t ∥ = k−1∥
∫ tn

tn−1

(t− tn)utt(·, t) dt∥.

Συνεπώς, λαμβάνουμε
∥ωn

2 ∥ ≤ Ck. (6.50)

Άρα, συνδυάζοντας τις (6.27) και (6.50), έχουμε

∥ωn∥ ≤ C(k + h2), n = 1, . . . ,M. (6.51)

Στη συνέχεια, θα ακολουθήσουμε τα βήματα της απόδειξης του Θεωρήματος
6.7. Επομένως, επιλέγουμε χ = ϑn−1 στην (6.49) και λαμβάνουμε

(ϑn, ϑn−1)− ∥ϑn−1∥2 + k∥(ϑn−1)′∥2 = −k(ωn, ϑn−1)

≤ k∥ωn∥∥ϑn−1∥.
(6.52)
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Επειδή
2(ϑn, ϑn−1) = ∥ϑn∥2 + ∥ϑn−1∥2 − ∥ϑn − ϑn−1∥2.

η (6.52) γίνεται

1

2
(∥ϑn∥2 − ∥ϑn−1∥2 − ∥ϑn − ϑn−1∥2) + k∥(ϑn−1)′∥2 ≤ k∥ωn∥∥ϑn−1∥. (6.53)

Στη συνέχεια, επιλέγοντας χ = ϑn − ϑn−1 στην (6.49), έχουμε

∥ϑn − ϑn−1∥2 − k((ϑn−1)′, (ϑn)′ − (ϑn−1)′) = −k(ωn, ϑn − ϑn−1). (6.54)

Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy–Schwarz και την (6.41), η
(6.54) δίνει

∥ϑn − ϑn−1∥2 ≤ k∥(ϑn−1)′∥ ∥(ϑn)′ − (ϑn−1)′∥+ k∥ωn∥ ∥ϑn − ϑn−1∥

≤ C1
k

h
∥(ϑn−1)′∥ ∥ϑn − ϑn−1∥+ k∥ωn∥ ∥ϑn − ϑn−1∥.

Επομένως, λαμβάνουμε

∥ϑn − ϑn−1∥ ≤ C1
k

h
∥(ϑn−1)′∥+ k∥ωn∥.

Στη συνέχεια, υψώνοντας στο τετράγωνο και τα δύο μέλη της προηγούμενης ανι-
σότητας παίρνουμε

∥ϑn−ϑn−1∥2 ≤ C2
1

k2

h2
∥(ϑn−1)′∥2+k2∥ωn∥2+2C1

k2

h
∥(ϑn−1)′∥ ∥ωn∥. (6.55)

Χρησιμοποιώντας τώρα την (6.55) στην (6.53) παίρνουμε

∥ϑn∥2 − ∥ϑn−1∥2 ≤ (C2
1

k

h2
− 2)k∥(ϑn−1)′∥2 + k2∥ωn∥2

+ 2C1
k2

h
∥(ϑn−1)′∥ ∥ωn∥+ 2k∥ωn∥∥ϑn−1∥.

Στη συνέχεια, λόγω της υπόθεσης C2
1

k

h2
− 2 ≤ 0, παίρνουμε

∥ϑn∥2−∥ϑn−1∥2 ≤ k2∥ωn∥2+2C1
k2

h
∥(ϑn−1)′∥ ∥ωn∥+2k∥ωn∥∥ϑn−1∥. (6.56)

Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι για κάθε ϵ > 0 ισχύει η ανισότητα 2ab ≤
(ϵa)2 + (1/ϵ)b2 με a, b ∈ R. Έτσι, επειδή k ≤ 1, υπάρχουν σταθερές c και C,
τέτοιες ώστε από την (6.56) έχουμε

∥ϑn∥2 ≤ (1 + ck)∥ϑn−1∥2 + Ck∥ωn∥2. (6.57)
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Αν θέσουμε ω̄ = max0≤n≤M ∥ωn∥, από την (6.57) προκύπτει τώρα

∥ϑn∥2 ≤ (1 + ck)n∥ϑ0∥2 + Ck
n−1∑
j=0

(1 + ck)j∥ωn∥2

≤ eckn∥ϑ0∥2 + Ckω̄2
M−1∑
j=0

eckj

≤ eckn∥ϑ0∥2 + Ckω̄2 e
ckM − 1

eck − 1

≤ ecT ∥ϑ0∥2 + C

c
ω̄2.

Συνεπώς, λόγω της (6.51) έχουμε

∥ϑn∥2 ≤ C∥ϑ0∥2 + C(k + h2)2.

Επομένως, λόγω της (6.25) και του γεγονότος ότι ϑ(0) = 0, έχουμε ότι ισχύει η
επιθυμητή σχέση (6.48).

6.5 Άλλες μέθοδοι και προβλήματα

Μέθοδοι πεπερασμένων στοιχείων για προβλήματα παραβολικών εξισώσεων με
συνορικακές συνθήκες τύπου Dirichlet ή και με άλλες συνοριακές συνθήκες όπως
π.χ. τύπου Neumann, αναλύονται με παρόμοιο τρόπο όπως με αυτά που παρουσιά-
σαμε σε αυτό το κεφάλαιο. Για τη μελέτη αυτών των αριθμητικών μεθόδων καθώς
και για μία πιο λεπτομερή παρουσίαση των αποτελεσμάτων αυτού του κεφαλαίου,
παραπέμπουμε τον αναγνώστη στα (Ακρίβης & Δουγαλής, 2005· Ακρίβης, 2005·
Johnson, 1987· Larsson & Thomée, 2009· Morton & Mayers, 2005· Strikwerda,
2004).

6.6 Ασκήσεις

6.1. Θεωρούμε το πρόβλημα

ut(x, t) = uxx(x, t) + f(x, t), x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],

u(0, t) = u(L, t) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [0, L],

(6.58)

όπου L > 0, f, g ∈ C[0, L]. Διατυπώστε και αποδείξτε τα θεωρήματα ευστά-
θειας και σύγκλισης για τις μεθόδους πεπερασμένων στοιχείων χρησιμοποιώ-
ντας για τη διακριτοποίηση ως προς τον χρόνο την πεπλεγμένη μέθοδο του
Euler και τη μέθοδο Crank–Nicolson.



Βιβλιογραφία 119

6.2. Θεωρούμε το πρόβλημα

ut(x, t) = uxx(x, t), x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],

ux(0, t) = ux(L, t) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [0, L],

(6.59)

όπου L > 0, g ∈ C[0, L]. Διατυπώστε τις μεθόδους πεπερασμένων στοιχείων
χρησιμοποιώντας για τη διακριτοποίηση ως προς τον χρόνο τη πεπλεγμένη
μέθοδο του Euler, τη μέθοδο Crank–Nicolson και την άμεση μέθοδο του Euler.

6.3. Έστω N ∈ N, h = L/(N + 1), και xi = ih, i = 0, . . . , N + 1, ένας διαμερι-
σμός του [0, L]. Τότε για τη συνάρτηση

v(x) =


x− x0
h

, x0 ≤ x ≤ x1,

x2 − x

h
, x1 ≤ x ≤ x2,

0, διαφορετικά,

έχουμε ∥v′∥ ≤
√
3h−1∥v∥.
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Κεφάλαιο 7

Εξίσωση μεταφοράς

Σε αυτό το κεφάλαιο θεωρούμε μια απλή διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, την
εξίσωση μεταφοράς, στη μια διάσταση ως προς τον χώρο και ως προς τον χρόνο.
Θα κατασκευάσουμε μεθόδους πεπερασμένων διαφορών για το αντίστοιχο πρό-
βλημα αρχικών τιμών και συνοριακών τιμών, καθώς και θα θεωρήσουμε κατάλ-
ληλες συνθήκες για να είναι μέθοδοι ευσταθείς και να συγκλίνουν στην ακριβή
λύση.

7.1 Μέθοδοι upwind και downwind

Θεωρούμε το ακόλουθο πρόβλημα: Ζητείται μια συνάρτηση u∈ C1([a, b]×[0, T ]),
τέτοια ώστε

ut(x, t) + αux(x, t) = 0, x ∈ [a, b], t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [a, b],

u(a, t) = ϕ0(t), t ∈ [0, T ],

(7.1)

όπου α,L, T > 0 και g μια δοσμένη συνάρτηση. Σύμφωνα με την Παράγραφο
1.2.3 η ακριβής λύση του (7.1), προσδιορίζεται από τις αντίστοιχες αρχικές και
συνοριακές συνθήκες. Επομένως, φαίνεται ότι μια αριθμητική μέθοδος δεν είναι
απαραίτητη για την προσέγγιση της ακριβούς λύσης. Όμως, η μελέτη αριθμητικών
μεθόδων για αυτά τα απλά προβλήματα φανερώνει ιδιότητες και συνθήκες που
πρέπει να ικανοποιούνται για τη σύγκλιση των προσεγγίσεων στην ακριβή λύση
και οδηγεί στην καλύτερη κατανόηση των μεθόδων αυτών αλλά και σε αντίστοιχες
ιδιότητες για μη γραμμικά προβλήματα πρώτης τάξεως, όπως π.χ. το (1.8).
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7.1.1 Μέθοδος upwind

Θεωρούμε έναν διαμερισμό του [a, b]× [0, T ] ανάλογα όπως στο Κεφάλαιο 5. Συμ-
βολίζουμε, λοιπόν, xi, i = 0, . . . , N + 1, τα N + 2 ισαπέχοντα σημεία, όπου
xi = a+ ih, με h = (b− a)/(N +1) και tj , j = 0, . . . ,M , τα M +1 ισαπέχοντα
σημεία, όπου tj = jk, με k = T/M . Σε κάθε σημείο (xi, t

j) του διαμερισμού του
[a, b]× [0, T ] θα ισχύει

ut(xi, t
j) + αux(xi, t

j) = 0, i = 0, . . . , N + 1, j = 0, . . . ,M, (7.2)

και, στη συνέχεια, θα κατασκευάσουμε και πάλι προσεγγίσειςU j
i της u(xi, tj) προ-

σεγγίζοντας τις παραγώγους της u στην (7.2) χρησιμοποιώντας πεπερασμένες δια-
φορές που θεωρήσαμε στο Κεφάλαιο 2.

Λόγω των αρχικών και συνοριακών συνθηκών στην (7.1) θέτουμεU0
i = g(xi),

i = 0, . . . , N+1, καιU j
0 = ϕ0(t

j), j = 0, . . . ,M . Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας
τις δ+k u(xi, t

j) και δ−h u(xi, t
j) που θεωρήσαμε στην (2.1) για να προσεγγίσουμε

τις ut(xi, tj) και ux(xi, tj), αντίστοιχα, έχουμε για i = 1, . . . , N + 1, και j =
0, . . . ,M − 1,

u(xi, t
j+1)− u(xi, t

j)

k
+ α

u(xi, t
j)− u(xi−1, t

j)

h
= ηji , (7.3)

όπου, αν utt, uxx ∈ C([a, b]× [0, T ]), λόγω της (2.3),

|ηji | ≤
k

2
max
t∈[0,T ]

|utt(x, t)|+
h

2
max
x∈[a,b]

|uxx(x, t)|. (7.4)

Συνεπώς, ισχύει το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 7.1. Έστω u η λύση του (7.1) με utt, uxx ∈ C([a, b]× [0, T ]). Τότε, για την
ηji που δίνεται στην (7.3) έχουμε ότι υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη των k και h,
τέτοια ώστε

max
0≤j≤M−1

max
1≤i≤N+1

|ηji | ≤ C(k + h). (7.5)

Κατασκευάζουμε λοιπόν προσεγγίσειςU j
i των τιμών u(xi, tj), σύμφωνα με την

ακόλουθη μέθοδο, την οποία καλούμε upwind,

U j+1
i − U j

i

k
+ α

U j
i − U j

i−1

h
= 0, i = 1, . . . , N + 1, j = 0, . . . ,M − 1,

U0
i = g(xi), i = 0, . . . , N + 1,

U j
0 = ϕ0(t

j), j = 0, . . . ,M.

(7.6)
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Αν συμβολίσουμε τώρα με λ τον λόγο
αk

h
, η (7.6) μπορεί να γραφεί

U j+1
i = (1− λ)U j

i + λU j
i−1, i = 1, . . . , N + 1, j = 0, . . . ,M − 1,

U0
i = g(xi), i = 0, . . . , N + 1,

U j
0 = ϕ0(t

j), j = 0, . . . ,M.

(7.7)

Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι ξεκινώντας από το χρονικό επίπεδο t = 0, χρησι-
μοποιώντας την (7.7), μπορούμε να βρούμε με άμεσο τρόπο την προσέγγιση U1

i ,
i = 0, . . . , N + 1, στο επόμενο χρονικό επίπεδο t1 = k και να συνεχίσουμε με
αυτό τον τρόπο, ώστε να βρούμε τις προσεγγίσεις και σε όλα τα επόμενα χρονικά
επίπεδα tj , j = 1, . . . ,M .

xi+1

tj

tj+1

xi

Σχήμα 7.1: Σημεία ενός πλέγματος για τον υπολογισμό της λύσης με τη μέθοδο
upwind. Με άσπρο σημειώνουμε τα σημεία που αντιστοιχούν σε άγνωστες τιμές
της προσέγγισης και με μαύρο αυτά που αντιστοιχούν σε γνωστές τιμές.

Παράδειγμα 7.1. Θεωρούμε το πρόβλημα (7.1) στο διάστημα [−1, 9], με g όπως
στο Παράδειγμα 1.2, ϕ0(t) = g(x − αt) και α = 1. Επειδή γνωρίζουμε ότι
u(a, t) = 0, για t ∈ [0, 7], μπορούμε να θέσουμε U j

0 = 0, j = 0, . . . ,M . Επί-
σης, διαμερίζουμε το [−1, 9] σε N + 2 σημεία, με N = 99 και το [0, 7] σε M + 1,
με M = 63, 77, 98. Στο Σχήμα 7.1 βλέπουμε την ακριβή λύση u και τις προσεγγί-
σεις με τη μέθοδο upwind για t = 0, 1, 5, 7. Παρατηρούμε ότι αν λ = 70/63 > 1,
για M = 63, τότε το σφάλμα της προσεγγιστικής λύσης είναι μεγάλο, ενώ για
λ = 70/77 < 1, για M = 77, προκύπτει το μικρότερο σφάλμα. Επίσης, βλέπουμε
ότι για το μικρότερο λ, το οποίο προκύπτει για M = 98, η προσέγγιση χειροτε-
ρεύει.
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Σχήμα 7.2: Η ακριβής λύση u(x, t) του Παραδείγματος 7.1 και οι προσεγγίσεις της
για N = 99 και M = 63, 77, 98, με τη μέθοδο upwind για t = 0, 1, 5 και 7.

7.1.2 Μέθοδος downwind

Αν για την προσέγγιση τηςux(xi, tj) στην (7.2) χρησιμοποιήσουμε την δ+h u(xi, t
j)

αντί για την δ−h u(xi, t
j), προκύπτει για i = 0, . . . , N, και j = 0, . . . ,M −1, η εξί-

σωση

u(xi, t
j+1)− u(xi, t

j)

k
+ α

u(xi+1, t
j)− u(xi, t

j)

h
= ηji , (7.8)

όπου, αν utt, uxx ∈ C([a, b]× [0, T ]), λόγω της (2.3),

|ηji | ≤
k

2
max
t∈[0,T ]

|utt(x, t)|+
h

2
max
x∈[a,b]

|uxx(x, t)|. (7.9)

Όπως και στη μέθοδο upwind, εύκολα βλέπουμε ότι το σφάλμα ηji στην (7.8)
θα ικανοποιεί το Λήμμα 7.1. Στη συνέχεια, θεωρούμε την ακόλουθη μέθοδο για
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τον υπολογισμό των U j
i , την οποία καλούμε downwind,

U j+1
i − U j

i

k
+ α

U j
i+1 − U j

i

h
= 0, i = 0, . . . , N, j = 0, . . . ,M − 1,

U0
i = g(xi), i = 0, . . . , N + 1,

U j
0 = ϕ0(t

j), j = 0, . . . ,M.

(7.10)

Αν συμβολίσουμε και πάλι λ τον λόγο
αk

h
, τότε η (7.10) μπορεί να γραφεί

U j+1
i = (1 + λ)U j

i − λU j
i+1, i = 0, . . . , N, j = 0, . . . ,M − 1,

U0
i = g(xi), i = 0, . . . , N + 1,

U j
0 = ϕ0(t

j), j = 0, . . . ,M.

(7.11)

xi+1

tj+1

tj

xi

Σχήμα 7.3: Σημεία ενός πλέγματος για τον υπολογισμό της λύσης με τη μέθοδο
downwind. Με άσπρο σημειώνουμε τα σημεία που αντιστοιχούν σε άγνωστες τιμές
της προσέγγισης και με μαύρο αυτά που αντιστοιχούν σε γνωστές τιμές.

Αν και οι δύο παραπάνω μέθοδοι upwind και downwind μοιάζουν, έχουν πολύ
διαφορετική συμπεριφορά και δεν δίνουν παρόμοια αποτελέσματα. Πράγματι, ξε-
κινώντας από το χρονικό επίπεδο t = 0 όπου γνωρίζουμε ότι U0

i = g(xi), i =
0, . . . , N + 1, και χρησιμοποιώντας την (7.11), μπορούμε να βρούμε με άμεσο
τρόπο την προσέγγιση U1

i , i = 0, . . . , N , στο επόμενο χρονικό επίπεδο t1 = k,
όμως παρατηρούμε ότι δεν μπορούμε να υπολογίσουμε την U1

N+1. Επομένως, δεν
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο (7.11), όπως την έχουμε θεωρήσει, για
να βρούμε όλες τις τιμές U j

i στα επόμενα χρονικά επίπεδα tj , j = 1, . . . ,M .
Μια λύση αυτού του προβλήματος είναι να θεωρήσουμε γνωστές τις τιμές U j

N+1,
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j = 1, . . . ,M . Έτσι, αν γνωρίζουμε ότι u(b, t) = ϕ1(t), t ∈ [0, T ], για μια δοσμένη
συνάρτηση ϕ1, θέτουμε τότεU1

N+1 = ϕ(tj), j = 0, . . . ,M . Έτσι, η μέθοδος (7.11)
γίνεται

U j+1
i = (1 + λ)U j

i − λU j
i+1, i = 0, . . . , N, j = 0, . . . ,M − 1,

U0
i = g(xi), i = 0, . . . , N + 1,

U j
N+1 = ϕ1(t

j), j = 0, . . . ,M.

(7.12)

Τώρα χρησιμοποιώντας την (7.12), μπορούμε να βρούμε με άμεσο τρόπο τις
προσέγγισεις U j

i , σε όλα τα χρονικά επίπεδα tj , j = 1, . . . ,M .

Παράδειγμα 7.2. Ας θεωρήσουμε και πάλι το Παράδειγμα 7.1. Είναι απλό να
δούμε ότι u(b, t) = 0, για t ∈ [0, 7], επομένως μπορούμε να θέσουμε U j

N+1 = 0,
j = 0, . . . ,M . Για λόγο που θα φανεί από τα αριθμητικά αποτελέσματα, ας θε-
ωρήσουμε ένα μεγαλύτερο διάστημα από αυτό του Παραδείγματος 7.1. Έτσι δια-
μερίζουμε το διάστημα [−11, 9] σε N + 2 σημεία, με N = 199, έτσι ώστε το
βήμα h να είναι το ίδιο όπως στο Παράδειγμα 7.1. Επίσης, διαμερίζουμε το [0, 7]
σε M + 1 σημεία, με M = 63, 77, 98. Στο Σχήμα 7.2 βλέπουμε την ακριβή λύση
u για t = 0 και τις προσεγγίσεις με τη μέθοδο downwind για t = 2. Παρατηρούμε
ότι η προσέγγιση με τη μέθοδο downwind (7.12) και στις τρεις περιπτώσεις δίνει
εσφαλμένες προσεγγίσεις για την ακριβή λύση.
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Σχήμα 7.4: Η ακριβής λύση u(x, t) του Παραδείγματος 7.2 και οι προσεγγίσεις της
για N = 199 και M = 63, 77, 98, με τη μέθοδο downwind για t = 0 και 2.

Θεωρούμε τώρα το ανάλογο πρόβλημα με το (7.1) όπου τώρα α < 0, δηλαδή:
Ζητείται μια συνάρτηση u ∈ C1([a, b]× [0, T ]), τέτοια ώστε

ut(x, t) + αux(x, t) = 0, x ∈ [a, b], t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = g(x), x ∈ [a, b],

u(b, t) = ϕ1(t), t ∈ [0, T ],

(7.13)

όπου T > 0 και g, ϕ1 δοσμένες συναρτήσεις.
Για αυτό το πρόβλημα θεωρούμε τη μέθοδο downwind (7.12) και, σύμφωνα με

το επόμενο παράδειγμα, παρατηρούμε μια διαφορετική συμπεριφορά της μεθόδου
από το Παράδειγμα 7.2.

Παράδειγμα 7.3. Θεωρούμε το πρόβλημα (7.13) στο διάστημα [−11, 9], με g όπως
στο Παράδειγμα 1.2, ϕ1(t) = g(x − αt) και α = −1. Επίσης, διαμερίζουμε το
διάστημα [−11, 9] σεN +2 σημεία, μεN = 199 και το [0, 7] σεM +1 σημεία, με
M = 63, 77, 98, όπως και στο Παράδειγμα 7.2. Επειδή γνωρίζουμε ότι u(b, t) = 0,
για t ∈ [0, 7], μπορούμε να θέσουμε U j

N+1 = 0, j = 0, . . . ,M . Στο Σχήμα 7.3
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βλέπουμε την ακριβή λύση u και τις προσεγγίσεις με τη μέθοδο downwind για
t = 0, 1, 5, 7. Παρατηρούμε ότι η μεθόδος downwind σε αυτό το παράδειγμα έχει
παρόμοια συμπεριφορά με τη μέθοδο upwind στο Παράδειγμα 7.1.
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Σχήμα 7.5: Η ακριβής λύση u(x, t) του Παραδείγματος 7.3 και οι προσεγγίσεις της
για N = 199 και M = 63, 77, 98, με τη μέθοδο downwind για t = 0, 1, 5 και 7.

Παρατηρούμε λοιπόν ότι αν η σταθερά α είναι θετική, τότε η μέθοδος upwind
δίνει καλύτερα αποτελέσματα από τη μέθοδο downwind. Ενώ αν η σταθερά α είναι
αρνητική, τότε η downwind δίνει καλύτερα αποτελέσματα από την upwind. Στην
επόμενη παράγραφο θα εξηγήσουμε αυτή τη συμπεριφορά.

7.1.3 Χωρίο υπολογιστικής εξάρτησης

Ως πρώτο βήμα για την κατανόηση των αποτελεσμάτων των Παραδειγμάτων 7.1–
7.3, δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 7.1. Για κάθε σημείο (xi, t
j) του πλέγματος στο οποίο προσεγγίζουμε τη

λύση u, μπορούμε να ορίσουμε τα σημεία (xℓ, 0), τέτοια ώστε οι τιμές U0
ℓ καθορί-

ζουν την τιμή της U j
i , σύμφωνα με το αριθμητικό σχήμα που χρησιμοποιούμε. Το
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σύνολο αυτών των σημείων (xℓ, 0), το ονομάζουμε χωρίο υπολογιστικής εξάρτησης
του (xi, t

j), για το σχήμα που χρησιμοποιούμε.

Εύκολα παρατηρούμε ότι, χρησιμοποιώντας την μέθοδο upwind, η τιμή της
προσέγγισης στο σημείο (xi, tj), εξαρτάται τελικά από τις τιμές στα σημεία (xi−j , 0),
. . . , (xi, 0). Ανάλογα, το χωρίο εξάρτησης της προσέγγισης στο (xi, t

j) με τη μέ-
θοδο downwind αποτελείται από τα σημεία (xi, 0), . . . , (xi+j , 0), βλ. Σχήματα 7.6
και 7.7, αντίστοιχα. Γνωρίζουμε ότι η ακριβής λύση στο σημείο (xi, t

j) εξαρτάται
μόνο από την τιμή της u(xi−αtj , 0) = g(xi−αtj). Άρα, η τιμή της ακριβούς λύσης
στο σημείο (xi, t

j) καθορίζεται μοναδικά από την τιμή στο σημείο x̄0 = xi − αtj

του άξονα των x. Για αυτόν ακριβώς τον λόγο, επιθυμούμε το x̄0 να περιέχεται
στο χωρίο υπολογιστικής εξάρτησης της μεθόδου. Αυτή η ιδιότητα δίνεται από τον
ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 7.2. Συνθήκη CFL καλούμε την ιδιότητα που ικανοποιεί μια μέθοδος αν
το διάστημα ή τα σημεία εξάρτησης της ακριβούς λύσης σε ένα σημείο του πεδίου
ορισμού της, περιέχονται στο χωρίο υπολογιστικής εξάρτησης αυτής της μεθόδου.

Για να ικανοποείται η συνθήκη CFL, για την μέθοδο upwind αρκεί το διά-
στημα [xi−j , xi], το οποίο περιέχει τα σημεία του χωρίου υπολογιστικής εξάρτη-
σης {xi−j , . . . , xi}, να περιέχει το x̄0 = xi − αtj . Επομένως, αρκεί α > 0 και

xi − jh ≤ x̄0, το οποίο ισχύει αν λ =
αk

h
≤ 1.

Στην περίπτωση τώρα της μεθόδου downwind, μπορούμε να δούμε ότι το διά-
στημα [xi, xi+j ], το οποίο περιέχει το αντίστοιχο χωρίο υπολογιστικής εξάρτησης,
δεν περιέχει το σημείο x̄0, ανα > 0, και, άρα, η μέθοδος δεν ικανοποιεί τη συνθήκη

CFL. Αντίθετα, αν α < 0, τότε x̄0 ≤ xi + jh αν ισχύει λ =
αk

h
≥ −1.

tj

xi−j xi−1xi

Σχήμα 7.6: Χωρίο εξάρτησης της προσεγγιστικής λύσης με τη μέθοδο upwind.
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xi+j

tj

xi xi+1

Σχήμα 7.7: Χωρίο εξάρτησης της προσεγγιστικής λύσης με τη μέθοδο downwind.

7.1.4 Ευστάθεια και σύγκλιση

Θα μελετήσουμε τώρα την ευστάθεια vonNeumann των μεθόδων upwind και downwind
που θεωρήσαμε στις προηγούμενες παραγράφους. Αν η αρχική συνάρτηση g είναι
μια ημιτονοειδής συνάρτηση, π.χ. g(x) = sin(x), τότε η ακριβής λύση του προβλή-
ματος (7.1) θα έχει την ίδια μορφή και το ίδιο πλάτος ανεξάρτητα από το πρόσημο
της σταθεράς α. Θεωρούμε, λοιπόν, ότι η προσεγγιστική λύση είναι της μορφής
U j
i = wj sin(xi) και θα βρούμε συνθήκες, ώστε το πλάτος wj του ημιτονοειδούς

“κύματος” να παραμένει φραγμένο.
Στην περίπτωση της μεθόδου upwind έχουμε, σύμφωνα με την (7.7),

wj+1 sin(xi) = (1− λ)wj sin(xi) + λwj sin(xi−1).

Χρησιμοποιώντας την τριγωνομετρική ταυτότητα (5.18), έχουμε

wj+1 sin(xi) = (1− λ)wj sin(xi) + λwj(sin(xi) cos(h)− sin(h) cos(xi)).

Συνεπώς

wj+1 sin(xi) = wj((1− λ(1− cos(h)) sin(xi)− λ sin(h) cos(xi))).

Αν θέσουμε τώρα C1 = 1 − λ(1 − cos(h)) και C2 = −λ sin(h), τότε υπάρχουν
σταθερές A και ϕ ∈ [0, 2π), τέτοιες ώστε

C1 sin(xi) + C2 cos(xi) = A sin(xi + ϕ)

όπου A2 = C2
1 + C2

2 και tan(ϕ) = C1/C2. Επομένως

wj+1 sin(xi) = Awj sin(xi + ϕ).
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Οπότε για να είναι φραγμένη η προσεγγιστική λύση U j
i πρέπει |A| ≤ 1. Έχουμε,

λοιπόν,

A2 = C2
1 + C2

2 = (1− λ(1− cos(h)))2 + λ2 sin(h)2

= (1− λ)2 + λ2 + 2λ(1− λ) cos(h)
= 1− 2λ(1− λ)(1− cos(h)) = 1− 4λ(1− λ) sin2(h/2).

(7.14)

Είναι προφανές ότι, αν 0 ≤ λ(1 − λ), τότε η μέθοδος upwind δίνει φραγμένες
προσεγγίσεις αν λ > 0 και λ ≤ 1. Οπότε αν η σταθερά α > 0 και λ ∈ (0, 1], τότε
η μέθοδος είναι von Neumann ευσταθής.

Στο ίδιο συμπέρασμα μπορούμε να καταλήξουμε, αν θεωρήσουμε ότι οι

U j
i = wje

rxiI , r ∈ R,

με I =
√
−1 τη φανταστική μονάδα, ικανοποιούν την (7.7). Για να έχουμε ευστά-

θεια θα εξετάσουμε αν οι wj παραμένουν φραγμένες. Τότε έχουμε ότι

wj+1e
rxiI = (1− λ)wje

rxiI + λwje
rxi−1I

= (1− λ)wje
rxiI + λwje

rxiIe−rhI .

Οπότε

wj+1 = (1− λ)wj + λwje
−rhI

= wj(1− λ+ cos(rh)− I sin(rh)).

Επομένως, εύκολα βλέπουμε ότι wj = κjw0, με κ = 1−λ+ cos(rh)− I sin(rh).
Στη συνέχεια, θεωρώντας την απόλυτη τιμή |κ|, έχουμε

|κ|2 = (1− λ+ λ cos(rh))2 + λ2 sin2(rh)
= 1− 2λ(1− λ) + 2(1− λ) cos(rh)

= 1− 4λ(1− λ) sin2(
rh

2
).

Για να παραμένουν φραγμένες οι wj , αρκεί |κ|2 ≤ 1, το οποίο είναι ισοδύναμο με

0 ≤ λ(1− λ) sin2(
rh

2
).

Συνεπώς, για 0 ≤ λ ≤ 1, και για κάθε r ∈ R, έχουμε ότιwj παραμένουν φραγμένες
και, άρα, η μέθοδος upwind είναι von Neumann ευσταθής.

Στη συνέχεια, θα εξετάσουμε την ευστάθεια von Neumann της μεθόδου downwind.
Θεωρούμε λοιπόν ότι οι U j

i = wje
rxiI ικανοποιούν την (7.11), οπότε

wj+1e
rxiI = (1 + λ)wje

rxiI − λwje
rxi+1I ,
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Συνεπώς, έχουμε

wj+1e
rxiI = (1 + λ)wje

rxiI − λwje
rxiIerhI .

Επομένως, wj = κw0, με κ = 1 + λ − λ cos(rh) − Iλ sin(rh). Οπότε για την
απόλυτη τιμή του |κ| έχουμε

|κ|2 = (1 + λ− λ cos(rh))2 + λ2 sin2(rh)
= 1 + 2λ(1 + λ)− 2(1 + λ) cos(rh)

= 1 + 4λ(1 + λ) sin2(
rh

2
).

Επομένως, αν 0 ≥ λ(1 + λ), τότε η μέθοδος downwind δίνει φραγμένες προσεγ-
γίσεις αν λ < 0 και λ ≥ −1. Οπότε αν α < 0 και λ ∈ [−1, 0), τότε η μέθοδος
downwind είναι von Neumann ευσταθής.

Στη συνέχεια δείχνουμε τα ακόλουθα θεωρήματα για τη σύγκλιση των μεθόδων
upwind και downwind.

Θεώρημα 7.1. Έστω ότι η λύση u του προβλήματος (7.1) είναι αρκετά ομαλή με
α > 0, και U j

i , i = 1, . . . , N , j = 0, . . . ,M , η λύση της μεθόδου upwind (7.6).
Τότε, αν 0 ≤ λ ≤ 1, υπάρχει μια σταθερά C, ανεξάρτητη των k, h, τέτοια ώστε

max
1≤j≤M

max
0≤i≤N+1

|U j
i − u(xi, t

j)| ≤ C(k + h). (7.15)

Απόδειξη. Θέτουμε Ej
i = U j

i − u(xi, t
j), i = 0, . . . , N + 1, j = 0, . . . ,M , όπου

λόγω της σχέσης U j
0 = u(0, tj) = 0 έχουμε Ej

0 = 0. Αφαιρούμε τώρα κατά μέλη
τις (7.3) και (7.6), οπότε παίρνουμε

Ej+1
i = (1− λ)Ej

i + λEj
i−1 + kηji , i = 1, . . . , N, j = 0, . . . ,M − 1.

Θέτουμε, στη συνέχεια, Ēj = max1≤i≤N |Ej
i | και η̄ = max1≤j≤M max0≤i≤N+1 |ηji |.

Οπότε έχουμε

Ēj+1 ≤ (1− λ)Ēj + λĒj + kη̄ ≤ Ēj + kη̄ ≤ · · · ≤ Ē0 + jkη̄.

Από εδώ, επειδή jk ≤ T και λόγω του Λήμματος 7.1, προκύπτει η ζητούμενη
εκτίμηση.

Θεώρημα 7.2. Έστω ότι η λύση u του προβλήματος (7.13) είναι αρκετά ομαλή με
α < 0, και U j

i , i = 1, . . . , N , j = 0, . . . ,M , η λύση της μεθόδου downwind (7.12).
Τότε, αν 0 ≥ λ ≥ −1, υπάρχει μια σταθερά C, ανεξάρτητη των k, h, τέτοια ώστε

max
1≤j≤M

max
0≤i≤N+1

|U j
i − u(xi, t

j)| ≤ C(k + h). (7.16)
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Απόδειξη. Θέτουμε και πάλιEj
i = U j

i −u(xi, tj), i = 0, . . . , N+1, j = 0, . . . ,M .
Οπότε με ανάλογο τρόπο όπως στο Θεώρημα 7.1, παίρνουμε

Ej+1
i = (1 + λ)Ej

i − λEj
i−1 + kηji , i = 1, . . . , N, j = 0, . . . ,M − 1.

Θέτουμε, στη συνέχεια, Ēj = max1≤i≤N |Ej
i | και η̄ = max1≤j≤M max0≤i≤N+1 |ηji |.

Οπότε έχουμε

Ēj+1 ≤ (1− |λ|)Ēj + |λ|Ēj + kη̄ ≤ Ēj + kη̄ ≤ · · · ≤ Ē0 + jkη̄.

Από εδώ, επειδή jk ≤ T και λόγω του γεγονός ότι το σφάλμα ηji για τη μέθοδο
downwind ικανοποιεί το Λήμμα 7.1, προκύπτει η ζητούμενη εκτίμηση.

7.2 Μέθοδος των Lax–Wendroff

7.2.1 Μια μη ευσταθής μέθοδος

Στη συνέχεια, θα θεωρήσουμε ένα αριθμητικό σχήμα που να προσεγγίζει με μεγα-
λύτερη ακρίβεια τη ux, από τις δύο προηγούμενες μεθόδους upwind και downwind.
Έτσι, αν στην (7.2) θεωρήσουμε για την προσέγγιση της ux(xi, tj) την δchu(xi, t

j)
και για την ut(xi, tj) την δ+k u(xi, t

j), τότε έχουμε για i = 1, . . . , N , και j =
0, . . . ,M − 1,

u(xi, t
j+1)− u(xi, t

j)

k
+ α

u(xi+1, t
j)− u(xi−1, t

j)

2h
= ηji , (7.17)

όπου, αν utt, uxxx ∈ C([a, b]× [0, T ]), λόγω των (2.3) και (2.4),

|ηji | ≤
k

2
max
t∈[0,T ]

|utt(x, t)|+
h2

6
max
x∈[a,b]

|uxxx(x, t)|. (7.18)

Συνεπώς, ισχύει το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 7.2. Έστω u η λύση του (7.1) με utt, uxxx ∈ C([a, b]× [0, T ]). Τότε για την
ηji που δίνεται στην (7.17), έχουμε ότι υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη των k και h,
τέτοια ώστε

max
0≤j≤M−1

max
1≤i≤N

|ηji | ≤ C(k + h2). (7.19)

Θεωρούμε, λοιπόν, την ακόλουθη μέθοδο για να κατασκευάσουμε προσεγγί-
σεις U j

i των τιμών u(xi, tj),

U j+1
i − U j

i

k
+ α

U j
i+1 − U j

i−1

2h
= 0, i = 1, . . . , N, j = 0, . . . ,M − 1,

U0
i = g(xi), i = 0, . . . , N + 1,

U j
0 = ϕ0(t

j), j = 0, . . . ,M.

(7.20)
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xi+1

tj+1

tj

xi−1 xi

Σχήμα 7.8: Σημεία ενός πλέγματος για τον υπολογισμό της λύσης με τη μέθοδο
(7.20). Με άσπρο σημειώνουμε τα σημεία που αντιστοιχούν σε άγνωστες τιμές της
προσέγγισης και με μαύρο αυτά που αντιστοιχούν σε γνωστές τιμές.

Ξεκινώντας από το χρονικό επίπεδο t = 0 όπου γνωρίζουμε ότι U0
i = g(xi),

i = 0, . . . , N +1, και χρησιμοποιώντας την (7.20), μπορούμε να βρούμε με άμεσο
τρόπο την προσέγγιση U1

i , i = 0, . . . , N , στο επόμενο χρονικό επίπεδο t1 = k,
όμως παρατηρούμε ότι δεν μπορούμε να υπολογίσουμε τηνU1

N+1. Επομένως, όπως
και στη μέθοδο (7.11), για να βρούμε όλες τις τιμές U j

i στα επόμενα χρονικά επί-
πεδα tj , j = 1, . . . ,M , χρειάζεται να γνωρίζουμε την u(b, t), για t ∈ [0, T ]. Έτσι,
υποθέτουμε ότι στο πρόβλημα (7.1), η ακριβής λύση u ικανοποιεί επιπλέον και τη
συνοριακή συνθήκη u(b, t) = ϕ1(t), t ∈ [0, T ], οπότε θέτουμε U j

N+1 = ϕ1(t
j),

j = 0, . . . ,M .

Συνεπώς, αν συμβολίσουμε τώρα λ =
αk

h
, τότε η (7.20) μπορεί να γραφεί

U j+1
i = −λ

2
U j
i+1 + U j

i +
λ

2
U j
i−1, i = 1, . . . , N, j = 0, . . . ,M − 1,

U0
i = g(xi), i = 0, . . . , N + 1,

U j
0 = ϕ0(t

j) και U j
N+1 = ϕ1(t

j), j = 0, . . . ,M.

(7.21)

Οπότε τώρα χρησιμοποιώντας την (7.21), βρίσκουμε με άμεσο τρόπο όλες τις τιμές
U j
i στα επόμενα χρονικά επίπεδα tj , j = 1, . . . ,M .

Εύκολα παρατηρούμε ότι χρησιμοποιώντας τη μέθοδο (7.21), η τιμή της προ-
σέγγισης στο σημείο (xi, t

j), εξαρτάται τελικά από τις τιμές στα σημεία (xi−j , 0),
. . . , (xi, 0), . . . , (xi+j , 0), βλ. Σχήμα 7.9. Για να ικανοποείται τώρα η συνθήκη
CFL αρκεί το διάστημα [xi−j , xi+j ], το οποίο περιέχει τα σημεία του χωρίου υπο-
λογιστικής εξάρτησης της μεθόδου, να περιέχει το x̄0 = xi − αtj , το οποίο ισχύει
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ανεξάρτητα από το πρόσημο της σταθεράς α, αν |λ| = |αkh | ≤ 1. Επίσης, ακο-
λουθώντας τα βήματα για τη μέλετη της ευστάθιας von Neumann για τις μεθόδους
upwind και downwind, έχουμε ότι, αν και πάλι θέσουμε U j

i = wje
rxiI , με r ∈ R,

wj+1e
rxiI = −λ

2
wje

rxi+1I + wje
rxiI +

λ

2
wje

rxi−1I ,

Οπότε, εφαρμόζοντας την τριγωνομετρική ταυτότητα (5.18), παίρνουμε

wj+1 = wj(−
λ

2
wje

rhI + 1 +
λ

2
wje

−rhI)

= wj(1− Iλ sin(rh)).

Συνεπώς, wj = κjw0, με κ = 1− Iλ sin(rh), και

|κ|2 = 1 + λ2 sin2(rh).

Επομένως, η μέθοδος (7.21) δεν είναι von Neumann ευσταθής, γιατί |κ| > 1.

xi+j

tj

xi−j xi

Σχήμα 7.9: Χωρίο εξάρτησης της προσεγγιστικής λύσης με τις μεθόδους (7.21) και
Lax–Wendroff.

7.2.2 Μέθοδος Lax–Wendroff

Στη συνέχεια, θα κατασκευάσουμε μια νέα μέθοδο για την προσέγγιση της (7.1)
η οποία θα χρησιμοποιεί τα ίδια σημεία του πλέγματος όπως η (7.21), θα είναι
von Neumann ευσταθής και θα έχει και αυτή τοπικό σφάλμα ηji το οποίο θα τείνει
στο μηδέν, καθώς k και h τείνουν στο μηδέν. Θέτουμε, λοιπόν, για i = 1, . . . , N ,
j = 0, . . . ,M − 1,

u(xi, t
j+1) = Au(xi+1, t

j) +Bu(xi, t
j) + Γu(xi−1, t

j) + kηji , (7.22)
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και θέλουμε να προσδιορίσουμε τα A,B και Γ, έτσι ώστε το τοπικό σφάλμα ηji
να είναι όσο το δυνατόν μικρότερο. Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι ut = −αux,
utt = −αuxt = −α(ut)x = α2uxx και uttt = −α3uxxx και αναπτύσσοντας
σύμφωνα με το Θεώρημα Taylor, έχουμε

u(xi, t
j + k) = u(xi, t

j) + kut(xi, t
j) +

k2

2
utt(xi, t

j) +
k3

6
uttt(xi, t

j)

+ η̂ji

= u(xi, t
j)− αkux(xi, t

j) +
α2k2

2
uxx(xi, t

j)

− α3k3

6
uxxx(xi, t

j) + η̂ji ,

(7.23)

με

|η̂ji | ≤
k4

24
max
t∈[0,T ]

| ∂
∂t4

u(xi, t)|, (7.24)

και όμοια

u(xi ± h, tj) = u(xi, t
j)± hux(xi, t

j) +
h2

2
uxx(xi, t

j)

± h3

6
uxxx(xi, t

j) + η̃j
i± ,

(7.25)

με

|η̃j
i± | ≤

h4

24
max
x∈[a,b]

| ∂
∂x4

u(x, tj)|. (7.26)

Αν αντικαταστήσουμε τις (7.23) και (7.25) στην (7.22), έχουμε

kηji = u(xi, t
j+1)−Au(xi+1, t

j)−Bu(xi, t
j)− Γu(xi−1, t

j)

= u(xi, t
j)− αkux(xi, t

j) +
α2k2

2
uxx(xi, t

j) +
α3k3

6
uxxx(xi, t

j) + η̂ji

−A(u(xi, t
j) + hux(xi, t

j) +
h2

2
uxx(xi, t

j) +
h3

6
uxxx(xi, t

j) + η̃j
i+
)

−Bu(xi, t
j)

− Γ(u(xi, t
j)− hux(xi, t

j) +
h2

2
uxx(xi, t

j)− h3

6
uxxx(xi, t

j) + η̃j
i−).
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Επομένως

kηji = (1−A−B − Γ)u(xi, t
j)− (αk +Ah− Γh)ux(xi, t

j)

+ (
α2k2

2
− (A+ Γ)

h2

2
)uxx(xi, t

j)

+ (
α3k3

6
− (A− Γ)

h3

6
)uxxx(xi, t

j)

+ η̂ji −Aη̃j
i+

− Γη̃j
i−

= (1−A−B − Γ)u(xi, t
j)− h(λ+A− Γ)ux(xi, t

j)

+
h2

2
(λ2 − (A+ Γ))uxx(xi, t

j)

+
h3

6
(λ3 −A+ Γ)uxxx(xi, t

j)

+ η̂ji −Aη̃j
i+

− Γη̃j
i− .

Στη συνέχεια, εξισώνοντας τους συντελεστές των u, ux, uxx στην παραπάνω εξί-
σωση με το μηδέν, προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις

1−A−B − Γ = 0

λ+A− Γ = 0

λ2 − (A+ Γ) = 0.

Επομένως, έχουμε A = −1

2
λ(1− λ), B = 1− λ2 και Γ =

1

2
λ(1 + λ). Συνεπώς,

για αυτήν την επιλογή των A,B και Γ έχουμε

k|ηji | ≤
h3

6
(|λ3|+ |λ|) |uxxx(xi, tj)|+ |η̂ji |+ λ2 max(|η̃j

i+
|, |η̃j

i− |)

≤ αk

6
(α2k2 + h2)|uxxx(xi, tj)|+ |η̂ji |+

α2k2

h2
max(|η̃j

i+
|, |η̃j

i− |).
(7.27)

Οπότε, λόγω των (7.24) και (7.26), έχουμε ότι υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη των
k και h, τέτοια ώστε

max
1≤i≤N,0≤j≤M−1

|ηji | ≤ C(k2 + h2).

Η μέθοδος που προκύπτει για την παραπάνω επιλογή των συντελεστών A,B και
Γ ονομάζεται μέθοδος των Lax–Wendroff και για να μπορέσουμε να βρούμε την
προσέγγιση σε κάθε χρονικό επίπεδο tj , j = 1, . . . ,M , χρειάζεται, όπως και στην
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(7.21) να θεωρήσουμε γνωστή την ακριβή λύση για x = a και x = b. Έτσι, η
μέθοδος Lax–Wendroff ορίζεται ως εξης

U j+1
i = −1

2
λ(1− λ)U j

i+1 + (1− λ2)U j
i +

1

2
λ(1 + λ)U j

i−1,

i = 1, . . . , N, j = 0, . . . ,M − 1,

U0
i = g(xi), i = 0, . . . , N + 1,

U j
0 = ϕ0(t

j), και U j
N+1 = ϕ1(t

j), j = 0, . . . ,M.

(7.28)

Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι το χωρίο υπολογιστικής εξάρτησης για το (xi, tj)
είναι το ίδιο με τη μέθοδο (7.21) και εξαρτάται από τα σημεία {xi−jh, . . . , xi, . . . , xi+
jh}, βλέπε Σχήμα 7.9. Επίσης για να ικανοποείται η συνθήκη CFL πρέπει το σημείο
x̄0 = xi−αtj να περιέχεται στο διάστημα [xi−j , xi+j ], το οποίο ισχύει ανεξάρτητα
από το πρόσημο της σταθεράς α, αν |λ| = |αkh | ≤ 1.

Παράδειγμα 7.4. Θεωρούμε και πάλι το πρόβλημα των Παραδειγμάτων 7.1 και
7.2, στο διάστημα [−1, 9], με g όπως στο Παράδειγμα 1.2, ϕ0(t) = ϕ1(t) =
g(x − αt) και α = 1. Επειδή γνωρίζουμε ότι u(a, t) = u(b, t) = 0, για t ∈ [0, 7],
μπορούμε να θέσουμε U j

0 = U j
N+1 = 0, j = 0, . . . ,M . Επίσης, διαμερίζουμε το

[−1, 9] σε N + 2 σημεία, με N = 99 και το [0, 7] σε M + 1, με M = 63, 77, 98.
Στα Σχήματα 7.10 και 7.11 βλέπουμε την ακριβή λύση u και τις προσεγγίσεις με
τη μέθοδο των Lax–Wendroff (7.28) για t = 0, 1, 5. Παρατηρούμε ότι η προσεγ-
γιστική λύση έχει παρόμοια συμπεριφορά όπως και αυτή της μεθόδου upwind στο
Παράδειγμα 7.1. Έτσι αν λ = 70/63 > 1, για M = 63, τότε το σφάλμα της προ-
σεγγιστικής λύσης είναι μεγάλο, ενώ το μικρότερο σφάλμα προκύπτει αν λ < 1
και είναι πιο κοντά στη μονάδα.

7.2.3 Ευστάθεια και σύγκλιση

Για τη μελέτη της ευστάθειας von Neumann για τη μέθοδο των Lax–Wendroff, θα
θεωρήσουμε και πάλι ότι η προσεγγιστική λύση είναι της μορφής U j

i = wje
rxiI ,

r ∈ R, οπότε σύμφωνα με την (7.28), έχουμε

wj+1e
rxiI =− 1

2
λ(1− λ)wje

rxi+1I + (1− λ2)wje
rxiI

+
1

2
λ(1 + λ)wje

rxi−1I .

Χρησιμοποιώντας τώρα τις (5.23) και (5.18), παίρνουμε

wj+1 = (−1

2
λ(1− λ) +

1

2
λ(1 + λ))wj cos(h)
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Σχήμα 7.10: Η ακριβής λύση u(x, t) του Παραδείγματος 7.4 και οι προσεγγίσεις
της για N = 99 και M = 63, 77, 98, με τη μέθοδο Lax-Wendroff για t = 0 και 1.

+ (1− λ2)wj − I(
1

2
λ(1− λ) +

1

2
λ(1 + λ))wj sin(h)

= wj(1− λ2 + λ2 cos(h)− Iλ sin(rh)).

Συνεπώς, wj = κw0, με κ = 1− λ2 + λ2 cos(h)− Iλ sin(rh). Οπότε

|κ|2 = (1− λ2 + λ2 cos(h))2 + λ2 sin2(h)
= (1− λ2)2 + λ4 cos2(h) + 2λ2(1− λ2) cos(h) + λ2 sin2(h)
= (1− λ2)2 + λ4(1− sin2(h)) + 2λ2(1− λ2) cos(h) + λ2 sin2(h)
= 1− 2λ2(1− λ2) + λ2(1− λ2) sin2(h) + 2λ2(1− λ2) cos(h)
= 1− 2λ2(1− λ2)[1− cos(h)] + λ2(1− λ2) sin2(h)
= 1− 4λ2(1− λ2) sin2(h/2) + λ2(1− λ2) sin2(h).

Χρησιμοποιώντας τώρα την τριγωνομετρική ιδιότητα sin2(h) = 4 sin2(h/2) −
4 sin4(h/4), η παραπάνω σχέση γίνεται

|κ|2 = 1− 4λ2(1− λ2) sin4(h/4).
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Σχήμα 7.11: Η ακριβής λύση u(x, t) του Παραδείγματος 7.4 και οι προσεγγίσεις
της για N = 99 και M = 63, 77, 98, με τη μέθοδο Lax-Wendroff για t = 5.

Είναι προφανές ότι, ανλ2 ≤ 1, τότε |κ| ≤ 1, και, άρα, η μέθοδος Lax–Wendroff
είναι von Neumann ευσταθής, αν λ ∈ [−1, 1].

Για να δείξουμε τη σύγκλιση της μεθόδου Lax–Wendroff χρειάζεται να εφαρ-
μόσουμε παρόμοια επιχειρήματα όπως αυτά της μεθόδου ενέργειας στην Παρά-
γραφο 3.4, βλ. παραδείγματος χάριν (Larsson & Thomée, 2009, Παράγραφος 12.3),
η απόδειξη του οποίου είναι πολύπλοκη και ξεφεύγει από τους σκοπούς αυτών των
σημειώσεων. Διατυπώνουμε, επομένως, το επόμενο θεώρημα χωρίς απόδειξη.

Θεώρημα 7.3. Έστω ότι η λύση u του προβλήματος (7.1) είναι αρκετά ομαλή, και
U j
i , i = 1, . . . , N , j = 0, . . . ,M , η λύση της μεθόδου Lax–Wendroff (7.28). Τότε,

αν 0 ≤ λ ≤ 1, υπάρχει μια σταθερά C, ανεξάρτητη των k, h, τέτοια ώστε

max
1≤j≤M

max
0≤i≤N+1

|U j
i − u(xi, t

j)| ≤ C(k2 + h2). (7.29)

Στο ακόλουθο παράδειγμα βλέπουμε και πειραματικά ότι το σφάλμα με τη μέ-
θοδο Lax–Wendroff έχει μεγαλύτερη τάξη προσέγγισης ως προς k και h από το
σφάλμα της μεθόδου upwind ή downwind.
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Upwind Lax–Wendroff
k Ēupwind p Ēlax p

0.05 0.0483 0.01965
0.025 0.0325 0.574 0.00960 1.034
0.0125 0.0208 0.642 0.00413 1.216
0.0063 0.0127 0.713 0.00151 1.456
0.0031 0.0073 0.785 0.00045 1.743
0.0016 0.0040 0.852 0.00012 1.848
0.0008 0.0021 0.906 0.00003 1.992

Πίνακας 7.1: Τα σφάλματα των μεθόδων upwind και Lax–Wendroff στο χρονικό
επίπεδo t = T = 7, Ēupwind και Ēlax, αντίστοιχα, του Παραδείγματος 7.5, καθώς
και η κατά προσέγγιση τάξη ακρίβειάς τους p, αν θεωρήσουμε διαμερίσεις όπου
k/h = 0.9.

Παράδειγμα 7.5. Βασική υπόθεση στα θεωρήματα σύγκλισης για τις μεθόδους
που μελετήσαμε σε αυτό το κεφάλαιο είναι ότι η ακριβής λύση u, και κατά επέ-
κταση η συνάρτηση της αρχικής συνθήκης g, είναι αρκετά ομάλη. Είναι προφα-
νές ότι η g που θεωρήσαμε στα προηγούμενα παραδείγματα δεν είναι ομαλή συ-
νάρτηση, για αυτό τον λόγο τώρα θεωρούμε το πρόβλημα (7.13) στο διάστημα
[−11, 9]× [0, 7], με

g(x) =

{
e
− 1

1−x2 , αν − 1 ≤ x ≤ 1,

0 διαφορετικά.

Επειδή η σταθερά α του (7.13) είναι θετική για να ικανοποιείται η συνθήκη CFL θα
χρησιμοποιήσουμε τις μεθόδους upwind και Lax–Wendroff. Θεωρούμε τώρα δια-
μερίσεις του [0, 7] με k = 0.05, 0.025, 0.0125, 0.0063, 0.0031, 0.0016, 0.0008 και
του [−11, 9], με αντίστοιχο βήμα h, τέτοιο ώστε k/h = 0.9. Θέτουμε Ēupwind =
max0≤N+1 |UM

i − u(xi, t
M )|, με tM = T = 7 το σφάλμα της προσεγγιστικής λύ-

σης που προκύπτει με τη μεθόδο upwind και με ανάλογο τρόπο ορίζουμε το σφάλμα
Ēlax με τη μέθοδο των Lax–Wendroff. Στον πίνακα 7.1 βλέπουμε τα σφάλματα αυ-
τών των δύο μεθόδων και την προσεγγιστική τάξη ακρίβειας p.

7.3 Άλλες μέθοδοι και προβλήματα

Στις παραγράφους 7.1 και 7.2 είδαμε τρεις άμεσες μεθόδους για την αριθμητική
προσέγγιση της λύσης της εξίσωσης της μεταφοράς. Στη βιβλιογραφία, υπάρχουν
και άλλες άμεσες ή πεπλεγμένες μέθοδοι, τις οποίες δεν θα μελετήσουμε εδώ. Για
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την ανάλυση αυτών των αριθμητικών μεθόδων, καθώς και για μια πιο λεπτομερή
παρουσίαση των αποτελεσμάτων αυτού του κεφαλαίου παραπέμπουμε τον ανα-
γνώστη στα (Holmes, 2007· Iserles, 2009· Morton & Mayers, 2005· Richtmyer &
Morton, 1967· Strikwerda, 2004· Thomas, 1995).

7.4 Ταινίες γραφικών παραστάσεων

Σε αυτή τη παράγραφο εμφανίζονται ταινίες με τις γραφικές παραστάσεις που πα-
ρουσιάστηκαν στα Παραδείγματα 7.1–7.4 για τις μεθόδους upwind, downwind
και Lax–Wendroff. Η προβολή των ταινιών στην οθόνη του H/Y μπορεί να γί-
νει αν μετακινήσουμε τον κέρσορα (δείκτη) της οθόνης και επιλέξουμε, π.χ. με
τη χρήση του “ποντίκιου”, το αντίστοιχο παράδειγμα και, στη συνέχεια, την επι-
λογή “Play/Pause”. Στην περίπτωση που η προβολή αυτού του βιβλίου στην οθόνη
γίνεται μέσω του αντίστοιχου αρχείου μορφής pdf, συνίσταται η χρήση του πρό-
γραμματος Adobe Reader.
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Σχήμα 7.12: Ταινίες των γραφικών παραστάσεων του Παραδείγματος 7.1 με α > 0
για τη μέθοδο upwind.


var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton2'){ocgs[i].state=false;}}
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Σχήμα 7.13: Ταινίες των γραφικών παραστάσεων του Παραδείγματος 7.2 με α > 0
για τη μέθοδο downwind.


var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton3'){ocgs[i].state=false;}}
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Σχήμα 7.14: Ταινίες των γραφικών παραστάσεων του Παραδείγματος 7.3 με α < 0
για τη μέθοδο downwind.


var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton4'){ocgs[i].state=false;}}
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Σχήμα 7.15: Ταινίες των γραφικών παραστάσεων του Παραδείγματος 7.4 με α > 0
για τη μέθοδο των Lax–Wendroff.


var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton5'){ocgs[i].state=false;}}
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7.5 Ασκήσεις

7.1 Δείξτε ότι οι μέθοδοι upwind και Lax–Wendroff δίνουν την ακριβή λύση για
λ = 1.

7.2 Θεωρούμε τη μέθοδο

(1 + λ)U j+1
i + (1− λ)U j+1

i−1 = (1− λ)U j
i + (1 + λ)U j

i−1,

για την επίλυση του προβλήματος (7.1), όπου με λ συμβολίζουμε τον λόγο αk
h .

(αʹ) Βρείτε το σφάλμα διακριτοποίησης αυτής της μεθόδου.
(βʹ) Ποια είναι η συνθήκη CFL για αυτή τη μέθοδο;
(γʹ) Αν για κάθε j η τιμήU j+1

0 είναι γνωστή, δείξτε ότι το σχήμα είναι άμεσο.
(δʹ) Είναι von Neumann ευσταθής;

7.3 Θεωρούμε τη μέθοδο

U j+1
i = U j−1

i − λ(U j
i+1 − U j

i−1),

για την επίλυση του προβλήματος (7.1), όπου με λ συμβολίζουμε τον λόγο αk
h .

(αʹ) Βρείτε το σφάλμα διακριτοποίησης αυτής της μεθόδου.
(βʹ) Ποια είναι η συνθήκη CFL για αυτή τη μέθοδο;
(γʹ) Αν για κάθε j η τιμήU j+1

0 είναι γνωστή, δείξτε ότι το σχήμα είναι άμεσο.
(δʹ) Δείξτε ότι είναι von Neumman ευσταθής για λ < 1 και ασταθής για

λ > 1;

7.4 Θεωρούμε τη μέθοδο

U j+1
i =

1

4
λ(λ−1)U j

i−2+
1

4
λ(5−λ)U j

i−1−
1

4
(λ−1)(λ+4)U j

i +
1

4
λ(λ−1)U j

i+1.

(αʹ) Βρείτε το σφάλμα διακριτοποίησης της μεθόδου.
(βʹ) Ποια είναι η συνθήκη CFL για αυτή τη μέθοδο;
(γʹ) Είναι η μέθοδος von Neumman ευσταθής;

7.5 Θεωρούμε ένα αριθμητικό σχήμα που χρησιμοποιεί τις τιμές U j+1
i , U j

i−1, U j
i

και U j−1
i−1 , για την προσέγγιση της λύσης της εξίσωσης (1.35).

(αʹ) Βρείτε το σχήμα, ώστε η μέθοδος να είναι συνεπής και το τοπικό σφάλμα
διακριτοποίησης να είναι δεύτερης τάξης ως προς h και πρώτης ως προς
k.
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(βʹ) Είναι η μέθοδος άμεση ή πεπλεγμένη;
(γʹ) Ποια είναι η συνθήκη CFL για αυτή τη μέθοδο;
(δʹ) Είναι von Neumann ευσταθής;

7.6 Θεωρούμε ένα αριθμητικό σχήμα που χρησιμοποιεί τις τιμέςU j+1
i+1 ,U j+1

i ,U j+1
i−1 ,

U j
i+1, U j

i και U j
i−1, για την προσέγγιση της λύσης της εξίσωσης (1.35).

(αʹ) Βρείτε το σχήμα, ώστε η μέθοδος να είναι συνεπής και το σφάλμα δια-
κριτοποίησης να είναι δεύτερης τάξης ως προς h και k.

(βʹ) Είναι η μέθοδος άμεση ή πεπλεγμένη;
(γʹ) Ποια είναι η συνθήκη CFL για αυτή τη μέθοδο;
(δʹ) Είναι von Neumann ευσταθής;
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Κεφάλαιο 8

Εξίσωση κύματος

Σε αυτό το κεφάλαιο θεωρούμε μια υπερβολική εξίσωση δεύτερης τάξεως, την εξί-
σωση του κύματος, στη μια διάσταση ως προς τον χώρο. Θα κατασκευάσουμε με-
θόδους πεπερασμένων διαφορών για το πρόβλημα αρχικών και συνοριακών τιμών
με ομογενείς συνθήκες Dirichlet. Στη συνέχεια, θα δείξουμε ιδιότητες ευστάθειας
καθώς και κατάλληλες συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί η μέθοδος για να είναι
ευσταθής. Τέλος, θα δείξουμε τη σύγκλιση της προσεγγιστικής λύσης στην ακριβή
λύση.

8.1 Μέθοδος των Courant, Friedrichs και Lewy

Θεωρούμε το ακόλουθο πρόβλημα: Ζητείται μια συνάρτηση u : [0, L]× [0, T ] →
R, τέτοια ώστε

utt(x, t) = α2uxx(x, t), x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],

u(0, t) = u(L, t) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = g0(x), x ∈ [0, L],

ut(x, 0) = g1(x), x ∈ [0, L],

(8.1)

όπου α,L > 0, g0, g1 ∈ C[0, L]. Είναι γνωστό, βλ. π.χ. (Ακρίβης & Αλικάκος,
2012), ότι η λύση του (8.1) δίνεται από τη σειρά

u(x, t) =
∞∑
n=1

[An cos(αλnt) +Bn sin(αλnt)] sin(λnx), με λn =
nπ

L
,

και An =
2

L

∫ L

0
g0(x) sin(λnx), Bn =

2

αnπ

∫ L

0
g1(x) sin(λnx).

149
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Θα θεωρήσουμε έναν φυσικό αριθμό N και τη διαμέριση του διαστήματος
[0, L] απόN+2 ισαπέχοντα σημεία 0 = x0 < x1 < · · · < xN < xN+1 = L, όπου
h = xi+1−xi, i = 0, . . . , N . Επίσης, θεωρούμε και έναν φυσικό αριθμόM και τη
διαμέριση του [0, T ] απόM +1 ισαπέχοντα σημεία 0 = t0 < t1 < · · · < tM = T ,
όπου k = tj+1−tj , j = 0, . . . ,M−1, βλ. Σχήμα 5.1. Τότε, σε κάθε σημείο (xi, t

j)
του διαμερισμού του [0, L]× [0, T ], θα ισχύει:

utt(xi, t
j) = α2uxx(xi, t

j), i = 1, . . . , N, j = 0, . . . ,M. (8.2)

Θα προσεγγίσουμε καταρχήν τις uxx και utt στα σημεία του διαμερισμού και
θα χρησιμοποιούμε τις προσέγγισεις δch,2u(xi, t

j) και δc,2u(xi, tj), αντίστοιχα, που
θεωρήσαμε στην (2.8). Έτσι, αν υποθέσουμε ότι ∂4u

∂x4 ,
∂4u
∂t4

∈ C([0, L] × [0, T ]),
λόγω της (2.11), η (8.2) γίνεται

u(xi, t
j+1)− 2u(xi, t

j) + u(xi, t
j−1)

k2

= α2u(xi+1, t
j)− 2u(xi, t

j) + u(xi−1, t
j)

h2
+ ηji ,

(8.3)

για i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M − 1, όπου

|ηji | ≤
k2

12
max
t∈[0,T ]

|∂
4u

∂t4
(xi, t)|+

α2h2

12
max

x∈[0,L]
|∂

4u

∂x4
(x, tj)|. (8.4)

Θα κατασκευάσουμε, λοιπόν, προσεγγίσεις U j
i της λύσης u του προβλήματος

(8.1) στα σημεία (xi, t
j), i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M , θεωρώντας τις ακόλουθες

εξισώσεις,

U j+1
i − 2U j

i + U j−1
i

k2
= α2U

j
i+1 − 2U j

i + U j
i−1

h2
,

για i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M − 1,

(8.5)

{
U j
0 = U j

N+1 = 0, j = 0, . . . ,M,

U0
i = g0(xi), i = 1, . . . , N.

(8.6)

Συμβολίζουμε τώρα με λ τον λόγο
αk

h
, οπότε η (8.5) γράφεται ως

U j+1
i = λ2U j

i+1 + 2(1− λ2)U j
i + λ2U j

i−1 − U j−1
i , (8.7)

για i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M −1. Παρατηρούμε ότι χρησιμοποιώντας την (8.7)
για να βρούμε την προσέγγιση στο χρονικό επίπεδο tj+1, χρειάζεται να γνωρίζουμε
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τις προσεγγίσεις στα χρονικά επίπεδα tj και tj−1. Έτσι ενώ, λόγω των (8.6), γνωρί-
ζουμε τιςU0

i , i = 0, . . . , N+1, για να βρούμε την προσέγγιση στο χρονικό επίπεδο
t2, χρειάζεται να γνωρίζουμε την προσέγγιση και στο χρονικό επίπεδο t1. Η οποία
όμως δεν είναι γνωστή και πρέπει να την προσδιορίσουμε με μια άλλη μέθοδο.

Αν υποθέσουμε ότι ∂3u
∂t3

∈ C([0, L] × [0, T ]), χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα
Taylor της u στα σημεία (xi, t

1), i = 1, . . . , N , έχουμε

u(xi, t
1) = u(xi, t

0) + kut(xi, 0) +
k2

2
utt(xi, 0) + η̂0i

= g0(xi) + α2kg1(xi) +
α4k2

2
uxx(xi, 0) + η̂0i ,

(8.8)

όπου
|η̂0i | ≤

k3

6
max
t∈[0,T ]

|∂
3u

∂t3
(xi, t)| (8.9)

Στη συνέχεια, αν ∂4

∂x4u ∈ C([0, L]× [0, T ]) και θεωρήσουμε την δch,2u(xi, 0),
βλ. (2.8), για να προσεγγίσουμε την uxx(xi, 0), για i = 1, . . . , N στην (8.8), λόγω
της (2.9), έχουμε

u(xi, t
1) = g0(xi) + α2kg1(xi) +

λ2

2
(u(xi+1, 0)− 2u(xi, 0) + u(xi−1, 0))

+ η̂0i + η̃0i

= g0(xi) + α2kg1(xi) +
λ2

2
(g(xi+1)− 2g(xi) + g(xi−1)) + η0i ,

(8.10)

όπου η0i = η̂0i + η̃0i και

|η̃0i | ≤
α4k2h2

24
max

x∈[0,L]
|∂

4u

∂x4
(x, 0)|. (8.11)

Λόγω τώρα των (8.4), (8.9) και (8.11), έχουμε ότι ισχύει το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 8.1. Έστω u η λύση του (8.1) με ∂4

∂x4u,
∂4

∂t4
u ∈ C([0, L]× [0, T ]). Τότε για

την ηji που δίνεται στην (8.3) και (8.10), έχουμε ότι υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη
των k και h, τέτοια ώστε

max
0≤j≤M−1

max
1≤i≤N

|ηji | ≤ C(k2 + h2). (8.12)

Επομένως, συμπληρώνουμε τις εξισώσεις (8.3) με τις ακόλουθες προσεγγίσεις
U1
i της λύσης u του προβλήματος (8.1) στα σημεία (xi, t

1), i = 0, . . . , N + 1, οι
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οποίες ικανοποιούν για i = 1, . . . , N ,

U1
i = g0(xi) + α2kg1(xi) +

λ2

2
(g0(xi+1)− 2g0(xi) + g0(xi−1))

=
λ2

2
g0(xi+1) + (1− λ2)g0(xi) +

λ2

2
g0(xi−1) + α2kg1(xi).

(8.13)

Στη συνέχεια, αν συμβολίσουμε με U j ∈ RN το διάνυσμα με συνιστώσες
U j
1 , . . . , U

j
N , U j = (U j

1 , . . . , U
j
N )T , μπορούμε να γράψουμε το σύστημα των εξι-

σώσεων (8.3) και (8.13) ισοδύναμα ως

U j+1 = AU j − U j−1, j = 1, . . . ,M − 1,

U1 =
1

2
AG0 + α2kG1, με U0 = G0,

(8.14)

όπου A είναι o N ×N πίνακας

A =


2(1− λ2) λ2 0 0

λ2 2(1− λ2) λ2 0

0
. . . . . . . . . 0

λ2 2(1− λ2) λ2

λ2 2(1− λ2)

 ,

και G0 = (g0(x1), . . . , g0(xN ))T και G1 = (g1(x1), . . . , g1(xN ))T .

tj+1

xi−1 xi xi+1

tj−1

tj

Σχήμα 8.1: Σημεία ενός πλέγματος για τον υπολογισμό της λύσης με τη μέθοδο
των Courant, Friedrichs και Lewy. Με άσπρο σημειώνουμε τα σημεία  που αντι-
στοιχούν σε άγνωστες τιμές της προσέγγισης και με μαύρο αυτά που αντιστοιχούν
σε γνωστές τιμές.
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Εύκολα παρατηρούμε ότι, χρησιμοποιώντας τη μέθοδο (8.3), η τιμή της προ-
σέγγισης στο σημείο (xi, t

j), εξαρτάται τελικά από τις τιμές στα σημεία (xi−j , 0),
. . . , (xi, 0), . . . , (xi+j , 0), βλ. Σχήμα 8.2. Άρα, το χωρίο υπολογιστικής εξάρτη-
σης της μεθόδου (8.14) για το (xi, t

j) είναι το διάστημα [xi−j , xi+j ] του x−άξονα.
Επίσης, λόγω της αναπαράστασης d’Alembert της ακριβούς λύσης u, βλ. (1.48), η
τιμή της u στο σημείο (xi, t

j) εξαρτάται από τις τιμές στα σημεία (xi − αtj) και
(xi + αtj). Επομένως για να ικανοποιείται η συνθήκη CFL για τη μέθοδο (8.14)
πρέπει τα σημεία xi ± αtj ∈ [xi − jh, xi + jh], δηλαδή λ ≤ 1.

xi+j

tj

xi−j xi

Σχήμα 8.2: Χωρίο εξάρτησης της προσεγγιστικής λύσης με τη μέθοδο των Courant,
Friedrichs και Lewy.

Όπως και για άλλες μεθόδους που είδαμε στις προηγούμενες παραγράφους για
να δείξουμε τη σύγκλιση της μεθόδου (8.14) χρειάζεται να εφαρμόσουμε παρόμοια
επιχειρήματα όπως αυτά της μεθόδου ενέργειας, βλ. Παράγραφο 3.4. Επομένως,
διατυπώνουμε το ακόλουθο θεωρήμα χωρίς απόδειξη, λόγω της πολυπλόκοτητας
αυτών των επιχειρημάτων, τα οποία δεν είναι στους σκοπούς αυτού του βιβλίου.

Θεώρημα 8.1. Έστω ότι η λύση u του προβλήματος (8.1) είναι αρκετά ομαλή και
U j
i , i = 1, . . . , N , j = 0, . . . ,M η λύση της μεθόδου των Courant, Friedrichs και

Lewy, (8.14). Τότε, αν 0 < λ ≤ 1, υπάρχει μια σταθερά C, ανεξάρτητη των k, h,
τέτοια ώστε

max
1≤j≤M

max
0≤i≤N+1

|U j
i − u(xi, t

j)| ≤ C(k2 + h2). (8.15)

Παράδειγμα 8.1. Θεωρούμε το πρόβλημα (8.1), με α = 1 και g0 που δίνεται από
την

g0(x) =


1

2
(1− cos(

2πx

c
)), 0 ≤ x ≤ c,

0, διαφορετικά,
(8.16)
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όπου 0 < c < 1 και g1(x) = −g′0(x). Μπορούμε να δούμε ότι η ακριβής λύση στο
[0, 1]× [0, T ], με T < 2− c δίνεται από τη συνάρτηση

u(x, t) =

{
g0(x− t), 0 ≤ x ≤ 1− c

g0(x− t)− g0(2− x− t), 1− c ≤ t ≤ 2− c.
(8.17)

Υποθέτουμε ότι c = 0.09 και T = 1.8 οπότε γιαN = 199, θέτουμεM = 330, 360
και 400. Συνεπώς, για M = 330 ο λόγος λ > 1, ενώ για M = 360 είναι λ = 1 και
για M = 400, λ < 1. Στο Σχήμα 8.3 βλέπουμε την ακριβή λύση u και τις προσεγ-
γίσεις με τη μέθοδο Courant, Friedrichs και Lewy, για t = 0, 0.1, 0.5, 0.9, 1.2 και
1.8. Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι για M = 330 η προσέγγιση δεν δίνει καλά αποτε-
λέσματα, το οποίο οφείλεται στο γεγονός ότι ο λόγος λ > 1, ενώ στις άλλες δύο
περιπτώσεις το σφάλμα είναι μικρό.

Παράδειγμα 8.2. Θεωρούμε το πρόβλημα (8.1) στο [−2, 2]× [0, 1], με α = 1 και

g(x) =

e
−

1

1− x2 , αν − 1 ≤ x ≤ 1,

0, διαφορετικά,

και g1 = 0. Μπορούμε να δούμε ότι η ακριβής λύση στο [−2, 2] × [0, 1] είναι η
u(x, t) = 1

2(g0(x + t) + g0(x − t)). Χρησιμοποιούμε τη μέθοδο των Courant,
Friedrichs και Lewy, όπου θεωρούμε διαμερίσεις του [0, 1] με k = 0.05, 0.025,
0.0125, 0.0063, 0.0031 και 0.0016 και του [−2, 2], με αντίστοιχο βήμα h, τέτοιο
ώστε k/h = 0.75. Στον Πίνακα 8.1 βλέπουμε το σφάλμα Ē = max0≤i≤N+1 |UM

i −
u(xi, t

M )| στο χρονικό επίπεδο tM = T = 1 και την προσεγγιστική τάξη ακρίβειας
p του σφάλματος.
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k Ē p

0.05 0.00640
0.025 0.00117 2.450
0.0125 0.00043 1.433
0.0063 0.00011 1.915
0.0031 0.00003 1.933
0.0016 0.00001 2.023

Πίνακας 8.1: Το σφάλμα Ē, στο χρονικό επίπεδo t = T = 1 που προκύπτει για το
Παράδειγμα 8.2 με τη μεθόδο των Courant, Friedrichs και Lewy με k/h = 0.75
και η κατά προσέγγιση τάξη ακρίβειας p.
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Σχήμα 8.3: Η ακριβής λύση u(x, t) του Παραδείγματος 8.1 και οι προσεγγίσεις της
για N = 199 και M = 330, 360, 400, με τη μέθοδο των Courant, Friedrichs και
Lewy για t = 0, 0.1, 0.5, 0.9, 1.2, 1.8.
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Θα μελετήσουμε τώρα την ευστάθεια von Neumann της μεθόδου των Courant,
Friedrichs και Lewy. Αν υποθέσουμε, λοιπόν, ότι οι U j

i = κjerxiI ικανοποιούν την
(8.7), έχουμε

κj+1erxiI =κj(λ2erxi+1I + 2(1− λ2)erxiI) + λ2erxi−1I)− κj−1erxiI .

Χρησιμοποιώντας τώρα τις (5.23) και (5.18) έχουμε,

κ2 =κ(λ2erhI + 2(1− λ2) + λ2e−rhI)− 1

=κ(2λ2 cos(rh) + 2(1− λ2))− 1

= 2κ(1− 2λ2 sin2(
rh

2
))− 1.

Από το οποίο προκύπτει

κ2 − 2κσ + 1 = 0, με σ = (1− 2λ2 sin2(
rh

2
)). (8.18)

Συνεπώς
κ = σ ±

√
σ2 − 1.

Εύκολα βλέπουμε ότι αν σ2 > 1, τότε υπάρχει μια ρίζα της (8.18) με |κ| > 1, και
αν σ2 ≤ 1 τότε ότι |κ|2 = 1. Συνεπώς, για να ισχύει ότι σ2 ≤ 1, αρκεί λ ≤ 1. Άρα,
η (8.7) είναι von Neumann ευσταθής, αν λ ≤ 1.

8.2 Άλλες μέθοδοι και προβλήματα

Ακολουθώντας παρόμοια βήματα όπως στα Κεφάλαια 3 και 5 μπορούμε να θεωρή-
σουμε και άλλες μεθόδους πεπλεγμένες ή άμεσες για την επίλυση του (8.1) καθώς
και προβλημάτων με συνοριακές συνθήκες τύπου Neumann ή άλλες. Για πιο λεπτο-
μερή παρουσιάση παραπέμπουμε τον αναγνώστη στα (Iserles, 2009· Richtmyer &
Morton, 1967· Morton & Mayers, 2005· Strikwerda, 2004).

8.3 Ταινίες γραφικών παραστάσεων

Σε αυτή την παράγραφο εμφανίζονται ταινίες με τις γραφικές παραστάσεις που πα-
ρουσιάστηκαν στα Παραδείγματα 8.1 και 8.2 για τη μεθόδο των Courant, Friedrichs
και Lewy. Η προβολή των ταινιών στην οθόνη του H/Y μπορεί να γίνει, αν μετα-
κινήσουμε τον κέρσορα (δείκτη) της οθόνης και επιλέξουμε, π.χ. με τη χρήση του
“ποντίκιου”, το αντίστοιχο παράδειγμα και, στη συνέχεια, την επιλογή “Play/Pause”.
Στην περίπτωση που η προβολή αυτού του βιβλίου στην οθόνη γίνεται μέσω του
αντίστοιχου αρχείου μορφής pdf, συνίσταται η χρήση του πρόγραμματος Adobe
Reader.
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Σχήμα 8.4: Ταινίες των γραφικών παραστάσεων του Παραδείγματος 8.1 με τη μέ-
θοδο των Courant, Friedrichs και Lewy.


var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton6'){ocgs[i].state=false;}}
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Σχήμα 8.5: Ταινίες των γραφικών παραστάσεων του Παραδείγματος 8.2 με τη μέ-
θοδο των Courant, Friedrichs και Lewy.


var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton7'){ocgs[i].state=false;}}
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8.4 Ασκήσεις

8.1. Δείξτε ότι το αριθμητικό σχήμα

4
U j+1
i − 2U j

i + U j−1
i

k2
= α2

(U j+1
i+1 − 2U j+1

i + U j+1
i−1

h2

+ 2
U j
i+1 − 2U j

i + U j
i−1

h2
+
U j−1
i+1 − 2U j−1

i + U j−1
i−1

h2
)
,

για i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M − 1,

προσεγγίζει την εξίσωση του κύματος (8.1) και το τοπικό σφάλμα διακριτο-
ποιήσης ηji , ικανοποιεί

|ηji | ≤ C(k2 + h2),

με C ανεξάρτητη των k και h.

8.2. Κατασκευάστε ένα αριθμητικό σχήμα για να προσεγγίσετε τη λύση της δια-
φορικής εξίσωσης

utt(x, t) + utx = α2uxx(x, t), x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],

u(0, t) = u(L, t) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = g0(x), x ∈ [0, L],

ut(x, 0) = g1(x), x ∈ [0, L].

Βρείτε το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης. Είναι von Neumann ευσταθές;
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Κεφάλαιο 9

Πεπερασμένες διαφορές για την
ελλειπτική εξίσωση στις δύο
διαστάσεις

Σε αυτό το κεφάλαιο θεωρούμε μια απλή ελλειπτική εξίσωση, στις δύο διαστά-
σεις. Θα κατασκευάσουμε μεθόδους πεπερασμένων διαφορών για το πρόβλημα
συνοριακών τιμών με ομογενείς συνοριακές συνθήκες Dirichlet. Στη συνέχεια, θα
δείξουμε ιδιότητες ευστάθειας, καθώς και κατάλληλες συνθήκες που πρέπει να ικα-
νοποιεί η μέθοδος για να είναι ευσταθής. Τέλος, θα δείξουμε τη σύγκλιση της προ-
σεγγιστικής λύσης στην ακριβή λύση.

9.1 Ελλειπτική εξίσωση

Θεωρούμε το ακόλουθο πρόβλημα: Ζητείται μια συνάρτηση u : Ω = (0, 1) ×
(0, 1) → R, τέτοια ώστε

−(uxx(x, y) + uyy(x, y)) + q(x, y)u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω,
(9.1)

όπου q, f ∈ C(Ω) και q(x, y) ≥ 0, για κάθε (x, y) ∈ Ω. Στη συνέχεια, θα συμβο-
λίζουμε με qmin = min(x,y)∈Ω q(x, y).

Θεωρούμε και πάλι έναν φυσικό αριθμόN και διαμερίζουμε το διάστημα [0, 1]
σε N + 2 ισαπέχοντα σημεία 0 = x0 < x1 < · · · < xN < xN+1 = 1, όπου
h = xi+1 − xi, i = 0, . . . , N . Επίσης θέτουμε yi = xi, i = 0, . . . , N + 1 και τότε
τα σημεία (xi, y

j), i, j = 0, . . . , N +1 δημιουργούν έναν διαμερισμό του Ω. Τότε,

161
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σε κάθε σημείο του διαμερισμού (xi, y
j), i, j = 1, . . . , N , θα ισχύει:

− (uxx(xi, y
j) + uyy(xi, y

j)) + q(xi, y
j)u(xi, y

j) = f(xi, y
j), (9.2)

για i, j = 1, . . . , N. Θα κατασκευάσουμε όπως και στα προηγούμενα κεφάλαια
προσεγγίσεις U j

i των τιμών u(xi, yj), i, j = 0, . . . , N + 1. Λόγω των ομογενών
συνοριακών συνθηκών Dirichlet, θέτουμε U j

0 = U j
N+1 = U0

i = UN+1
i = 0,

i, j = 0, . . . , N + 1. Για την κατασκευή των υπολοίπων U j
i θα προσεγγίσουμε τις

uxx(xi, y
j) και uyy(xi, yj) στην (9.2) με την δch,2u(xi, y

j), θεωρώντας την πεπε-
ρασμένη διαφορά τη μία φορά ως προς τη μεταβλητή x και την αλλή ως προς τη
μεταβλητή y, βλ. (2.8). Στο Σχήμα 9.1, βλέπουμε ένα παράδειγμα πλέγματος ση-
μείων, όπου σημειώνουμε τα σημεία των άγνωστων ή γνωστών τιμών της λύσης
u του (9.1). Έτσι, αν υποθέσουμε ότι ∂4u

∂x4 ,
∂4u
∂y4

∈ C(Ω), λόγω της (2.11), η (9.2)
γίνεται,

−
(u(xi+1, y

j)− 2u(xi, y
j) + u(xi−1, y

j)

h2

+
u(xi, y

j+1)− 2u(xi, y
j) + u(xi, y

j−1)

h2

)
+ q(xi, y

j)u(xi, y
j)

= f(xi, y
j) + ηji , i, j = 1, . . . , N,

(9.3)

όπου

|ηji | ≤
h2

12
( max
(x,y)∈Ω

|∂
4u

∂x4
u(x, y)|+ max

(x,y)∈Ω
|∂

4u

∂y4
u(x, y)|). (9.4)

Σχήμα 9.1: Τα σημεία (xi, y
j) του χωρίου Ω. Σημειώνουμε με άσπρο κύκλο τα

σημεία όπου αναζητούμε τις τιμές U j
i και με έντονο μαύρο τα σημεία που αντι-

στοιχούν στις γνωστές συνοριακές τιμές.



9.1. ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ 163

Θεωρούμε λοιπόν τις προσεγγίσεις U j
i της u(xi, yj), i, j = 1, . . . , N , οι οποίες

θα ικανοποιούν τις ακόλουθες εξισώσεις

−
(U j

i+1 − 2U j
i + U j

i−1

h2
+
U j+1
i − 2U j

i + U j−1
i

h2

)
+ q(xi, y

j)U j
i

= f(xi, y
j), i, j = 1, . . . , N.

(9.5)

Στο Σχήμα 9.2 φαίνεται ένα παράδειγμα πλέγματος όπου σημειώνουμε τις άγνω-
στες τιμές της προσέγγισης σύμφωνα με τη μέθοδο (9.5).

yj+1

xi−1 xi xi+1

yj−1

yj

Σχήμα 9.2: Σημεία ενός πλέγματος για τον υπολογισμό της λύσης με τη μέθοδο
(9.5). Με άσπρο σημειώνουμε τα σημεία που αντιστοιχούν σε άγνωστες τιμές της
προσέγγισης.

Επομένως, αν συμβολίσουμε μεU ∈ RN2 το διάνυσμα με συνιστώσεςU1
1 , . . . ,

U1
N , U

2
1 , . . . , U2

N , . . . , U
N
1 , . . . , U

N
N , U = (U1

1 , . . . , U
1
N , U

2
1 , . . . , U

2
N , . . . , U

N
1 ,

. . . , UN
N )T , μπορούμε να γράψουμε τις εξισώσεις (9.5) ως γραμμικό σύστημα

AU = h2F,

όπου F = (f(x1, y
1), . . . , f(xN , y

1), f(x1, y
2), . . . , f(xN , y

2), . . . , f(x1, yN ),
. . . , f(xN , yN ))T .

Για να κατανοήσουμε τη δομή του πίνακα A, θεωρούμε την περίπτωση q = 0
και παρατηρούμε ότι για i = 1, . . . , N και j = 1 οι εξισώσεις (9.5) γίνονται

− (U1
i+1 − 4U1

i + U1
i−1 + U j+1

i ) = h2f(xi, y
j), i = 1, . . . , N. (9.6)
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Επομένως, οι N πρώτες γραμμές του πίνακα Α είναι
4 −1 0 0 | 1 0 0 0 | 0 0
−1 4 −1 0 0 | 0 1 0 0 | 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . 0 | 0

. . . 0 | 0 . . . 0
−1 4 −1 | 0 0 1 0 | 0 0

−1 4 | 0 0 1 | 0 0


︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸

N στήλες N στήλες N2 − 2N στήλες

(9.7)

Συμβολίζουμε με B τον N ×N πίνακα

B =


4 −1 0 0
−1 4 −1 0 0

0
. . . . . . . . . 0

−1 4 −1
−1 4


και με I τον μοναδιαίο N × N πίνακα, και λόγω των εξισώσεων (9.5) για i =
1, . . . , N και j = 2, οι N + 1 έως 2N γραμμές του πίνακα Α είναι | | | 0 0 0

I | B | I | 0 0 0
| | | 0 0 0


︸ ︷︷ ︸
N2 − 3N στήλες

(9.8)

Οπότε, ο πίνακας A έχει τη μορφή

A =


B I 0 0
I B I 0

0
. . . . . . . . .
I B I

I B

 , (9.9)

ο οποίος δεν έχει αυστηρά κυριαρχική διαγώνιο, είναι όμως αντιστρέψιμος. Αν
υποθέσουμε τώρα ότι q ̸= 0 και ότι qmin ≥ 0, τότε το γραμμικό σύστημα που
προκύπτει από τις (9.5) είναι

(A+ h2Q)U = h2F, (9.10)
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A,U καιF όπως παραπάνω καιQ ένας διαγώνιοςN2×N2 πίνακας με στοιχεία στη
διαγώνιο q(x1, y1), . . . , q(xN , y1), q(x1, y2), . . . , q(xN , y2), . . . , q(x1, yN ), . . . ,
q(xN , y

N ). Είναι απλό να δούμε ότι ο πίνακαςA+h2Q έχει όμοια μορφή με αυτή
της (9.9), διότι αλλάζουν μόνο τα διαγώνια στοιχεία και έχει αυστηρά κυριαρχική
διαγώνιο, αν qmin > 0.

Επομένως, μπορούμε να επιλέξουμε μια άμεση μέθοδο, όπως είναι αυτή της
απαλοιφής Gauss, για να λύσουμε το γραμμικό σύστημα (9.10), βλ. π.χ. (Ακρίβης
& Δουγαλής, 2015). Ο πίνακας του γραμμικού συστήματος (9.10) είναι μεγάλος
σε διάσταση και είναι και αραιός, έχει δηλαδή πολλά μηδενικά στοιχεία. Λόγω
της (9.6), μπορούμε να δούμε ότι κάθε γραμμή του πίνακα A έχει το πολύ 5 μη-
μηδενικά στοιχεία. Στην πράξη, δεν επιλέγουμε τη μέθοδο απαλοιφής Gauss για
την αριθμητική επίλυση μεγάλων αραιών γραμμικών συστημάτων, αλλά άλλες με-
θόδους όπως είναι οι επαναληπτικές μέθοδοι, Jacobi, Gauss-Seidel, SOR και άλλες,
βλ. π.χ. (Ακρίβης & Δουγαλής, 2015· Strikwerda, 2004).

9.2 Σύγκλιση

Σε αυτήν την παράγραφο θα δείξουμε ότι οι συνιστώσες του διανύσματος U που
αποτελεί τη λύση του γραμμικού συστήματος (9.10) προσεγγίζουν τις αντίστοι-
χες συνιστώσες του διανύσματος της ακριβούς λύσης u, (u(x1, y1),. . . ,u(xN , y1),
u(x1, y

2), . . . ,u(xN , y2), . . . ,u(x1, yN ),. . . ,u(xN , yN ))T .
Με ανάλογο τρόπο όπως για το αντίστοιχο πρόβλημα στη μια διάσταση που

είδαμε στο Κεφάλαιο 3 δείχνουμε την ευστάθεια και σύγκλιση της μεθόδου (9.5).

Θεώρημα 9.1. Έστω U ∈ RN η λύση του προβλήματος (9.5), με U j
0 = U j

N+1 =

U0
i = UN+1

i = 0 και qmin > 0. Τότε, ισχύει η ακόλουθη ανισότητα

max
0≤i,j≤N+1

|U j
i | ≤ C max

(x,y)∈Ω
|f(x, y)|. (9.11)

Απόδειξη. Για να δείξουμε αυτό το θεώρημα βασιζόμαστε στην αντίστοιχη από-
δειξη του Θεωρήματος 3.1. Επομένως, γράφουμε τη σχέση (9.5) στη μορφή

(4 + h2q(xi))U
j
i = U j

i+1 + U j
i−1 + U j+1

i + U j−1
i + h2f(xi, y

j), 1 ≤ i, j ≤ N.

Στη συνέχεια, επειδή qmin > 0, έχουμε

(4 + h2qmin)|U j
i | ≤ 4 max

0≤i,j≤N+1
|Ui|+ h2 max

(x,y)∈Ω
|f(x, y)|,

από την οποία εύκολα προκύπτει η ζητούμενη εκτίμηση (9.11).

Στη συνέχεια, δείχνουμε τη σύγκλιση της μεθόδου (9.5).
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Θεώρημα 9.2. Έστω ότι η λύση u του προβλήματος (9.1) είναι αρκετά ομαλή, u ∈
C4(Ω). Τότε, αν qmin = min(x,y)∈Ω q(x, y) > 0, υπάρχει μια σταθεράC, ανεξάρτητη
του h, τέτοια ώστε

max
0≤i,j≤N+1

|U j
i − u(xi, y

j)| ≤ Ch2. (9.12)

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει με ανάλογο τρόπο όπως και η αντίστοιχη του
Θεωρήματος 3.2. Θέτουμε Ej

i = U j
i − u(xi, y

j), i, j = 0, . . . , N + 1, όπου λόγω
των σχέσεων U j

0 = U j
N+1 = U0

i = UN+1
i = 0, έχουμε Ej

0 = Ej
N+1 = E0

i =

EN+1
i = 0. Αφαιρούμε κατά μέλη τις (9.5) και (9.3), οπότε παίρνουμε για i, j =

1, . . . , N ,

(4 + q(xi, y
j)h2)Ej

i = Ej+1
i + Ej−1

i + Ej
i+1 + Ej

i−1 + h2ηji , (9.13)

όπου, λόγω του Λήμματος 2.2, έχουμε ότι

max
1≤i≤N

|ηi| ≤
h2

12
max
a≤x≤b

|u(4)(x)|. (9.14)

Θέτουμε τώρα Ē = max1≤i≤N |Ei|, η̄ = max1≤i≤N |ηi| και επειδή qmin > 0 από
την (3.22) προκύπτει

(2 + qminh
2)|Ei| ≤ 2Ē + h2η̄.

Συνεπώς
qminh

2 max
1≤i≤N

|Ei| ≤ h2η̄,

η οποία λόγω της (9.14) δίνει τη ζητούμενη ανισότητα.

Παρατήρηση 9.1. Η υπόθεση ότι qmin > 0 στο Θεώρημα 9.2 γίνεται για καθαρά
τεχνικούς λόγους που αφορούν την απόδειξη του θεωρήματος. Χρησιμοποιώντας
παρόμοια επιχειρήματα όπως αυτά της μεθόδου ενέργειας στη Παράγραφο 3.4 μπο-
ρούμε να δείξουμε ανάλογα αποτελέσματα όπως αυτό του Θεωρήματος 9.2, βλ. π.χ.
(Larsson & Thomée, 2009).

9.3 Άλλες μέθοδοι και προβλήματα

Σε αυτό το κεφάλαιο θεωρήσαμε ότι το χωρίο Ω είναι τετραγωνικό και ότι η διαμέ-
ριση είναι ομοιόμορφη. Παρόμοια αποτελέσματα, όμως, ισχύουν και σε άλλα τε-
τράπλευρα χωρία και για μη ομοιόμορφους διαμερισμούς καθώς και για άλλες συ-
νοριακές συνθήκες όπως π.χ. Neumann ή Robin, βλ. (Holmes, 2007· Iserles, 2009·
Knabner & Angermann, 2003· Larsson & Thomée, 2009· Morton & Mayers, 2005·
Jovanović & Süli, 2014· Strikwerda, 2004).
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9.4 Ασκήσεις

9.1. Θεωρήστε έναν διαμερισμό του [0, 1] σεN+2 σημεία με βήμαh = 1/(N+1),
xi = ih, i = 0, . . . , N + 1, και άλλον έναν σε M + 2 σημεία με βήμα
k = 1/(M + 2), yj = jk, j = 0, . . . ,M + 1. Για τον διαμερισμό του
[0, 1] × [0, 1] στα σημεία (xi, y

j), i = 1, . . . , N , j = 1, . . . ,M , διατυπώστε
την αριθμητική μέθοδο για την προσέγγιση της λύσης u της (9.1) με τοπικό
σφάλμα διακριτοποίησης ηji

|ηji | ≤ C(k2 + h2),

όπου C σταθερά ανεξάρτητη των k, h.

9.2. Θεωρήστε έναν διαμερισμό του [0, 1] σεN+2 σημεία με βήμαh = 1/(N+1),
xi = yi = ih, i = 0, . . . , N + 1. Για τον διαμερισμό του [0, 1] × [0, 1] στα
σημεία (xi, y

j), i, j = 1, . . . , N , διατυπώστε μια αριθμητική μέθοδο για τη
προσέγγιση της λύσης u του προβλήματος

−(uxx(x, y) + uyy(x, y)) + aux(x, y) + buy(x, y) + cu(x, y)

= f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω,

με a, b, c ≥ 0 σταθερές, με τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης ηji

|ηji | ≤ Ch2,

όπου C σταθερά ανεξάρτητη του h.

9.3. Θεωρήστε έναν διαμερισμό του [0, 1] σεN+2 σημεία με βήμαh = 1/(N+1),
xi = yi = ih, i = 0, . . . , N + 1. Για τον διαμερισμό του [0, 1] × [0, 1] στα
σημεία (xi, y

j), i, j = 0, . . . , N + 1, διατυπώστε μια αριθμητική μέθοδο για
τη προσέγγιση της λύσης u του προβλήματος

−(uxx(x, y) + uyy(x, y)) + u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

ux(0, y) = ux(1, y) = 0, για y ∈ (0, 1),

uy(x, 0) = uy(0, 1) = 0, για x ∈ (0, 1),

Ποιο είναι το τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης ηji ;
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Κεφάλαιο 10

Πεπερασμένα στοιχεία στις
πολλές διαστάσεις

Σε αυτή την παράγραφο θα μελετήσουμε τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων για
τη διακριτοποίηση μιας διαφορικής εξίσωσης στις πολλές διαστάσεις. Πιο συγκε-
κριμένα, θα θεωρήσουμε την ελλειπτική εξίσωση σε ένα χωρίο Ω ⊂ Rd, d = 2,
3 και θα τη διακριτοποιήσουμε χρησιμοποιώντας τη μέθοδο πεπερασμένων στοι-
χείων. Στη συνέχεια, θα θεωρήσουμε την εξίσωση της θερμότητας στο [0, T ]×Ω,
όπου T > 0, Ω ⊂ Rd, και θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο πεπερασμένων στοι-
χείων για τη διακριτοποίηση της διαφορικής εξίσωσης ως προς τη χωρική μετα-
βλητή στο Ω. Στη συνέχεια, θα διακριτοποιήσουμε και ως προς τη χρονική με-
ταβλήτη στο [0, T ], χρησιμοποιώντας μια από τις μεθόδους που θεωρήσαμε στα
προηγούμενα κεφάλαια για την εξισώση της θερμότητας.

10.1 Μεταβολικό πρόβλημα

Στην παράγραφο αυτή θα υποθέσουμε ότι το Ω είναι ένα φραγμένο χωρίο στον
Rd, d ≥ 2, με σύνορο ∂Ω και θα θεωρήσουμε προβλήματα συνοριακών τιμών για
ελλειπτικές μερικές διαφορικές εξισώσεις. Τυπικά παραδείγματα ελλειπτικών με-
ρικών διαφορικών εξισώσεων αποτελούν, για παράδειγμα, η εξίσωση του Laplace
∆u = 0 και η εξίσωση του Poisson −∆u = f , όπου για u : Rd → R, x =
(x1, . . . , xd)

T , συμβολίζουμε ∆u =
∑d

i=1
∂2u
∂x2

i
. Γενικότερα, θεωρούμε τη μερική

διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης

−
d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u(x)

∂xj

)
+ a0(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω, (10.1)

169
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όπου aij ∈ C1(Ω̄), i, j = 1, . . . , d και με Ω̄ συμβολίζουμε τη κλειστότητα του Ω,
Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω. Επίσης, υποθέτουμε ότι aij = aji, i, j = 1, . . . , d και ότι ο πίνακας
A = [aij ]

d
i,j=1 είναι ομοιόμορφα θετικά ορισμένος, δηλαδή υπάρχει σταθερά c >

0, τέτοια ώστε

d∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ c

d∑
i=1

ξ2i , ∀x ∈ Ω̄, ξ ∈ Rd. (10.2)

Υποθέτουμε, επίσης, ότι f, a0 ∈ C(Ω̄) και ότι a0 ≥ 0 στο Ω̄. Η συνθήκη (10.2)
καλείται συνθήκη της ομοιόμορφης ελλειπτικότητας και η εξίσωση (10.1) ελλειπτική
εξίσωση. Σε προβλήματα συνοριακών τιμών, η εξίσωση (10.1) συνοδεύεται, συνή-
θως, από μια από τις παρακάτω συνοριακές συνθήκες, στο σύνορο του Ω, ∂Ω, όπου
g είναι μια δοσμένη συνάρτηση:

αʹ. αν u = g στο ∂Ω, τότε η συνοριακή συνθήκη είναι τύπου Dirichlet,

βʹ. αν
∑d

i,j=1 aij
∂u
∂xi
νj = g στο ∂Ω, όπου ν = (ν1, . . . , νd)

T το μοναδιαίο
εξωτερικό κάθετο διάνυσμα στο ∂Ω, τότε η συνοριακή συνθήκη είναι τύπου
Neumann,

γʹ. και αν
∑d

i,j=1 aij
∂u
∂xi
νj + σu = g στο ∂Ω, όπου σ ≥ 0 στο ∂Ω, τότε η

συνοριακή συνθήκη είναι τύπου Robin.

Ξεκινούμε με τη μελέτη του ελλειπτικού προβλήματος με ομογενείς συνορια-
κές συνθήκες τύπου Dirichlet, δηλαδή,

−
d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+ a0(x)u = f(x), x ∈ Ω, (10.3)

u = 0, x ∈ ∂Ω, (10.4)

όπου οι aij , a0 και f είναι όπως και στην (10.1). Όπως και στο Κεφάλαιο 4 για το
πρόβλημα των δύο σημείων, θα γενικεύσουμε την έννοια της λύσης του προβλή-
ματος (10.3)–(10.4) εξασθενώντας τις προφανείς συνθήκες ομαλότητας που πρέ-
πει να ικανοποιεί. Συγκεκριμένα, θα λέμε ότι μια συνάρτηση u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)
η οποία ικανοποιεί τις (10.3) και (10.4) ονομάζεται κλασική λύση. Από τη θεωρία
των μερικών διαφορικών εξισώσεων, δείτε για παράδειγμα (Gilbarg & Trudinger,
1983), προκύπτει ότι αν το ∂Ω είναι αρκετά ομαλό και οι συναρτήσεις aij , a0 και f
ικανοποιούν τις παραπάνω συνθήκες ομαλότητας και τη συνθήκη ομοιόμορφης ελ-
λειπτικότητας (10.2), τότε το πρόβλημα (10.3)–(10.4) έχει μοναδική κλασική λύση.
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Στη συνέχεια, θα συμβολίζουμε με Cκ
0 (Ω), Cκ

0 (Ω) = {v ∈ Cκ(Ω) : v =
0 στο ∂Ω}. Αν τώρα u είναι η κλασική λύση του (10.3)–(10.4), τότε για κάθε v ∈
C1
0 (Ω) έχουμε

−
d∑

i,j=1

∫
Ω

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u(x)

∂xj

)
v(x) dx+

∫
Ω
a0(x)u(x)v(x) dx

=

∫
Ω
f(x)v(x) dx.

Ολοκληρώνοντας κατά μέρη το αριστερό μέλος της προηγούμενης σχέσης και χρη-
σιμοποιώντας το γεγονός ότι v = 0 στο ∂Ω, λαμβάνουμε για κάθε v ∈ C1

0 (Ω),

d∑
i,j=1

∫
Ω
aij(x)

∂u(x)

∂xj

∂v(x)

∂xi
dx+

∫
Ω
a0(x)u(x)v(x) dx

=

∫
Ω
f(x)v(x) dx.

(10.5)

Για την ισχύ της (10.5) δεν είναι απαραίτητο να υποθέσουμε ότι u ∈ C2(Ω).
Αρκεί, για παράδειγμα, η u όσο και οι μερικές παράγωγοί ∂u

∂xi
, i = 1, . . . , d, να

είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμες συναρτήσεις και, επιπλέον η u να μηδενίζεται
στο σύνορο του Ω. Η περαιτέρω γενίκευση του χαρακτηρισμού της λύσης του προ-
βλήματος (10.3)–(10.4) απαιτεί στοιχεία συναρτησιακής ανάλυσης τα οποία θα πα-
ρουσιάσουμε εν συντομία και παραπέμπουμε τον ενδιαφερόμενο αναγνώστη στα
βιβλία (Adams, 1975· Brezis, 1997· Royden, 1988).

Οι χώροι Sobolev

Θα περιοριστούμε σε πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στο χωρίο Ω οι οποίες
είναι ολοκληρώσιμες με την έννοια του Lebesgue, βλ. π.χ. (Brezis, 1997· Royden,
1988). Θα συμβολίζουμε με ∫

Ω
f(x) dx,

το ολοκλήρωμα Lebesgue της συνάρτησης f στο χωρίο Ω. Αν μια συνάρτηση f
είναι Riemann ολοκληρώσιμη, τότε το ολοκλήρωμα Lebesgue της f ταυτίζεται με
το ολοκλήρωμα Riemann της f . Επίσης, ορίζουμε την ακόλουθη νόρμα

∥f∥Lp(Ω) =


(∫

Ω
|f(x)|p dx

)1/p

, για 1 ≤ p <∞,

inf{C : |f(x)| ≤ C : σχεδόν παντού στο Ω}, για p = ∞.
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Οι χώροι Lebesgue ορίζονται τώρα ως εξής:

Lp(Ω) = {f : ∥f∥Lp(Ω) <∞}.

Στη συνέχεια, για χάριν συντομίας, θα παραλείπουμε τοn δείκτηL2(Ω) και θα γρά-
φουμε ∥ · ∥ = ∥ · ∥L2(Ω). Στον χώρο L2(Ω) μπορούμε να ορίσουμε το ακόλουθο
εσωτερικό γινόμενο ως εξής:

(u, v) =

∫
Ω
u(x)v(x) dx.

Για μια παραγωγίσιμη συνάρτηση v στο Ω, έχουμε∫
Ω
v(x)

∂ϕ(x)

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂v(x)

∂xi
ϕ(x) dx, 1 ≤ i ≤ d, ∀ϕ ∈ C1

0 (Ω).

Θα γενικέυσουμε την έννοια της μερικής παραγώγου μιας συνάρτησης με τον ακό-
λουθο τρόπο. Θα λέμε ότι v έχει ασθενείς μερικές παραγώγους, αν υπάρχουν συ-
ναρτήσεις gi, i = 1, . . . , d, τέτοιες ώστε∫

Ω
v
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω
giϕdx, 1 ≤ i ≤ d, ∀ϕ ∈ C1

0 (Ω).

Αν η συνάρτηση v ∈ C1(Ω̄), τότε οι ασθενείς μερικές παράγωγοι ταυτίζονται με
την κλασική μερική παράγωγο ∂v

∂xi
. Όταν υπάρχει η ασθενής μερική παράγωγος

μιας συνάρτησης v, θα την συμβολίζουμε και πάλι με ∂v
∂xi

.
Με όμοιο τρόπο τώρα ορίζουμε και την ασθενή μερική παράγωγο Dαv, όπου

Dαv =
∂|α|v

∂xα1
1 . . . ∂xαd

d

.

με α έναν πολυδείκτη α = (α1, . . . , αd). Έτσι Dαv είναι η ασθενής παράγωγος
της v, αν∫

Ω
vDαϕdx = (−1)|α|

∫
Ω
Dαvϕ dx, 1 ≤ i ≤ d, ∀ϕ ∈ C

|α|
0 (Ω).

Ορίζουμε τώρα τον χώρο Sobolev Hk(Ω) ως τον χώρο των συναρτήσεων v
όπου όλες οι ασθενείς παράγωγοι μέχρι τάξεως k ανήκουν στον L2(Ω),

Hk(Ω) = {v ∈ L2(Ω) : D
αv ∈ L2(Ω) για |α| ≤ k}.

Επίσης, θεωρούμε το εσωτερικό γινόμενο (v, w)k και την αντίστοιχη νόρμα ∥v∥k

(v, w)k = (v, w)Hk =
∑
|α|≤k

(Dαv,Dαw) ,



10.1. ΜΕΤΑΒΟΛΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 173

∥v∥k = ∥v∥Hk = (v, v)
1/2
k =

∑
|α|≤k

∥Dαv∥2
1/2

.

Σημειώνουμε ακόμα ότι αν v ∈ L2(Ω), τότε ο περιορισμός της v σύνορο ∂Ω
του χωρίου Ω δεν είναι μια καλά ορισμένη συνάρτηση. Φυσικά, αν v ∈ C(Ω̄),
τότε η v μπορεί να ορισθεί στο ∂Ω. Μπορούμε να δείξουμε, βλ. π.χ. (Adams, 1975·
Brezis, 1997), ότι αν v ∈ H1(Ω) και το ∂Ω είναι ομαλό ή πολυγωνικό, τότε ο
περιορισμός της v στο ∂Ω είναι μια καλά ορισμένη συνάρτηση.

Θα συμβολίζουμε στη συνέχειαH1
0 (Ω) τον χώρο των συναρτήσεων τουH1(Ω)

που μηδενίζονται στο σύνορο ∂Ω,

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v

∣∣
∂Ω

= 0}.

Επιστρέφοντας τώρα στη σχέση (10.5) παρατηρούμε ότι μπορούμε να γενικεύ-
σουμε την έννοια της λύσης του προβλήματος συνοριακών τιμών (10.3) υποθέτο-
ντας ότι u ∈ L2(Ω) και ∂u

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, . . . , d. Μια και η u πρέπει να ικανο-

ποιεί την ομογενή συνοριακή συνθήκη Dirichlet, είναι φυσικό να θεωρήσουμε το
παρακάτω πρόβλημα: Να βρεθεί u ∈ H1

0 (Ω), τέτοια ώστε

d∑
i,j=1

(aij
∂u

∂xj
,
∂v

∂xi
) + (a0u, v) = (f, v), ∀ v ∈ H1

0 (Ω). (10.6)

Στη συνέχεια, εισάγουμε τη διγραμμική μορφή a : H1(Ω)×H1(Ω) → R,

a(v, w) =

d∑
i,j=1

(aij
∂v

∂xj
,
∂w

∂xi
),+(a0v, w), ∀ v, w ∈ H1(Ω) (10.7)

και το γραμμικό συναρτησιακό l : L2(Ω) → R,

l(v) = (f, v) ∀ v ∈ L2(Ω). (10.8)

Με το συμβολισμό αυτό, το πρόβλημα (10.6) γράφεται: Να βρεθεί u ∈ H1
0 (Ω),

τέτοια ώστε
a(u, v) = l(v) ∀ v ∈ H1

0 (Ω). (10.9)

Η εξίσωση (10.6) (ή (10.9)) ονομάζεται ασθενής ή μεταβολική μορφή του προβλή-
ματος συνοριακών τιμών (10.3)–(10.4) και η λύση του ασθενής λύση.

Αν σε έναν γραμμικό χώρο V με εσωτερικό γινόμενο (·, ·)V κάθε ακολουθία
Cauchy {vn}∞n=1 ⊂ V είναι συγκλίσουσα σε ένα στοιχείο v ∈ V , ως προς τη
νόρμα ∥ · ∥V που παράγεται από το (·, ·)V , τότε ο χώρος καλείται χώρος Hilbert. Η
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ύπαρξη μοναδικής ασθενούς λύσης μπορεί να αποδειχθεί με τη βοήθεια του θεω-
ρήματος Lax–Milgram, η απόδειξη του οποίου μπορεί να βρεθεί, για παράδειγμα,
στα (Brezis, 1997· Δουγαλής, 2013). Στη συνέχεια, διατυπώνουμε το Θεώρημα
Lax–Milgram.

Θεώρημα 10.1 (Lax–Milgram). Έστω (V, ∥·∥V ) ένας (πραγματικός) χώρος Hilbert
και a(·, ·) μια διγραμμική μορφή στο V × V , τέτοια ώστε

∃α > 0 ∀ v ∈ V a(v, v) ≥ α∥v∥2V , (10.10)
∃β > 0 ∀ v, w ∈ V |a(v, w)| ≤ β∥v∥V ∥w∥V . (10.11)

Έστω, επίσης, l : V → R ένα γραμμικό συναρτησιακό για το οποίο

∃ γ > 0 ∀ v ∈ V |l(v)| ≤ γ∥v∥V . (10.12)

Τότε, υπάρχει μοναδικό u ∈ V , τέτοιo ώστε a(u, v) = l(v) για κάθε v ∈ V .

Είναι εύκολο να επαληθεύσουμε τις υποθέσεις (10.10)–(10.12) του Θεωρήμα-
τος Lax–Milgram για το πρόβλημα (10.3)–(10.4). Πράγματι, με V = H1

0 (Ω) και
∥ · ∥V = ∥ · ∥1, έχουμε από την (10.7) με χρήση της ανισότητας Cauchy–Schwarz

|a(v, w)| ≤
d∑

i,j=1

max
x∈Ω̄

|aij(x)|∥
∂v

∂xj
∥ ∥ ∂w
∂xi

∥+ max
x∈Ω̄

|a0(x)|∥v∥ ∥w∥

≤ C


d∑

i,j=1

(∥ ∂v
∂xj

∥ ∥ ∂w
∂xi

∥) + ∥v∥ ∥w∥

 ≤ β∥v∥1∥w∥1,

όπου
C = max

{
max

1≤i,j≤d
max
x∈Ω̄

|aij(x)|, max
x∈Ω̄

|a0(x)|
}
.

Οπότε ισχύει η (10.11). Για να δείξουμε τη σχέση (10.10), θα χρειαστούμε το ακό-
λουθο λήμμα, η απόδειξη του οποίου μπορεί να βρεθεί π.χ. στα (Brezis, 1997·
Ciarlet, 2002).

Λήμμα 10.1 (Ανισότητα Poincaré–Friedrichs). Για v ∈ H1
0 (Ω), έχουμε

∥v(x)∥ ≤ c∗

(
d∑

i=1

∥ ∂v
∂xi

∥2
)1/2

∀ v ∈ H1
0 (Ω). (10.13)

Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας την (10.2) και το γεγονός ότι a0 ≥ 0 στο Ω̄,
έχουμε

a(v, v) ≥ c
d∑

i=1

∥ ∂v
∂xi

∥2 + (a0v, v) ≥ c
d∑

i=1

∥ ∂v
∂xi

∥2. (10.14)
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Επομένως, συνδυάζοντας τις (10.13) και (10.14), λαμβάνουμε

a(v, v) ≥ c

c∗
∥v∥2, (10.15)

και αθροίζοντας τις (10.14) και (10.15), παίρνουμε την (10.10) με α = c/(1+ c∗).
Τέλος, με χρήση της ανισότητας Cauchy–Schwarz, έχουμε

|l(v)| = |(f, v)| ≤ ∥f∥∥v∥ ≤ ∥f∥∥v∥1, (10.16)

επομένως, ισχύει η (10.12) με γ = ∥f∥. Έχοντας επαληθεύσει όλες τις υποθέ-
σεις του θεωρήματος Lax–Milgram, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι το πρόβλημα
(10.9) έχει μοναδική λύση. Επιπλέον, από τις σχέσεις (10.16) και (10.10) έχουμε

α∥u∥21 ≤ a(u, u) = l(u) ≤ ∥f∥ ∥u∥ ≤ ∥f∥ ∥u∥1,

από την οποία λαμβάνουμε το εκ των προτέρων φράγμα για τη λύση

∥u∥1 ≤
1

α
∥f∥.

Παρατήρηση 10.1. Θεωρούμε το πρόβλημα συνοριακών τιμών στο Ω = (−1, 1),

−∆u = sgn
(
1

2
− x

)
, x ∈ Ω, (10.17)

u = 0, x ∈ ∂Ω. (10.18)

Είναι προφανές ότι το πρόβλημα (10.17)–(10.18) δεν μπορεί να έχει κλασική λύση
u ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄), γιατί διαφορετικά η συνάρτηση sgn θα έπρεπε να είναι συνεχής
στο Ω, το οποίο δεν συμβαίνει. Παρόλα αυτά είναι εύκολο να βεβαιωθεί ότι ισχύ-
ουν όλες οι υποθέσεις του θεωρήματος Lax–Milgram και, επομένως, το πρόβλημα
(10.17)–(10.18) έχει μοναδική λύση u ∈ H1

0 (Ω).

Μπορούμε, με παρόμοιο τρόπο, να αποδείξουμε την ύπαρξη και μοναδικό-
τητα της λύσης ελλειπτικών προβλημάτων συνοριακών τιμών με άλλες συνοριακές
συνθήκες, όπως τις ομογενείς συνθήκες Neumann ή τις συνθήκες Robin, βλ. π.χ.
(Brezis, 1997). Μπορούμε, επίσης, να θεωρήσουμε προβλήματα μεικτών συνορια-
κών συνθηκών, όπως το

−∆u+ u = f στο Ω

u = 0 στο Γ1 και
∂u

∂n
= g στο Γ2,
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όπου Γ1 είναι μη κενό και Γ1 ∪Γ2 = ∂Ω και f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(Γ2). Ακολουθώ-
ντας την περίπτωση των ομογενών συνθηκών Dirichlet, ορίζουμε

H̃1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 στο Γ1},

και θεωρούμε το μεταβολικό πρόβλημα της εύρεσης u ∈ H̃1
0 (Ω), τέτοιο ώστε

a(u, v) = l(v), ∀ v ∈ H̃1
0 (Ω), (10.19)

όπου τώρα

a(v, w) =

∫
Ω

d∑
i=1

∂v

∂xi
(x)

∂w

∂wi
(x) dx+

∫
Ω
v(x)w(x) dx

και
l(v) =

∫
Ω
f(x)v(x) dx+

∫
Γ2

g(s)v(s) ds.

Εφαρμόζοντας το θεώρημα Lax–Milgram με V = H̃1
0 (Ω), μπορούμε με ανάλογα

επιχειρήματα όπως και προηγουμένως να αποδείξουμε την ύπαρξη και τη μοναδι-
κότητα της ασθενούς λύσης του (10.19).

10.2 Η μέθοδος Galerkin για ελλειπτικά προβλήματα

Όπως είδαμε και στο Κεφάλαιο 4, η μέθοδος Galerkin για την προσέγγιση της λύ-
σης u του προβλήματος (10.3)–(10.4) έγκειται στην κατασκευή μιας οικογένειας
{Sh}0<h<1, υποχώρων του χώρου V, και την εύρεση uh ∈ Sh, τέτοιων ώστε
a(uh, χ) = l(χ) για κάθε χ ∈ Sh. Εδώ, η διαγραμμική μορφή a(·, ·) και το γραμ-
μικό συναρτησιακό l(·) υποθέτουμε ότι ικανοποιούν τις υποθέσεις του θεωρήματος
Lax–Milgram.

Ως ένα παράδειγμα, θα θεωρήσουμε το ακόλουθο πρόβλημα με ομογενείς συν-
θήκες Dirichlet

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω, με u(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (10.20)

όπου Ω είναι ένα φραγμένο, κυρτό, πολυγωνικό χωρίο στον R2. Θα υποθέσουμε ότι
για το πολυγωνικό χωρίο Ω υπάρχει μια πεπερασμένη συλλογή ανοιχτών συνόλων
{Ki}, τέτοια ώστε

Ki ∩Kj = ∅, αν i ̸= j,
∪
i

K̄i = Ω̄. (10.21)
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Η συλλογή αυτή θα ονομάζεται τριγωνισμός, αν τα σύνολα Ki είναι τρίγωνα και
είναι τέτοια ώστε, καμιά κορυφή ενός τριγώνου να μην βρίσκεται στο εσωτερικό
της πλευράς ενός άλλου τριγώνου, δείτε το Σχήμα 10.1. Θα συμβολίζουμε με hK
τη διάμετρο του τριγώνου K και h = maxK hK . Επίσης, θα συμβολίζουμε με Th
έναν τριγωνισμό με μέγιστη πλευρά τριγώνων h.

Θα αναζητήσουμε τη συνάρτηση uh στον χώρο Sh, τον χώρο των συνεχών
συναρτήσεων στο Ω̄ οι οποίες μηδενίζονται στο ∂Ω και είναι πολυώνυμα βαθμού
το πολύ ένα σε κάθε τρίγωνο K του τριγωνισμού Th. Η μέθοδος πεπερασμένων
στοιχείων για το πρόβλημα (10.20) είναι

a(uh, vh) = l(vh) για κάθε vh ∈ Sh, (10.22)

όπου

a(u, v) =

∫
Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y

)
dxdy, l(v) =

∫
Ω
fv dxdy.

Αν N είναι το πλήθος των εσωτερικών κόμβων, Pi, i = 1, . . . , N , δηλαδή των
κορυφών των τριγώνων του Th που δεν βρίσκονται στο ∂Ω, τότε κάθε στοιχείο vh ∈
Sh ορίζεται μονοσήμαντα από τις τιμές του σε αυτά τα σημεία. Μια κατάλληλη
βάση για τον χώρο Sh αποτελείται από τις συναρτήσεις ϕi ∈ Sh, i = 1, . . . N , οι
οποίες ικανοποιούν

ϕi(Pj) = δij , 1 ≤ i, j ≤ N.

Πράγματι, o φορέας της συνάρτησης ϕi αποτελείται από τα τρίγωνα του Th τα
οποία έχουν τοPi ως κορυφή. Οιϕi είναι γραμμικά ανεξάρτητες, γιατί αν

∑N
i=1 ciϕi

= 0, τότε για x = xj έχουμε cj = 0, j = 1, . . . , N . Επιπλέον, αν ψ ∈ Sh, μπο-
ρούμε να γράψουμε

ψ(x) =
N∑
i=1

ψ(Pi)ϕi(x), x ∈ Ω̄, (10.23)

γιατί οι συναρτήσεις στο αριστερό και δεξιό μέλος της (10.23) είναι στον Sh και
οι τιμές τους συμφωνούν στους εσωτερικούς κόμβους Pi. Επομένως οι {ϕi}Ni=1

Σχήμα 10.1: Μια υποδιαίρεση ενός τετραγώνου (αριστερά) και ένας τριγωνισμός
του (δεξιά).
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αποτελούν βάση του Sh. Μπορεί να δειχθεί ότι ο χώρος Sh είναι υπόχωρος του
H1

0 (Ω), δείτε για παράδειγμα (Δουγαλής, 2013). Σημειώνουμε ότι οι συναρτήσεις
του Sh είναι, προφανώς, στον L2(Ω) και μηδενίζονται κατά σημείο στο σύνορο
του Ω.

Μπορεί να αποδειχθεί, δείτε για παράδειγμα (Brenner & Scott, 2008· Δουγαλής,
2013), ότι ο Sh = {ϕ ∈ C(Ω̄) : ϕ

∣∣
K

∈ P1, ∀K ∈ Th, ϕ
∣∣
∂Ω

= 0}, ικανοποιεί τη

inf
χ∈Sh

{∥v − χ∥+ h∥∇(v − χ)∥} ≤ Ch2∥v∥2 για v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Υποθέτουμε ότι έχουμε μια διαμέριση του Ω με παράμετρο διαμέρισης h και
μια οικογένεια υποχώρων πεπερασμένης διάστασης {Sr

h} του H1
0 (Ω), με r ακέ-

ραιο, r ≥ 2. Επίσης, υποθέτουμε ότι ο Sr
h έχει την ακόλουθη ιδιότητα προσέγγισης,

για 2 ≤ s ≤ r

inf
χ∈Sr

h

{∥v−χ∥+h∥∇(v−χ)∥} ≤ Chs∥v∥s για v ∈ Hs(Ω)∩H1
0 (Ω), (10.24)

όπου C είναι μια θετική σταθερά ανεξάρτητη των h και v.
Η ιδιότητα προσέγγισης (10.24) μας επιτρέπει τώρα να αποδείξουμε εκτιμήσεις

για τα σφάλματα u−uh και ∇(u−uh) με ανάλογο τρόπο όπως στο Θεώρημα 4.2,
βλ. π.χ. (Larsson & Thomée, 2009· Johnson, 1987).

Θεώρημα 10.2. Έστω u ∈ Hr(Ω) ∩H1
0 (Ω) η λύση του προβλήματος (10.20) και

uh ∈ Sr
h η λύση του μεταβολικού προβλήματος (10.22). Τότε υπάρχει σταθερά C,

ανεξάρτητη των u και h, τέτοια ώστε

∥u− uh∥+ h∥∇(u− uh)∥ ≤ Chr∥u∥r. (10.25)

Όπως και στην περίπτωση του προβλήματος δύο σημείων, ένα σημαντικό πρό-
βλημα στην υλοποίηση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων είναι η διαχεί-
ριση των βαθμών ελευθερίας. Έστω τώρα Ω ⊂ R2 ένα πολυγωνικό χωρίο και Th
ένας τριγωνισμός του Ω, της μορφής (10.21), ο οποίος αποτελείται από τρίγωναK
με h = maxK diam(K). Συγκεκριμένα, έστω K ένα τρίγωνο του τριγωνισμού Th
με κορυφές P (K)

i για i = 1, 2, 3. Οι τοπικές συναρτήσεις βάσης ϕ(K)
j , j = 1, 2, 3

ανήκουν στον χώρο P1(K) και ικανοποιούν ϕ(K)
j (P

(K)
i ) = δij για 1 ≤ i, j ≤ 3.

Επομένως, για τη λύση πεπερασμένων στοιχείων uh έχουμε

uh(x) =
3∑

j=1

ϕ
(K)
j (x)uh(P

(K)
j ), x ∈ K. (10.26)
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Οι πραγματικοί αριθμοί {uh(P
(K)
j )}, j = 1, 2, 3, είναι οι τοπικοί βαθμοί ελευθε-

ρίας οι οποίοι ορίζουν μονοσήμαντα την uh(x) στο τρίγωνο K. Αν τώρα ο τριγω-
νισμός Th αποτελείται από N κόμβους Pi, i = 1, . . . , N , (απαριθμούμε και αυ-
τούς που βρίσκονται στο σύνορο), τότε οι κόμβοι P (K)

1 , P
(K)
2 , P

(K)
3 του τριγώνου

K αντιστοιχούν σε κάποιους κόμβους Pj1 , Pj2 , Pj3 στην καθολική αρίθμηση των
κόμβων του τριγωνισμού. Μας ενδιαφέρει να εκφράσουμε τους τοπικούς βαθμούς
ελευθερίας {uh(P

(K)
j )}, j = 1, 2, 3 συναρτήσει των καθολικών βαθμών ελευθε-

ρίας uh(Pj), j = 1, . . . , N . Ως παράδειγμα, ας πάρουμε το χωρίο Ω να είναι το τε-
τράγωνο [0, 1]2, το οποίο διαμερίζουμε σε 32 τρίγωνα και N = 25 κόμβους, όπως
φαίνεται στο Σχήμα 10.2. Για χάρη ευκολίας, οι εσωτερικοί κόμβοι αριθμούνται
πριν τους συνοριακούς κόμβους. Αν τ είναι ο αριθμός του σκιασμένου πεπερασμέ-
νου στοιχείου στο Σχήμα 10.2, τότε οι κόμβοι P5, P6, P8, στην καθολική αρίθμηση
των κόμβων, αντιστοιχούν στους κόμβους P (τ)

1 , P
(τ)
2 , P

(τ)
3 στην τοπική αρίθμηση

των κόμβων του τριγώνου τ . Αν οι βαθμοί ελευθερίας Uj = uh(Pj), j = 1, . . . , N
περιέχονται στο διάνυσμα U = (U1, U2, · · · , UN )T και U τ = (U τ

1 , U
τ
2 , U

τ
3 )

T ,
όπου U τ

j = uh(P
(τ)
j ), j = 1, 2, 3 τότε μπορούμε να γράψουμε U τ = GU , όπου

G είναι ένας 3 × N πίνακας με στοιχεία 0 ή 1. Στο παράδειγμά μας, θα είναι της
μορφής

U τ
1

U τ
2

U τ
3

 =

0 0 0 0 1 0 0 0 0 · · ·
0 0 0 0 0 1 0 0 0 · · ·
0 0 0 0 0 0 0 1 0 · · ·



U1

U2

U3
...
UN

 .

Γενικότερα, αν τα τρίγωνα του τριγωνισμού Th είναι {τ} με τ = 1, 2, . . . , J και

97
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Σχήμα 10.2: Αρίθμηση των κόμβων ενός τριγωνισμού του [0, 1]2.
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έστω i = g(τ, j), η συνάρτηση η οποία αντιστοιχεί τον τοπικό δείκτη j, 1 ≤ j ≤ 3
των κόμβων P τ

j με τον καθολικό δείκτη i, 1 ≤ i ≤ N , των κόμβων Pi, τότε η g
είναι μια συνάρτηση ορισμένη στο σύνολο {1, 2, . . . , J} × {1, 2, 3}, με τιμές στο
σύνολο {1, 2, . . . , N}, η οποία υπολογίζεται και αποθηκεύεται εύκολα.

Σημειώνουμε ακόμα, ότι αν Φτ = [ϕτ1 , ϕ
τ
2 , ϕ

τ
3 ] είναι το διάνυσμα των τοπικών

συναρτήσεων βάσης, τότε μπορούμε να γράψουμε την αναπαράσταση (10.26) της
uh στο τρίγωνο τ ως uh(x) = Φ(x)τU τ και, φυσικά, ∇uh(x) = DΦτ (x) · U τ ,
όπου DΦτ συμβολίζει τον πίνακα

DΦτ =

(
∂ϕτ

1
∂x1

∂ϕτ
2

∂x1

∂ϕτ
3

∂x1
∂ϕτ

1
∂x2

∂ϕτ
2

∂x2

∂ϕτ
3

∂x2

)
.

Μπορούμε τώρα να γράψουμε τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων για το πρό-
βλημα (10.20) στη μορφή∑

τ∈Th

∫
τ
∇uh · ∇vh dx =

∑
τ∈Th

∫
τ
f(x)vh dx, ∀vh ∈ Sh.

Αν τώρα θέσουμε vh = ΦτV τ , τότε η προηγούμενη σχέση γίνεται∑
τ∈Th

∫
τ
(V τ (DΦτ )TDΦτU τ ) dx =

∑
τ∈Th

∫
τ
(V τ )T (Φτ )T f(x) dx, ∀vh ∈ Sh.

Η τελευταία αυτή σχέση μας επιτρέπει να κατασκευάσουμε τόσο τον πίνακα
ακαμψίας όσο και το δεξί μέλος αθροίζοντας τις συνεισφόρες από κάθε πεπερα-
σμένο στοιχείο τ του τριγωνισμού Th.

10.3 Η εξίσωση της θερμότητας

Έστω Ω ένα φραγμένο χωρίο στον Rd, d = 2 ή 3. Αναζητούμε μια πραγματική
συνάρτηση u = u(x, t), x ∈ Ω̄, t ∈ [0, T ], T > 0, τέτοια ώστε

ut(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω̄,

(10.27)

όπου f = f(x, t) είναι μια πραγματική συνάρτηση στο Ω × [0, T ] και η αρχική
συνθήκη u0 είναι, επίσης, μια πραγματική συνάρτηση στο Ω̄. Θα υποθέσουμε ότι το
πρόβλημα αρχικών και συνοριακών τιμών (10.27) έχει μοναδική και αρκετά ομαλή
λύση, έτσι ώστε να ισχύουν οι εκτιμήσεις που παρουσιάζονται στη συνέχεια.
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Για τις ανάγκες της εφαρμογής της μεθόδου Galerkin ή πεπερασμένων στοι-
χείων θα υποθέσουμε ότι έχουμε μια διαμέριση του Ω με παράμετρο διαμέρισης
h και μια οικογένεια υποχώρων πεπερασμένης διάστασης {Sr

h} του H1
0 (Ω) με r

ακέραιο r ≥ 2, οι οποίοι ικανοποιούν την ιδιότητα (10.24).
Στο αντίστοιχο πρόβλημα της θερμότητας που μελετήσαμε στο Κεφάλαιο 6 θε-

ωρήσαμε τον τελεστή της ελλειπτικής προβολής, βλ. (6.9), ο οποίος είχε σημαντικό
ρόλο στη μελέτη του σφάλματος των μεθόδων που παρουσιάσαμε. Τώρα ο τελε-
στής της ελλειπτικής προβολής ορίζεται ως εξής: Για v ∈ H1(Ω) η ελλειπτική προ-
βολή του v στον χώρο Sr

h ορίζεται ως η γραμμική απεικόνιση Rh : H1(Ω) → Sr
h,

έτσι ώστε
(∇Rhv,∇χ) = (∇v,∇χ), ∀χ ∈ Sr

h. (10.28)

Είναι προφανές ότι η ελλειπτική προβολή είναι καλά ορισμένη και ικανοποιεί τη
σχέση ∥∇Rhv∥ ≤ ∥∇v∥, για v ∈ H1(Ω). Οι ιδιότητες προσέγγισης της ελλειπτι-
κής προβολής αποδεικνύονται στην παρακάτω πρόταση.

Λήμμα 10.2. Έστω ότι v ∈ Hs(Ω) ∩ H1
0 (Ω) με 2 ≤ s ≤ r. Τότε υπάρχει μια

σταθερά C ανεξάρτητη του v και του h, τέτοια ώστε

∥Rhv − v∥+ h∥∇(Rhv − v)∥ ≤ Chs∥v∥s, 2 ≤ s ≤ r. (10.29)

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με ανάλογο τρόπο όπως στο Λήμμα 6.1, βλ. π.χ.
(Larsson & Thomée, 2009· Johnson, 1987)

10.3.1 Ημιδιακριτή προσέγγιση Galerkin

Για μια συνάρτηση v ∈ H1
0 (Ω) θεωρώντας το εσωτερικό γινόμενο και ως προς τα

δύο μέλη της (10.27) και ολοκληρώνοντας κατά μέρη παίρνουμε τη μεταβολική
μορφή του προβλήματος

(ut(·, t), v) + (∇u(·, t),∇v) = (f(·, t), v), ∀v ∈ H1
0 (Ω), t ∈ [0, T ]. (10.30)

Στη συνέχεια, οδηγούμαστε στο αντίστοιχο ημιδιακριτό πρόβλημα στον Sr
h: Ζητεί-

ται uh(t) = uh(·, t) ∈ Sr
h, t ∈ [0, T ], τέτοια ώστε{

(uht(·, t), χ) + (∇uh(·, t),∇χ) = (f(·, t), χ), ∀χ ∈ Sr
h, t ∈ [0, T ],

uh(0) = u0h,
(10.31)

όπου u0h είναι μια προσέγγιση του u0 από τον Sr
h την οποία θα επιλέξουμε αργό-

τερα. Αν {ϕi}Ni=1 με N = dim(Sr
h), είναι μια βάση του Sr

h και

uh(x, t) =
N∑
j=1

αj(t)ϕj(x), u0h(x) =
N∑
j=1

γjϕj(x),
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τότε, όπως και στην Παράγραφο 6.1, το (10.31) είναι ισοδύναμο με ένα γραμμικό
σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων. Έτσι, παίρνουμε το ανάλογο πρόβλημα
της (6.6) {

Mα′(t) + Sα(t) = F (t), t ∈ [0, T ],

α(0) = Γ,
(10.32)

όπου οι πίνακες μάζας M και ακαμψίας S είναι οι N × N πίνακες με στοιχεία
Mij = (ϕj , ϕi) και Sij = (∇ϕj ,∇ϕi), i, j = 1, . . . , N , αντίστοιχα, α(t) =
(α1(t), . . . , αN (t))T ,Γ = (γ1, . . . , γN )T ,F (t) = (F1(t), . . . , FN (t))T , μεFi(t) =
(f(·, t), ϕi), i = 1, . . . , N . Τόσο ο πίνακας μάζας M όσο και ο πίνακας ακαμψίας
S είναι συμμετρικοί και θετικά ορισμένοι πίνακες και ειδικότερα ο M αντιστρέ-
φεται, το οποίο οδηγεί στη μονοσήμαντη λύση του (10.32).

Με ανάλογο τρόπο όπως και στην Παράγραφο 6.1 μπορούμε να αποδείξουμε
το ακόλουθο θεώρημα, για την απόδειξη του οποίου παραπέμπουμε στα (Larsson
& Thomée, 2009· Johnson, 1987).

Θεώρημα 10.3. Έστω u και uh οι λύσεις των προβλημάτων (10.27) και (10.31),
αντίστοιχα. Τότε,

∥uh(t)− u(t)∥ ≤ ∥u0h − u0∥+Chr
(
∥u0∥r +

∫ t

0
∥ut∥r ds

)
, t ≥ 0, (10.33)

για κάποια σταθερά C ανεξάρτητη του h.

Παρατήρηση 10.2. Είναι δυνατόν να επιλέξουμε την αρχική τιμή u0h, έτσι ώστε
∥u0h − u0∥ ≤ Chr, με σταθερά C ανεξάρτητη του h, διατηρώντας με αυτό τον
τρόπο την τάξη r του σφάλματος στη σχέση (10.33). Μπορούμε, για παράδειγμα,
να πάρουμε u0h = Rhu

0 ή να επιλέξουμε ως u0h την L2 προβολή του u0 στον Sr
h.

Και στις δύο περιπτώσεις ∥u0h − u0∥ ≤ Chr∥u0∥r.

10.3.2 Πλήρως διακριτές προσεγγίσεις Galerkin

Για τη λύση του γραμμικού συστήματος συνήθων διαφορικών εξισώσεων (10.31)
είναι απαραίτητο να διακριτοποιήσουμε τη χρονική μεταβλητή t, όπου μπορούμε
να χρησιμοποιήσουμε π.χ. την πεπλεγμένη μέθοδο του Euler ή τη μέθοδο Crank–
Nicolson.

Για έναν φυσικό αριθμό M ≥ 1 θέτουμε k = T/M και tn = nk, n = 0, 1,
. . ., M . Η πεπλεγμένη μέθοδος του Euler για τη διακριτοποίηση στον χρόνο του
ημιδιακριτού σχήματος (10.31) ορίζεται ως εξής: για n = 1, 2, . . . ,M , αναζητούμε
προσεγγίσεις Un ∈ Sr

h των uh(tn) που ορίζονται από τις σχέσεις(
Un − Un−1

k
, χ

)
+ (∇Un,∇χ) = (fn, χ), ∀χ ∈ Sr

h, U0 = u0h, (10.34)
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με fn = f(·, tn). Αν {ϕj}Nj=1 είναι μια βάση του Sr
h και Un =

∑N
j=1 α

n
j ϕj , με

αn = (αn
1 , . . . , α

n
N )T ∈ RN , για n ≥ 0, τότε οι σχέσεις (10.34) είναι ισοδύναμες

με το γραμμικό σύστημα εξισωσεων

(M+ kS)αn = Mαn−1 + kFn−1, n ≥ 1, (10.35)

όπου Fn = (Fn
1 , . . . , F

n
N )T , με Fn

i = (fn, ϕi), 1 ≤ i ≤ N . Επειδή ο M+ kS εί-
ναι συμμετρικός και θετικά ορισμένος, είναι αντιστρέψιμος και, άρα, τα αn, n ≥ 1
προσδιορίζονται μοναδικά και κατ’ επέκταση οι Un. Για την επίλυση του (10.35)
μπορούν να εφαρμοσθούν διάφορες μέθοδοι, συνήθως χρησιμοποιείται είτε η ανά-
λυση Cholesky είτε η (προρυθμισμένη) μέθοδος των συζυγών κλίσεων. Με ανά-
λογο τρόπο όπως και στην Παράγραφο 6.2 μπορούμε να αποδείξουμε το ακόλουθο
θεώρημα, για την απόδειξη του οποίου παραπέμπουμε στα (Larsson & Thomée,
2009· Johnson, 1987).

Θεώρημα 10.4. ΈστωUn, u(t) = u(·, t) οι λύσεις των (10.34), (10.27), αντίστοιχα.
Τότε υπάρχει θετική σταθερά C, ανεξάρτητη των h και k, τέτοια ώστε

max
0≤n≤M

∥Un − u(tn)∥ ≤ ∥u0h − u0∥+ Chr
[
∥u0∥r +

∫ T

0
∥ut∥r ds

]
+ Ck

∫ T

0
∥utt∥ ds.

(10.36)

Στη συνέχεια, μπορούμε να θεωρήσουμε και τη μέθοδο των Crank–Nicolson
για τη διακριτοποίηση του ημιδιακριτού σχήματος (10.31). Έτσι, αναζητούμε προ-
σεγγίσεις Un ∈ Sr

h των uh(tn), n = 0, 1, . . . ,M , τέτοιες ώστε(
Un − Un−1

k
, χ

)
+ (∇Un−1/2,∇χ) = (fn−1/2, χ), ∀χ ∈ Sr

h,

U0 = u0h,

(10.37)

όπου Un−1/2 = (Un + Un−1)/2 και fn−1/2 = f(·, tn − k
2 ). Με ανάλογο τρόπο,

όπως προηγουμένως για την πεπλεγμένη μέθοδο του Euler μπορούμε να θεωρή-
σουμε το ανάλογο γραμμικό σύστημα με το (10.35). Έτσι, οι (10.37) είναι ισοδύ-
ναμες με το γραμμικό σύστημα(

M+
k

2
S
)
αn =

(
M− k

2
S
)
αn−1 + kFn−1/2, n ≥ 1, (10.38)

όπου Fn−1/2 = (F
n−1/2
1 , . . . , F

n−1/2
N )T , με Fn−1/2

i = (fn−1/2, ϕi), 1 ≤ i ≤ N .
Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι ο πίνακας M + k

2S είναι συμμετρικός και θετικά
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ορισμένος, οπότε το σύστημα εξισώσεων (10.38) έχει μοναδική λύση. Με ανάλογο
τρόπο, όπως και στην Παράγραφο 6.3, μπορούμε να αποδείξουμε το ακόλουθο θε-
ώρημα, για την απόδειξη του οποίου παραπέμπουμε στα (Larsson & Thomée, 2009·
Johnson, 1987).

Θεώρημα 10.5. Έστω Un, u(t) = u(·, tn) οι λύσεις των προβλημάτων (10.27),
(10.37), αντίστοιχα. Τότε υπάρχει θετική σταθερά C, ανεξάρτητη των h και k, τέτοια
ώστε

max
0≤n≤M

∥Un − u(tn)∥ ≤ ∥u0h − u0∥+ Chr
[
∥u0∥r +

∫ T

0
∥ut(s)∥r ds

]
+ Ck2

∫ T

0
(∥uttt(s)∥r + ∥∆utt(s)∥r) ds.

(10.39)

Επίσης, μπορούμε να θεωρήσουμε και την άμεση μέθοδο του Euler για τη δια-
κριτοποίηση του ημιδιακριτού σχήματος (10.31). Έτσι, αναζητούμε προσεγγίσεις
Un ∈ Sr

h των τιμών u(tn) = u(·, tn) για n ≥ 0 οι οποίες ικανοποιούν(
Un − Un−1

k
, χ

)
+ (∇Un−1,∇χ) = (fn−1, χ), ∀χ ∈ Sr

h,

U0 = u0h.

(10.40)

Χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό προηγούμενων παραγράφων, βλέπουμε ότι ο
προσδιορισμός τουUn για n ≥ 1, δεδομένου τουUn−1, απαιτεί τη λύση του γραμ-
μικού συστήματος

Mαn = (M− kS)αn−1 = kFn−1, n ≥ 1. (10.41)

Το σύστημα αυτό έχει μοναδική λύση, μια και ο πίνακας μάζας M είναι συμμετρι-
κός και θετικά ορισμένος.

Για να δείξουμε την ευστάθεια και τη σύγκλιση της μεθόδου είναι απαραίτητη
η υπόθεση ότι οι συναρτήσεις του Sr

h ικανοποιούν μια αντίστροφη ανισότητα, ανά-
λογη της (6.41), έτσι υποθέτουμε ότι

∥∇χ∥ ≤ C∗h
−1∥χ∥, χ ∈ Sr

h, (10.42)

για κάποια σταθερά C∗ ανεξάρτητη των χ και h.
Αν Ω ⊂ R2 είναι ένα πολυγωνικό χωρίο και υποθέσουμε ότι ο τριγωνισμός

Th του Ω είναι ημιομοιόμορφος, δηλαδή ότι υπάρχει σταθερά ν ανεξάρτητη του
τριγωνισμού, τέτοια ώστε

h

hK
≤ ν, ∀K ∈ Th,
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όπου h = maxK hK , και θεωρήσουμε τον χώρο S2
h των κατά τμήματα γραμμικών

πολυωνύμων στον Th, τότε ο S2
h ικανοποιεί την (10.42). Ο ενδιαφερόμενος ανα-

γνώστης μπορεί να βρει την απόδειξη της αντίστροφης ανισότητας στο βιβλίου του
Ciarlet (Ciarlet, 2002).

Έστω τώρα ότι
k

h2
≤ 2

C2
∗
, (10.43)

τότε για το σφάλμα της άμεσης μεθόδου του Euler έχουμε το ακόλουθο αποτέλε-
σμα:

Θεώρημα 10.6. Έστω u και Un οι λύσεις των προβλημάτων (10.27) και (10.40),
αντίστοιχα. Υποθέτουμε ότι ισχύουν οι σχέσεις (10.42) και (10.43). Τότε υπάρχει
θετική σταθερά C, ανεξάρτηση των h και k τέτοια ώστε,

max
0≤n≤M

∥Un − u(tn)∥ ≤ ∥u0h − u0∥+Chr
[
∥u0∥r +

∫ T

0
∥ut(s)∥r ds

]
+ Ck

∫ T

0
∥utt(s)∥r ds.

10.4 Άλλες μέθοδοι και προβλήματα

Μέθοδοι πεπερασμένων στοιχείων για γενικότερα ελλειπτικά προβλήματα με συ-
νορικακές συνθήκες τύπου Dirichlet ή και με άλλες συνοριακές συνθήκες όπως
π.χ. τύπου Neumann, αναλύονται με παρόμοιο τρόπο όπως με αυτά που παρου-
σιάσαμε σε αυτό το κεφάλαιο. Για τη μελέτη αυτών των αριθμητικών μεθόδων,
καθώς και για πιο λεπτομερή παρουσίαση των αποτελεσμάτων αυτού του κεφα-
λαίου, παραπέμπουμε τον αναγνώστη στα (Ciarlet, 2002· Johnson, 1987· Knabner
& Angermann, 2003· Larsson & Thomée, 2009· Morton & Mayers, 2005).

10.5 Ασκήσεις

10.1. Δείξτε ότι η συνάρτηση f(x) = x−β , x ∈ (0, 1) ανήκει στον L2(0, 1), αν
β < 1/2.

10.2. Δείξτε ότι η συνάρτηση f(x) = |x|−β , x ∈ Ω, με Ω = (0, 1)× (0, 1) ανήκει
στον L2(Ω), αν β < 1.

10.3. Δείξτε ότι η συνάρτηση f(x) = |x|β , x ∈ Ω, με Ω = (0, 1)× (0, 1) ανήκει
στον H1(Ω), αν β > 0.
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10.4. Δείξτε ότι το πρόβλημα (10.19) έχει μοναδική λύση στον H̃1
0 (Ω) και διατυ-

πώστε μια μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων για αυτό το πρόβλημα.

10.5. Αποδείξτε το Θεώρημα 10.2.

10.6. Αποδείξτε το Λήμμα 10.2.

10.7. Αποδείξτε το Θεώρημα 10.3.
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Λεξικό Αγγλικών Όρων

άμεση μέθοδος explicit method.
αρχικές συνθήκες initial value conditions.
διαφορά προς τα εμπρός forward difference.
διαφορά προς τα πίσω backward difference.
ελλειπτική εξίσωση elliptic equation.
ελλειπτική ομαλότητα elliptic regularity.
εξίσωση θερμότητας heat equation.
εξίσωση κύματος wave equation.
εξίσωση μεταφοράς transport equation.
ευστάθεια stability.
ημιδιακριτό πρόβλημα semidiscrete problem.
κεντρική διαφορά central difference.
μέθοδος πεπερασμένων όγκων finite volume method.
μερική διαφορική εξίσωση partial differential equation.
μεταβολική μορφή variational form.
ομογενείς συνοριακές συνθήκες homogenous boundary conditions.

πίνακας ακαμψίας stiffness matrix.
πίνακας μάζας mass matrix.
πίνακας με αυστηρά κυριαρχική διαγώνιο strictly diagonally dominant matrix.
μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων finite element method.
πεπερασμένη διαφορά finite difference.
πεπλεγμένη μέθοδος implicit method.
συνέπεια consistency.
συνήθης διαφορική εξίσωση ordinary differential equation.
συναρμολόγηση assembly.
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συνοριακό πρόβλημα δύο σημείων two point boundary value problem.
τάξη ακρίβειας order of accuracy.
τάξη διαφορικής εξίσωσης order of differential equation.
τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης local discretization error.
τριγωνισμός triangulation.
τριδιαγώνιος πίνακας tridiagonal matrix.
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