
Αριθµητική Ανάλυση



Τι προβλήµατα 
αντιµετωπίζουµε;

• Επίλυση Γραµµικών και µη-Γραµµικών Εξισώσεων ή 
Συστηµάτων 

• Θεωρία Προσεγγίσεων 

• Αριθµητική Επίλυση Διαφορικών Εξισώσεων



Επίλυση Γραµµικών και µη-Γραµµικών Εξισώσεων ή 
Συστηµάτων

Γραµµικά συστήµατα , όπου αναζητούµε το 
διάνυσµα x, µε  ένα τετραγωνικός πίνακα                                        

Ax = b
A



Επίλυση Γραµµικών και µη-Γραµµικών Εξισώσεων ή 
Συστηµάτων

Μη γραµµικά συστήµατα. Αναζητούµε τη ρίζα της εξίσωσης  
 ή του συστήµατος f(x) = 0 F(x) = 0



Επίλυση Γραµµικών και µη-Γραµµικών Εξισώσεων ή 
Συστηµάτων

Βελτιστοποίηση



Θεωρία Προσεγγίσεων

• Παρεµβολή (π.χ. κατασκευή ενός πολυώνυµου p το οποίο 
να συµφωνεί σε ορισµένα σηµεία µε µια συνάρτηση f(x)



Θεωρία Προσεγγίσεων

• Αριθµητική ολοκλήρωση και παραγώγιση



Αριθµητική Επίλυση Διαφορικών Εξισώσεων

• Αριθµητική Επίλυση ΣΔΕ



Αριθµητική Επίλυση ΣΔΕ και ΜΔΕ

Αριθµητική επίλυση ΜΔΕ



Μπορούµε να περιγράψουµε τι 
εννοούµε Αριθµητική Ανάλυση;

Αριθµητική Ανάλυση είναι  η µελέτη των αλγορίθµων για 
προβλήµατα των “συνεχών µαθηµατικών”



Αλγόριθµοι

Οι αλγόριθµοι βρίσκονται στον πυρήνα της Αριθµητικής 
Ανάλυσης.  

Σκοπός της Αριθµητικής Ανάλυσης είναι η κατασκευή και 
ανάλυση αλγορίθµων για την επίλυση προβληµάτων (µιας 
ορισµένης κατηγοριάς).



Muḥammad Khwārizmī 
(780µ.χ.-850µ.χ.)

•Πέρσης Μαθηµατικός 
•Θεωρείται ο θεµελιωτής της 
Άλγεβρας  

•Έγραψε το βιβλίο “Al-jabr”  
•Το όνοµα του αραβοποιήθηκε σε 
al-Khwarizmi  

•Στη συνέχεια λατινοποιήθηκε σε 
Algorithmi, οπότε προκύπτει και 
ο όρος Αλγόριθµος

Η λέξη αλγόριθµος



Προβλήµατα “συνεχών 
µαθηµατικών”

Προβλήµατα που αφορούν πραγµατικές ή µιγαδικές 
µεταβλητές



Προβλήµατα “συνεχών 
µαθηµατικών”

• Να βρούµε τη λύση ενός γραµµικού συστήµατος,  

• Να βρούµε τη ρίζα µιας συνάρτησης,  

• Να λύσουµε ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης (ή 
µεγιστοποίησης) (Βελτιστοποίηση) 

• Και άλλα …. 

Ax = b

f(x) = 0



Πραγµατικοί Αριθµοί

• Οι αριθµοί δεν µπορούν να αναπαρασταθούν ακριβώς 
στον Η/Υ 

• Ένα κοµµάτι της δουλειάς της Αριθµητικής Ανάλυσης είναι 
η προσέγγιση των πραγµατικών αριθµών (σφάλµατα 
αναπαράστασης) και η διάδοση του σφάλµατος µέσω των 
πράξεων που υλοποιούνται σε έναν αλγόριθµο



Οι αλγόριθµοι διαχωρίζονται σε 
αυτούς που ολοκληρώνονται σε  

• Πεπερασµένο πλήθος βηµάτων 
• Μη-πεπερασµένο πλήθος βηµάτων



Αλγόριθµοι πεπερασµένων 
βηµάτων

• Η επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος , µε τη 
µέθοδο απαλοιφής Gauss (Γραµµική Άλγεβρα), 
ολοκληρώνετε σε ορισµένο αριθµό βηµάτων που 
εξαρτάται από το µέγεθος του πίνακα  

• Τα προβλήµατα που αντιµετωπίζουµε εδώ είναι το 
πλήθος των πράξεων, η αρχιτεκτονική των Η/Υ 
(παράλληλοι ή όχι), η διάδοση των σφαλµάτων 
αναπαράστασης αριθµών, κ.α.

Ax = b

A



Αλγόριθµοι µη 
πεπερασµένων βηµάτων

• Τα πιο πολλά προβλήµατα των “συνεχών µαθηµατικών”, 
δεν αντιµετωπίζονται µε πεπερασµένων βηµάτων 
αλγορίθµους, ακόµα και χρησιµοποιήσουµε ακριβείς 
αριθµούς. 

• Υπολογισµός: ριζών συναρτήσεων, ολοκληρωµάτων, 
παραγώγων, βέλτιστων λύσεων 



Η προσέγγιση της  είναι τέσσερα εξηνταδικά στοιχεία, 
1,24,51,10

2
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60
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= 1,41421296

Προσέγγιση άρρητων αριθµών

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%95%CE%BE%CE%B7%CE%BD%CF%84%CE%B1%CE%B4%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CF%83%CF%8D%CF%83%CF%84%CE%B7%CE%BC%CE%B1


Ηρων	ο	Αλεξανδρεύς	
(10μχ-75μχ)

• Γεωμέτρης	και	μηχανικός	

• 	Επαναληπτική	διαδικασία	για	τον	υπολογισμό	της	
τετραγωνικής	ρίζας	κάποιου	αριθμού.



Μέθοδος του Ήρων

• Κατασκευή ακολουθίας αριθµών  

• Αρχικά επιλέγει  τέτοιο ώστε  

• Στη συνέχεια κάθε επόµενος όρος   

• Αν  τότε 

xn ≈ A

x0 x2
0 ≈ A

xn+1 =
1
2

(xn+
A
xn

)

xn → x⋆ (x⋆)2 = A



Συνάρτηση Python

def heron(x,y):
    x=(x+y/x)*0.5
    return x

Approximation of square root of 2 at step 0: 1.0000000000000000
Approximation of square root of 2 at step 1: 1.5000000000000000
Approximation of square root of 2 at step 2: 1.4166666666666665
Approximation of square root of 2 at step 3: 1.4142156862745097
Approximation of square root of 2 at step 4: 1.4142135623746899
Approximation of square root of 2 at step 5: 1.4142135623730949

Κλήση της heron

x=1
y=2
for i in range(5):
   x=heron(x,y)

Υλοποίηση στον Η/Υ



Στάδια

Υπάρχουν δύο διαφορετικά στάδια που πρέπει να 
θεωρήσουµε στην Αριθµητική Ανάλυση 

• Την ανάπτυξη αλγορίθµων 

• Την ανάλυση αλγορίθµων 

Φαίνονται ανεξάρτητα στάδια, όµως πολλές φορές δρουν 
παράλληλα



Χαρακτηριστικά 
αλγορίθµων

• Η ακρίβεια (ή συνέπεια) του αλγορίθµου 

• Η ευστάθεια του αλγορίθµου 

• Η επιρροή της πεπερασµένης αριθµητικής (σφάλµατα 
στρογγύλευσης)



Συνάρτηση Python

import numpy as np

def heron(x,y):
    x=(x+y/x)*0.5
    return x
def errheron(x,y):
    z=x-np.sqrt(y)    
    return z
x=1.
y=2.

Approximation of square root of 2 at step 0: 1.0000000000000000
Absolute error  :-0.4142135623730951
Approximation of square root of 2 at step 0: 1.5000000000000000
Absolute error  :0.0857864376269049
Approximation of square root of 2 at step 1: 1.4166666666666665
Absolute error  :0.0024531042935714
Approximation of square root of 2 at step 2: 1.4142156862745097
Absolute error  :0.0000021239014145
Approximation of square root of 2 at step 3: 1.4142135623746899
Absolute error  :0.0000000000015947
Approximation of square root of 2 at step 4: 1.4142135623730949
Absolute error  :-0.0000000000000002

Σφάλµατα (Απόλυτο)

Απόλυτο Σφάλμα: |xn − (y) |



Συνάρτηση Python

import numpy as np

def heron(x,y):
    x=(x+y/x)*0.5
    return x
def errheron(x,y):
    z=x-np.sqrt(y)    
    return z
x=1.*10**10
y=2.*10**20

Approximation of square root of 2.00000e+20 at step 0: 10000000000.0000000000000000 
Absolute error  :-4142135623.7309513092041016 
Approximation of square root of 2.00000e+20 at step 0: 15000000000.0000000000000000 
Absolute error  :857864376.2690486907958984 
Approximation of square root of 2.00000e+20 at step 1: 14166666666.6666679382324219 
Absolute error  :24531042.9357166290283203 
Approximation of square root of 2.00000e+20 at step 2: 14142156862.7450981140136719 
Absolute error  :21239.0141468048095703 
Approximation of square root of 2.00000e+20 at step 3: 14142135623.7468986511230469 
Absolute error  :0.0159473419189453 
Approximation of square root of 2.00000e+20 at step 4: 14142135623.7309494018554688 
Absolute error  :-0.0000019073486328

Σφάλµατα (Απόλυτο)

Απόλυτο Σφάλμα: |xn − (y) |



Συνάρτηση Python

import numpy as np

def heron(x,y):
    x=(x+y/x)*0.5
    return x
def relerrheron(x,y):
    z=x/np.sqrt(y)-1    
    return z
x=1.*10**10
y=2.*10**20

Approximation of square root of 2e+20 at step 0: 10000000000.0000000000000000 
Relative error  :-0.2928932188134525 
Approximation of square root of 2e+20 at step 0: 15000000000.0000000000000000 
Relative error  :0.0606601717798212 
Approximation of square root of 2e+20 at step 1: 14166666666.6666679382324219 
Relative error  :0.0017346066809423 
Approximation of square root of 2e+20 at step 2: 14142156862.7450981140136719 
Relative error  :0.0000015018250930 
Approximation of square root of 2e+20 at step 3: 14142135623.7468986511230469 
Relative error  :0.0000000000011275 
Approximation of square root of 2e+20 at step 4: 14142135623.7309494018554688 
Relative error  :-0.0000000000000001

Σφάλµατα (Σχετικό)

Σχετικό Σφάλμα: 
|xn − y |

| y |



Άλλη Μέθοδος για A

• Κατασκευή ακολουθίας αριθµών  

• Αρχικά επιλέγει  τέτοιο ώστε  

• Στη συνέχεια κάθε επόµενος όρος   

• Αν  τότε 

xn ≈ A

x0 x2
0 ≈ A

xn+1 = xn + x2
n − A

xn → x⋆ (x⋆)2 = A



Συνάρτηση Python

import numpy as np

def other(x,y):
    x=x+x**2-y
    return x
def errheron(x,y):
    z=x-np.sqrt(y)    
    return z
x=1.5
y=2.

Approximation of square root of 2 at step 0: 1.5000000000000000 
Absolute error  :0.0857864376269049 
Approximation of square root of 2 at step 1: 1.7500000000000000 
Absolute error  :0.3357864376269049 
Approximation of square root of 2 at step 2: 2.8125000000000000 
Absolute error  :1.3982864376269049 
Approximation of square root of 2 at step 3: 8.7226562500000000 
Absolute error  :7.3084426876269051 
Approximation of square root of 2 at step 4: 82.8073883056640625 
Absolute error  :81.3931747432909702 
Approximation of square root of 2 at step 5: 6937.8709463106933981 
Absolute error  :6936.4567327483200643

Σφάλµατα (Απόλυτο)

Απόλυτο Σφάλμα: |xn − (y) |

Η µέθο
δος δ

εν 

συγκ
λίνει

!


