
4ο Εργαστήριο

Για την αριθµητική επίλυση ενός προβλήµατος αρχικών τιµών (Π.Α.Τ.)

θεωρήσαµε άµεσες µεθόδους όπως του Euler αλλά και πεπλεγµένες µεθόδους όπως του Euler και του τραπεζίου. Έστω ένας οµοιόµορφος διαµερισµός του , στα σηµεία 

, , µε βήµα , υπολογίζουµε τις τιµές  που αποτελούν προσεγγίσεις στις τιµές , .

Άµεση Euler

Πεπλεγµένη Euler

Μέθοδος του τραπεζίου

Για να µπορέσουµε να βρούµε την προσέγγιση αν θεωρήσουµε µια πεπλεγµένη µέθοδο θα χρειαστεί να βρούµε τη ρίζα µιας µη-γραµµικής συνάρτησης σε κάθε βήµα. Αν όµως η

συνάρτηση  είναι γραµµική ως προς , π.χ. , τότε οι παραπάνω πεπλεγµένες µέθοδοι υλοποιούνται εύκολα, π.χ. Πεπλεγµένη Euler

η Μέθοδος του τραπεζίου

Άσκηση 1: Έστω , στο  η οποία είναι λύση στο

Θεωρείστε την άµεση µέθοδο του Euler, την πεπλεγµένη µέθοδο του Euler και τη µέθοδο τραπεζίου. Θεωρήστε ένα διαµερισµό του  σε  σηµεία.

1. Για , κατασκευάστε τις προσεγγίσεις που δίνουν οι τρεις µέθοδοι, δηµιουργείστε τις γραφικές παράστασεις της προσεγγιστικής λύσης και της ακριβούς στο διάστηµα

, και βρείτε το σφάλµα .

2. Για  βρείτε τη πειραµατική τάξη σύγκλισης για κάθε µια από τις τρεις µεθόδους

Μη γραµµική  ως προς 

Ʃε αυτή την περίπτωση για να υπολογίσουµε τις προσεγγίσεις χρησιµοποιώντας µια πεπλεγµένη µέθοδο πρέπει να βρούµε τη λύση µιας µη γραµµικής εξίσωσης σε κάθε βήµα. Μια

µέθοδος είναι π.χ. η µέθοδος του σταθερού σηµείου.

Μέθοδος σταθερού σηµείου

Για να βρούµε τη λύση της εξίσωσης , για  δοσµένο δηµιουργούµε την ακολουθία 

Αν  συγκλίνει τότε . Επειδή δεν µπορούµε να βρούµε ακριβώς το  αλλά µια προσέγγιση, πρέπει ο αλγόριθµος να σταµατά µετά από κάποια βήµατα. Ένα κριτήριο

τερµατισµού του αλγορίθµου είναι να θέσουµε ότι η διαφορά δυο συνεχόµενων προσεγγίσεων  να γίνει µικρότερη από έναν προκαθορισµένο αριθµό TOL. Ετσι τερµατίζουµε την

επαναλαληπτική διαδικασια και δεχοµαστε ως προσέγγιση της  to  όταν . Επειδή µπορεί να δηµιουργηθούν και άλλα σφάλµατα και το προηγούµενο κριτήριο

να µην ικανοποιείτε ποτέ, θέτουµε και για ασφάλεια ένα µέγιστο αριθµό επαναλήψεων . Δηλαδή δεχόµαστε ως  είτε το  που πρώτη φορά ικανοποιείται το κριτήριο

τερµατισµού ή το .

Άσκηση 2 (για την εύρεση ενός σταθερού σηµείου): Έστω , στο . Θέλουµε να βρούµε το σηµείο  τέτοιο ώστε

Φτιάξτε µια επαναληπτική διαδικασία ώστε να προσεγγίσετε το , ξεκινώντας από . Για κριτήρια τερµατισµού, θέσετε µέγιστο αριθµό επαναλήψεων  και 

. Ποίο είναι το προσεγγιστικό σταθερό σηµείο και πόσα βήµατα κάνατε;

Πεπλεγµένη Euler

Μια πεπλεγµένη µέθοδος είναι η πεπλεγµένη Euler

Για να υπολογίσουµε την τιµή  χρειάζεται να λύσουµε (στη γενική περίπτωση που η  είναι µη γραµµική ως προς ) µια µη γραµµική εξίσωση. Ένας τρόπος είναι

χρησιµοποιήσουµε µια επαναληπτική διαδικασία όπως στον υπολογισµό του σταθερού σηµείου. Έτσι, σε κάθε βήµα του αλγορίθµου της πεπλεγµένης Euler, για τον υπολογισµό δηλαδή

του  θέτουµε

και αναζητούµε  τέτοιο ώστε

Επειδή µπορούµε µόνο να προσεγγίσουµε το , την προσέγγιση  που θα υπολογίσουµε χρησιµοποιώντας την επαναληπτική διαδικασία του σταθερού σηµείου, θα θέσουµε ως ,

δηλαδή θεωρούµε την ακολουθία

για δοσµένο TOL, υπολογίζουµε το  τέτοιο ώστε  και θέτουµε

και προχωράµε για την επόµενη προσέγγιση της µεθόδου πεπεπλεγµένης Euler.

</p>

Άσκηση 3: θεωρείστε την πεπλεγµένη µέθοδο του Euler για τον υπολογισµό της λύσης του προβλήµατος

Η ακριβή λύση του προβλήµατος είναι . Βρείτε το σφάλµα . Για  βρείτε τη πειραµατική τάξη σύγκλισης για την

πεπλεγµένη µεθόδο του Euler. Θεωρείστε για κάθε βήµα, µέγιστο αριθµό επαναλήψεων  και 

Άσκηση 4: Επαναλάβετε το πρόβληµα για τη µέθοδο του τραπεζίου.

y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ [a, b], y(0) = y0
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f y f(t, y) = g(t)y

yn+1 = yn, n = 0, … , N − 1.
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y(t) = e0.25−(t−0.5)2
[0, 4]

y′(t) = (1 − 2t)y(t), t ∈ [0, 4], y(0) = 1.

[0, 4] N + 1

N = 50
[0, 4] max0≤n≤N |yn − y(tn)|

N = 100, 200, 300, 400, 500

In [ ]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def y_exact(t):
    s=np.exp(0.25-(t-0.5)**2)
    return s

def f(t,y):
    s=(1-2*t)*y
    return s

def g(t):
    s=(1-2*t)
    return s

####Euler

##### Πεπλεγμένη Euler

## Τραπεζίου

###########
print('Πειραματική ταξη σύγκλισης μεθόδου Euler')

#######
    
### Πεπλεγμένη Euler    
print('Πειραματική ταξη σύγκλισης μεθόδου Πεπλεγμένη Euler')

######### 

### Τραπεζίου    
    
print('Πειραματική ταξη σύγκλισης μεθόδου Τραπεζίου')

f y

x⋆ = g(x⋆) x0 xk

xk+1 = g(xk), n = 0, …

xk xk → x⋆ x⋆

xk

x⋆ xk |xk − xk−1| ≤ TOL

Nmax x⋆ xk

xNmax

g(t) = cos(t) [0, 1] x⋆ ∈ [0, 1]

x⋆ = cos(x⋆).

x⋆ x0 = 1 Nmax = 500
TOL = 10−8

In [ ]: def g(x): 
    s=np.cos(x)
    return s

x0=1 #αρχική προσέγγιση - x0 θα ειναι παντα η προηγουμενη προσεγγιση

tol=1.e-8 # Ακριβεια σφάλματος
Nmax=500 #Μεγιστος αριθμός επαναλήψεων
k=0      # Μετρητής επαναλήψεων

err=1. #Θετουμε αρχικά το σφάλμα ίσον με 1 για να ξεκινήσει η διαδικασία

########
#Σχέδιο προτεινόμενου προγράμματος
#Επανάληψη: Όσο (err>tol) and (k<=Nmax) εκτέλεσε τα παρακάτω:
#             1.Υπολογισε την επόμενη προσεγγιση x (x=g(x0))
#             2.Υπολόγισε την απολυτη τιμη της διαφορας 2 συνεχόμενων προσεγγίσεων, x και x0
#             3.Αυξάνουμε το μετρητη k κατά 1.
#.            4.Θέτουμε ως x0 τη τιμή της x, 
#                για να υπολογίσουμε την επόμενη προσεγγιση οταν 
#                θα ξανατρέξουν τα βηματα της επαναληψης

yn+1 = yn + hf(tn+1, yn+1), n = 0, … , N − 1.

yn+1 f y

yn+1

g(s) = yn + hf(tn+1, s),

s⋆

s⋆ = g(s⋆).

s⋆ sk yn+1

sk+1 = g(sk), k = 0, … ,

sk |sk − sk−1| ≤ TOL

yn+1 = sk

y′(t) = − 2(y(t))2, t ∈ [0, 10], y(0) = 0.
1

1 + t2

y(t) =
t

1 + t2
max0≤n≤N |yn − y(tn)| N = 100, 200, 300, 400, 500

Nmax = 500 TOL = 10−8

In [ ]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def y_exact(t):
    s=t/(1+t**2)
    
    return s

def f(t,y):
    s=1/(1+t**2)-2*y**2
    
    return s

def g(t,yn,x):
    s=yn+h*f(t,x)
    return s

y0=0
a=0
b=10
#### Πεπλεγμένη Euler (Μη γραμμική f ως προς y)
##
##

In [ ]: #### Τραπεζιου (Μη γραμμική f ως προς y)
# Η αλλαγή σε σχεση με την προηγούμενη άσκηση είναι ο ορισμός της συνάρτησης που δίνει τη μέθοδο. 
# Ο τύπος της μεθόδου του τραπεζίου είναι 
#y_{n+1}=y_n+ (h/2)(f(t_{n+1},y_{n+1})+f(t_{n},y_{n})),

def g(t,yn,x):
    s=yn+(h/2)*(f(t-h,yn)+f(t,x))
    return s


