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2 Εισαγωγή στις διαφορικές εξισώσεις

∆ιαφορικές Εξισώσεις µε Μερικές Παραγώγους

Εισαγωγή

΄Οπως και στο προηγούµενο κεφάλαιο ϑα ξεκινήσουµε µε µερικά παράδειγ-

µατα από την κλασική Φυσική.

Παράδειγµα Ι (ϐλ. σχήµα 1). Η δύναµη ϐαρύτητας F που προκαλείται από

µια σηµειακή µάζα M στη ϑέση (0, 0, 0) και ασκείται πάνω σε ένα σωµατίδιο

µάζας m στη ϑέση (x, y, z), δίνεται, συµφωνα µε το νόµο του Νεύτωνα, από

την σχέση

F = −γM m

r3
r

ή

F =
(
− γM m

r3
x,−γM m

r3
y,−γM m

r3
z
)

εδώ γ > 0 µια σταθερά, r = (x, y, z) και r = |r| =
√
x2 + y2 + z2. Το

διανυσµατικο πεδίο F ειναι συντηρητικό δηλαδή υπάρχει µια συνάρτηση

u(x, y, z) : R3 → R τέτοια ώστε ∇u = F ή

ux = −γM m

r3
x, uy = −γM m

r3
y, uz = −γM m

r3
z.

Προφανώς

u(x, y, z) = γ
M m

r
.

Επίσης έχουµε

uxx = −γM m
( 1

r3
− 3

x2

r5

)
,

uyy = −γM m
( 1

r3
− 3

y2

r5

)
,

uzz = −γM m
( 1

r3
− 3

z2

r5

)
,

συνεπώς

(1) uxx + uyy + uzz = 0.

Αυτή η εξίσωση ονοµάζεται εξίσωση Laplace. Την εξίσωση αυτή µπορούµε να

την ϑεωρίσουµε και σε n ≥ 2 διαστάσεις.

Θα χρησιµοποιούµε τον εξής συµβολισµό

∆ ≡
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

ή ∆u =
n∑
i=1

uxixi = ux1x1 + ...+ uxnxn .

Για n = 2 αντί για x1, x2 ϑα γράφουµε x, y (∆u = uxx+uyy) και για n = 3 αντί

για x1, x2, x3 ϑα γράφουµε x, y, z (∆u = uxx + uyy + uzz). Εξίσωση Laplace
ϑα ονοµάζουµε την εξίσωση

(1′) ∆u = 0.
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΄Εστω τώρα η µάζαM είµαι κατανεµηµένη σε µία µπάλα B(0, R) µε κέντρο

στο σηµείο (0, 0, 0) και ακτίναR τότε µπορούµε να αποδείξουµε ότι η u(x, y, z)
επαληθεύει την εξίσωση

(2) uxx + uyy + uzz = −4πρ ή ∆u = −4πρ

όπου η συνάρτηση ρ(x, y, z) είναι η πυκνότητα της µάζας στο σηµείο (x, y, z)
(οι υπολογισµοί εδώ είναι αρκετά ογκώδεις). Η εξίσωση (2) ονοµάζεται εξίσωση

Poisson. Προφανώς εκτός της σφαίρας B(0, R) όπου ρ(x, y, z) ≡ 0 η (2)

γίνεται (1).

Τις ίδιες εξισώσεις επαληθεύει και το δυναµικό ενός ηλεκτροµαγνητικού

πεδίου.

Παράδειγµα ΙΙ (ϐλ. σχήµα 2). Ας δώσουµε ένα άλλο παράδειγµα όπου

εµφανίζεται η εξίσωση Laplace. ΄Εστω u = (u, v, w) διανυσµατικό πεδίο τα-

χυτήτων ενός ϱευστού, υποθέτουµε ότι η ϱοή είναι αστρόβιλη και το ϱευστό

ασυµπίεστο δηλαδή

curlu = 0, div u = 0

όπου

curlu ≡ (wy − vz)i+ (uz − wx)j + (vx − uy)k
και

div u ≡ ux + vy + wz

(σχετικά µε την σχέση div u = 0 ϐλέπε το παράδειγµα V ). Συνεπώς έχουµε

τις εξισώσεις

wy = vz, uz = wx, vx = uy

και

ux + vy + wz = 0.

Παραγωγίζουµε την τελευταία ως προς x

uxx + vyx + wzx = 0

από την άλλη

vxy = uyy, wxz = uzz,

συνεπώς

uxx + uyy + uzz = 0.

Παροµοίως

vxx + vyy + vzz = 0,

wxx + wyy + wzz = 0.

Βλέπουµε ότι και οι τρεις συνιστώσες του διανυσµατικού πεδίου ταχυτήτων u
επαληθεύουν την εξίσωση Laplace.

Παράδειγµα ΙΙΙ (ϐλ. σχήµα 3). ΄Εστω u(t, x, y, z)− ϑερµοκρασία στο σηµείο

(x, y, z) ∈ Ω ⊂ R3
στη χρονική στιγµή t. Τότε το ολοκλήρωµα∫

Ω
ρ c u dxdydz,
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όπου ρ > 0 πυκνότητα και c > 0 ϑερµοχωρητικότητα, µας δίνει την συνολική

ϑερµότητα που περιέχεται στο Ω. Σύµφωνα µε τον νόµο Fourier η ϑερµότητα

ϱέει από τα ϑερµά προς τα ψυχρά µε ϐάση το διανυσµατικό πεδίο

F = −κ∇u
όπου κ > 0 είναι ο συντελεστής ϑερµικής αγωγιµότητας. Από τον νόµο δια-

τήρησης της ενέργειας έχουµε ότι η µεταβολή της συνολικής ϑερµότητας κα-

ϑορίζεται από την ϱοή της ϑερµότητας διαµέσου του συνόρου ∂Ω και από της

πηγές ϑερµότητας f που ϐρίσκονται στο Ω, δηλαδή

d

dt

∫
Ω
ρ c u dxdydz =

∫
∂Ω
κ∇u · ν ds+

∫
Ω
f dxdydz,

όπου ν είναι το µοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διάνυσµα στο σύνορο του Ω.

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα της απόκλισης έχουµε

d

dt

∫
Ω
ρ c u dxdydz =

∫
Ω
div(κ∇u) dxdydz +

∫
Ω
f dxdydz

ή ∫
Ω

(
(ρ c u)t − div(κ∇u)− f

)
dxdydz = 0.

Αφού το χωρίο Ω είναι τυχαίο, καταλήγουµε στην εξίσωση

(ρ c u)t − div(κ∇u) = f.

Αν υποθέσουµε ότι οι ποσότητες ρ, c, κ είναι σταθερες, τότε για την ϑερµο-

κρασία u ϑα έχουµε

(3) ut − k∆u = f̃ , k =
κ

ρc
, f̃ =

f

ρc
.

Η (3) ονοµάζεται εξίσωση ϑερµότητας. Σε µία διάσταση η εξίσωση ϑα γράφεται

ως εξής

ut − kuxx = f.

Παράδειγµα IV (ϐλ. σχήµα 4). Η εξίσωση

(4) utt −∆u = 0 ή utt −∆u = f,

ονοµάζεται κυµατική εξίσωση και περιγράφει µικρές ταλαντώσεις, εδω f δο-

σµένη συνάρτηση που έχει να κάνει µε τις πηγές ενέργιας. Η αντίστοιχη

εξίσωση µε µια χωρική µεταβλητή, δηλαδή η

utt − uxx = 0,

περιγράφει µικρές ταλαντώσεις µιας χορδής. Η προσδιοριστέα συνάρτηση u
περιγράφει τη ϑέση ενος σηµείου τη χρονική στιγµή t. Χωρίς να δωσουµε

λεπτοµέρειες ϑα επισηµάνουµε οτι η εξίσωση (4) προκύπτει απο τον δευτερο

νόµο του Νεύτωνα λαµβάνοντας υπ όψιν το γεγονός οτι η utt έιναι η επιτάχυνση

και η ∆u έχει να κάνει µε τις δυνάµεις που δρούν πάνω στο στερεό που δέχεται

µικρές ταλαντώσεις.

Παρατηρούµε ότι αν στα παραδείγµατα III και IV η διαδικασία είναι στα-

τική δηλαδή µε το πέρασµα του χρόνου η u δεν µεταβάλλεται (ut = 0, utt = 0)
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τότε και η (3) και η (4) γίνονται εξίσωση Laplace (Poisson αν f 6≡ 0). Τέσσερα

τελείως διαφορετικής ϕύσεως ϕαινόµενα περιγράφονται απο την ίδια εξίσωση !

Επίσης το πραγµατικό και ϕανταστικό µερος µιας αναλυτικής συνάρτησης

w(z) = u(x, y) + iv(x, y) (i =
√
−1) ικανοποιούν την εξίσωση Laplace, αυτό

άµεσα προκύπτει από τις συνθήκες Cauchy −Riemann :

(5) ux = vy, uy = −vx.

Μια συνάρτηση η οποία επαληθευει την εξίσωση Laplace ονοµάζεται αρµονική

συνάρτηση. Τέτοιες συναρτήσεις παίζουν πολύ συµαντικό ϱόλο στα Καθαρά

και Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά.

Παράδειγµα V (ϐλ. σχήµα 5). ΄Εστω τώρα ρ(t, x, y, z)− πυκνότητα στο

σηµείο (x, y, z) ∈ Ω ⊂ R3
στη χρονική στιγµή t. Τότε το ολοκλήρωµα∫

Ω
ρ dxdydz,

µας δίνει την συνολική µάζα του Ω. ΄Εστω u = (u, v, w) διανυσµατικό πεδίο

ταχυτήτων ενός ϱευστού. Από τον νόµο διατήρησης της µάζας έχουµε ότι η

µεταβολή της συνολικής µάζας καθορίζεται από την ϱοή της µάζας διαµέσου

του συνόρου ∂Ω και από της πηγές της µάζας f που ϐρίσκονται στο Ω, δηλαδή

d

dt

∫
Ω
ρ dxdydz = −

∫
∂Ω
ρu · ν ds+

∫
Ω
f dxdydz.

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα της απόκλισης έχουµε

d

dt

∫
Ω
ρ dxdydz = −

∫
Ω
div(ρu) dxdydz +

∫
Ω
f dxdydz

ή ∫
Ω

(
ρt + div(ρu)− f

)
dxdydz = 0.

Αφού το χωρίο Ω είναι τυχαίο, καταλήγουµε στην εξίσωση

ρt + div(ρu) = f.

Συνήθως παίρνουνε f ≡ 0, δηλαδή

(6) ρt + div(ρu) = 0 ⇔ ρt + u · ∇ρ+ ρ divu = 0.

Αν ϑα υποθέσουµε ότι η πυκνότητα είναι σταθερή, το οποιο σηµαίνει οτι η ύλη

είναι ασυµπίεστη, τότε απο την (6) προκύπτει

div u = 0,

αυτή η συνθήκη ονοµάζεται συνθήκη ασυµπιεστότητας.

Το διανυσµατικό πεδίο (x(t), y(t), z(t)) περιγράφει την ϑέση ενός σηµείου

τη χρονική στιγνή t. Η καµπύλη σ(t) = (x(t), y(t), z(t)) t ∈ (t0, T ) ονοµάζεται

τροχιά. Το διανυσµατικό πεδίο (x′(t), y′(t), z′(t)) περιγράφει την ταχύτητα

το σηµείου αυτού αρα η καµπύλη σ(t) = (x(t), y(t), z(t)) ορίζεται από το

σύστηµα

dx

dt
= u,

dy

dt
= v,

dz

dt
= w.
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Αν η ύλη είναι ασυµπίεστη τότε η πυκνότητα κατά µήκος της τροχιάς πρέπει

να είναι σταθερή (οχι απαραίτητα σταθερή παντου οπως είχαµε υποθέσει πιο

πάνω), δηλαδή

d

dt
ρ(t, σ(t)) ≡ d

dt
ρ(t, x(t), y(t), z(t)) = 0.

Απο τον κανόνα της αλυσίδας έχουµε

d

dt
ρ(t, x(t), y(t), z(t)) = ρt + ρxu+ ρyv + ρzw ≡ ρt + u · ∇ρ,

άρα

(7) ρt + u · ∇ρ = 0

Προφανώς από την (6) και την (7) πάλι προκύπτει η συνθήκη ασυµπιεστότητας

div u = 0.
Σε µία διάσταση η εξίσωση (7) γράφεται ως εξής

ρt + u ρx = 0.

Παράδειγµα V I. Τέλος ϑα δώσουµε (χωρίς λεπτοµέρειες) τις εξισώσεις που

περιγράφουν τη διάδοση των ακουστικών κυµάτων:

(8) ρ0ut + px = 0, pt + ρ0c
2
0ux = 0,

εδώ η u(t, x) είναι η ταχύτητα, η p(t, x) είναι η πίεση και ρ0, c0 δοσµένες

ϑετικές σταθερές, ρ0 είναι η πυκνότητα και η σταθερά c0 έχει να κάνει µε την

συµπιεσιµότητα της ύλης.

Παρατηρούµε ότι αν παραγωγίσουµε την πρώτη εξίσωση ως προς t, τη δεύ-

τερη ως προς x και µετά αφαιρέσουµε την δεύτερη από την πρώτη ϑα έχουµε

την κυµατική εξίσωση

utt − c2
0uxx = 0

(αν παραγωγίσουµε την πρώτη ως προς x και ϑα την πολλαλπλασιάσουµε µε

c2
0, τη δεύτερη ως προς t και µετά αφαιρέσουµε την πρώτη από την δεύτερη

ϑα έχουµε κυµατική εξίσωση για την πίεση ptt − c2
0pxx = 0.)

Θα µπορούσαµε να αναφέρουµε και πολλά άλλα παραδείγµατα, από την

δυναµική των πληθυσµών έως την χρηµατοοικονοµία, και προφανώς από την

Φυσική.

∆ιαφορικές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους (ή µερικές διαφορικές εξισώ-

σεις) καλούνται εξισώσεις µε µια άγνωστη συνάρτηση, τουλάχιστον δύο µετα-

ϐλητών, που εκτός ενδεχοµένως από την άγνωστη συνάρτηση και τις ανεξάρ-

τητες µεταβλητές περιέχουν και µερικές παραγώγους της συνάρτησης.

Τάξη µιας εξίσωσης καλείται η υψηλότερη τάξη µερικής παραγώγου που

εµφανίζεται στην εξίσωση. Παραδείγµατος χάριν οι (1), (2), (3), (4) είναι δεύ-

τερης τάξης ενώ οι (6), (7) είναι πρώτης. Το σύστηµα (5) και (8) είναι σύστηµα

εξισώσεων πρώτης τάξης.
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Γραµµική εξίσωση δεύτερης τάξεως σε γενική µορφή είναι η εξίσωση

(9)
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj +
n∑
i=1

ai(x)uxi + a(x)u = f(x),

γραµµική εξίσωση πρώτης τάξεως σε γενική µορφή είναι η εξίσωση

(10)
n∑
i=1

ai(x)uxi + a(x)u = f(x).

Εδώ x = (x1, ..., xn), οι ai,j , ai, a και f είναι δοσµένες συναρτήσεις ενώ

η u(x) είναι η συνάρτηση που πρέπει να προσδιορίσουµε. Στις εξισώσεις

που περιγράφουν χρονοεξαρτώµενες διαδικασίες αντί για x1 (ή xn) συνήθως

γράφουµε t.
Λύση της (9) σε ένα χωρίο Ω ⊂ Rn

ονοµάζουµε µια συνάρτηση δύο ϕορές

συνεχώς παραγωγίσιµη στο Ω η οποία επαληθεύει την (9) σε κάθε σηµείο

(x1, ..., xn) ∈ Ω. Παροµοίως λύση της (10) σε ένα χωρίο Ω ⊂ Rn
ονοµάζουµε

µια συνάρτηση µια ϕορά συνεχώς παραγωγίσιµη στο Ω η οποία επαληθεύει

την (10) σε κάθε σηµείο (x1, ..., xn) ∈ Ω.

Στο µάθηµα αυτό ϑα περιοριστούµε µε εξισώσεις που έχουν µόνο δυο ανε-

ξάρτητες µεταβλητές και µπορούν να λυθούν σε κλειστή µορφή.

Π.χ. για n = 2 οι συνάρτησεις

u(x, y) = x2 − y2, u(x, y) = x y

είναι λύσεις της εξισώσης

uxx + uyy = 0

δηλαδή αρµονικές συναρτήσεις. Οι συνάρτησεις

u(t, x) = e−t sinx, u(t, x) = e−t cosx

είναι λύσεις της εξισώσης

ut = uxx,

ενω οι συνάρτησεις

u(t, x) = cos t sinx, u(t, x) = sin t cosx

είναι λύσεις της εξισώσης

utt = uxx.

Εξίσου εύκολα διαπιστώνουµε οτι οι συναρτήσεις

u(t, x) = t+ x, u(t, x) = sin(t+ x), u(t, x) = et+x

έναι λύσεις της εξίσωσης

ut − ux = 0.
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1. Εξισώσεις πρώτης τάξης

Θα ξεκινήσουµε µε την απλούστερη περίπτωση εξίσωσης πρώτης τάξεως.

Θέλουµε να ϐρούµε τη λύση u(t, x) της εξίσωσης

(1.1) ut + ux = 0.

Γνωρίζουµε οτι η παράγωγος της u κατα κατεύθυνση που ορίζεται από το

µοναδιαίο διάνυσµα ν = (ν1, ν2) είναι η

∂u

∂ν
= ∇u · ν = utν1 + uxν2.

Αρα αν ϑα πάρουµε ν1 = ν2 =
√

2/2 τότε η (1.1) ϑα πάρει τη µορφή

(1.2)
∂u

∂ν
= 0.

Τι σηµαίνει αυτο ; Προφανώς το διάνυσµα ν = (
√

2/2,
√

2/2) ορίζει στον R2

µια οικογένεια ευθειών

x− t = C (ϐλ. σχήµα 1.1)

και η σχέση (1.2) µας λέει ότι κατα µήκος αυτών των ευθειών η u(t, x) δεν

µεταβάλλεται, δηλαδή οταν x − t = C η u ειναι σταθερά συνεπώς έχει τη

µορφή

(1.3) u(t, x) = g(x− t)
όπου g τυχαία παραγωγίσιµη συνάρτηση, ευκολα διαπιστώνουµε οτι

ut + ux = −g′(x− t) + g′(x− t) = 0.

Ο τύπος (1.3) µας δίνει τη γενική λύση της (1.1).

Προβλήµα Cauchy: να ϐρεθεί η λύση της (1.1) στον R2
η οποία επαληθευει

τη συνθήκη

(1.4) u(0, x) = φ(x) για |x| <∞,
όπου φ(x) µια δοσµένη παραγωγίσιµη συνάρτηση. Η (1.4) ονοµάζεται αρχική

συνθήκη. Απο την (1.3) άµεσα προκύπτει οτι η λύση του προβλήµατος (1.1),

(1.4) δίνεται απο τον τύπο

u(t, x) = φ(x− t).
Π.χ. αν φ(x) = sinx, τότε u = sin(x − t), αν φ(x) = x2 + ex − 1, τότε

u = (x− t)2 + ex−t − 1 και ούτω καθεξής.

Θα αναρωτηθούµε τωρα τι ϑα συµβεί αν στο πρόβληµα Cauchy (1.1), (1.4)

οι αρχικές συνθήκες (1.4) είναι δοσµένες όχι σε όλο τον R αλλά µόνο σε ένα

διάστηµα (a, b) ; ∆ηλαδή η συνάρτηση φ(ξ) δίνεται µόνο για ξ ∈ (a, b). Αφου

η λύση είναι u = φ(x − t), είναι προφανές οτι η u(t, x) ορίζεται µόνο για

x− t ∈ (a, b) δηλαδή σε µια λωρίδα

a < x− t < b (ϐλ. σχήµα 2.1)

Περνάµε στην πιο γενική εξίσωση

(1.5) ut + a(t, x)ux = f(t, x, u) στον R2.



΄Αλκης Τερσένοβ 9

Εδώ a και f δοσµένες συνεχείς (ϕραγµένες σε ϕραγµένα χωρία) συναρτήσεις.

΄Εστω

σ(s) = (t(s), x(s)) (σ : s→ (t(s), x(s)) (ϐλ. σχήµα 3.1)

µια καµπύλη στον R2
. Θεωρούµε την συνάρτηση u(t, x) πάνω στην σ (περιο-

ϱισµός της u στην σ), δηλαδή

u(t(s), x(s)) = u(s).

Προφανώς, απο τον κανόνα της αλυσίδας έχουµε

du(s)

ds
=

d

ds
u(t(s), x(s)) = ut(t(s), x(s))

dt

ds
+ ux(t(s), x(s))

dx

ds
.

Αν

dt

ds
= 1 και

dx

ds
= a(t(s), x(s))

τότε η εξίσωση (1.5) κατά µήκος της καµπύλης σ παίρνει την µορφή

d u(s)

ds
= f

(
t(s), x(s), u(s)

)
που είναι µια συνήθης διαφορική εξίσωση. Για να ϐρούµε τη λύση αρκεί να

ολοκληρώσουµε ως προς s.
Αν t(0) = 0 τότε t = s και η καµπύλη γράφεται ως

σ(t) = (t, x(t)),

η εξίσωση (1.5) κατά µήκος της καµπύλης ϑα παρει την µορφή

d u(t)

dt
= f

(
t, x(t), u(t)

)
αφου πάνω στην καµπύλη u(t) = u(t, x(t)).

Θεωρούµε τώρα το πρόβληµα Cauchy: να ϐρεθεί η λύση της εξίσωσης (1.5)

η οποία επαληθεύει την αρχική συνθήκη

(1.6) u(0, x) = φ(x), |x| < +∞
Ας υποθέσουµε ότι

σ̄(0) =
(
t(0), x(0)

)
= (0, x0), (σ : 0→ (0, x0)).

Θεωρούµε το σύστηµα

d t(s)

d s
= 1,

d x(s)

d s
= a(t(s), x(s))

µε αρχικές συνθήκες

t(0) = 0, x(0) = x0.

Προφανώς t = s, άρα έχουµε

d x(t)

d t
= a(t, x(t)), x(0) = x0

και η εξήσωση (1.5) γράφεται ως εξής

d u(t)

dt
= f

(
t, x(t), u(t)

)
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(εδω u(t) = u(t, x(t))) µε αρχική συνθήκη

u(0) = u(0, x(0)) = φ(x(0)) = φ(x0).

Η εξίσωση

d x(t)

d t
= a(t, x(t))

ονοµάζεται χαρακτηριστική εξίσωση και η λύση της ονοµάζεται χαρακτη-

ϱιστική. Για να λύσουµε την εξίσωση (1.5) πρέπει να λύσουµε το σύστηµα

d x(t)

d t
= a(t, x(t))

(1.7)

d u(t)

d t
= f(t, x(t), u(t)).

Η πρώτη εξίσωση του συστήµατος (1.7) είναι η χαρακτηριστική εξίσωση, η

δεύτερη είναι η (1.5) κατά µήκος της χαρακτηριστικής. Για να λύσουµε την

πρόβληµα (1.5), (1.6) προσθέτουµε στο (1.7) τις αρχικές συνθήκες

x(0) = x0,

(1.8)

u(0) = φ(x0).

Συνοψίζοντας καταλήγουµε στο εξής : η επίλυση του προβλήµατος (1.5), (1.6)

ανάγεται στην επίλυση του προβλήµατος (1.7), (1.8). Τη λύση τη ϐρίσκουµε

σε παραµετρική µορφή (x(t), u(t)) και µετά εκφράζουµε τη u ως συνάρτηση

των t, x σε κλειστή µορφή (αυτό δεν είναι πάντα εφικτό).

Υπο ποιές προυποθέσεις το πρόβληµα (1.5), (1.6) έχει µοναδική λύση ϑα το

µάθετε στο µάθηµα Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις.

Μπορούµε, ϕυσικά και να µην την κάνουµε την απλοποίηση t = s, τότε

αντι (1.7) ϑα πρέπει να λύσουµε το σύστηµα

d t

d s
= 1,

d x(s)

d s
= a(t(s), x(s)),

d u(s)

d s
= f(t(s), x(s), u(s)).

Θα ϐρούµε τη λύση σε παραµετρική µορφή (t(s), x(s), u(s)) και ϑα προσπα-

ϑήσουµε να εκφράσουµε τη u ως συνάρτηση των t, x.

Παράδειγµα 1.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

ut + aux = b, a, b ∈ R, u(0, x) = φ(x).

Λύση.

dx

dt
= a, x

∣∣∣
t=0

= x0 ⇒ x = at+ x0 χαρακτηριστική (σχήµα 4.1)

du

dt
= b, u

∣∣∣
t=0

= φ(x0) ⇒ u = bt+ φ(x0),

άρα η λύση του προβλήµατος είναι

u(t, x) = bt+ φ(x− at).
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΄Εστω a = b = 1, φ(x) = ex, τότε

u(t, x) = t+ ex−t.

΄Εστω a = −1, b = 2, φ(x) = sin x, τότε

u(t, x) = 2t+ sin(x+ t).

Αν ϑέλουµε να ϐρούµε τη γενική λύση της εξίσωσης ut + a ux = b, παρατη-
ϱούµε ότι κατά µήκος της καµπύλης x− at =σταθερά η u(t) επαληθεύει την

εξίσωση u′(t) = b, δηλαδή u = bt + C όπου η C είναι µια ποσότητα η οποία

είναι σταθερή όταν η διαφορά x − at είναι σταθερή, συνεπώς η γενική λύση

δίνεται από τον τύπο

u(t, x) = bt+ g(x− at)
όπου g µια τυχαία οµαλή συνάρτηση. (Προφανώς για τυχαία συνάρτηση g η

g(x− at) είναι σταθερά αν και µόνο αν η x− at είναι σταθερά).
Παράδειγµα 1.2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

ut + xux = 0, u(0, x) = φ(x).

Λύση.

dx

dt
= x, x

∣∣∣
t=0

= x0 ⇒ x = x0e
t

χαρακτηριστική (σχήµα 5.1)

du

dt
= 0, u

∣∣∣
t=0

= φ(x0) ⇒ u = φ(x0),

άρα η λύση του προβλήµατος είναι

u(t, x) = φ(xe−t).

Αν φ(x) = x, τότε η λύση είναι

u(t, x) = x e−t.

Αν φ(x) = x2 + 1,τότε

u(t, x) = x2e−2t + 1.

Αν ϑέλουµε να ϐρούµε τη γενική λύση της εξίσωσης ut + xux = 0, πα-

ϱατηρούµε ότι κατά µήκος της καµπύλης x e−t =σταθερά η u είναι σταθερή,

συνεπώς η γενική λύση δίνεται από τον τύπο

u(t, x) = g(x e−t)

όπου g µια τυχαία οµαλή συνάρτηση.

Ας λύσουµε το πρόβληµα αυτό χωρίς την απλοποίηση s = t:

dt

ds
= 1, t

∣∣∣
s=0

= 0 ⇒ t(s) = s,

dx

ds
= x, x

∣∣∣
s=0

= x0 ⇒ x(s) = x0e
s,

du

ds
= 0, u

∣∣∣
s=0

= φ(x0) ⇒ u(s) = φ(x0).

Αφου x0 = xe−s και s = t, προφανώς u = φ(x e−t).
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Παράδειγµα 1.3. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

ut + t ux = (t+ x)u, u(0, x) = φ(x).

Λύση.

dx

dt
= t, x

∣∣∣
t=0

= x0 ⇒ x(t) =
1

2
t2 + x0 χαρακτηριστική

du

dt
= (t+ x)u, u

∣∣∣
t=0

= φ(x0) ⇒ du

u
=
(
t+

1

2
t2 + x0

)
dt,

άρα

u(t) = φ(x0)ex0t+t
3/6+t2/2.

Συνεπώς

u(t, x) = φ(x− t2/2)et
2/2+tx−t3/3

΄Εστω φ(x) = ex, τότε

u(t, x) = ex+tx−t3/3.

Η γενική λύση της εξίσωσης ut + t ux = (t+ x)u δίνεται από τον τύπο

u(t, x) = g(x− t2/2)et
2/2+tx−t3/3,

g τυχαία οµαλή συνάρτηση.

Παράδειγµα 1.4. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

ut + (t− x)ux = (x+ 1− t)et στον R2,

u(0, x) = φ(x) για |x| < +∞.
Ξεχωριστά γράψτε τη λύση για

φ(x) = 2x+ 1 και φ(x) ≡ 1.

Λύση.

dx

dt
= −x+ t, x

∣∣∣
t=0

= x0 ⇒ x(t) = (x0 + 1)e−t + t− 1 χαρακτηριστική

(εδω λύσαµε εξίσωση πρώτης τάξης x′(t)+x(t) = t), συνεπώς η αρχική εξίσωση

κατα µήκος της χαρακτηριστικής µε την αρχική συνθύκη παίρνει τη µορφή

du

dt
= x0 + 1, u

∣∣∣
t=0

= φ(x0) ⇒ u(t) = t(x0 + 1) + φ(x0),

άρα

u(t, x) = tet(x− t+ 1) + φ
(
et(x− t+ 1)− 1

)
αφού x0 = et(x− t+ 1)− 1.

Αν φ(x) = 2x+ 1

u(t, x) = tet(x− t+ 1) + 2et(x− t+ 1)− 1.

Για φ(x) ≡ 1

u(t, x) = tet(x− t+ 1) + 1.



΄Αλκης Τερσένοβ 13

Η γενική λύση της εξίσωσης ut + (t− x)ux = (x+ 1− t)et δίνεται από τον

τύπο

u(t, x) = g
(
et(x− t+ 1)− 1

)
+ tet(x− t+ 1),

g οπως και πριν, τυχαία οµαλή συνάρτηση.

Παροµοίως αντιµετωπίζεται και η γενική περίπτωση

(1.9) a1(t, x)ut + a2(t, x)ux = f(t, x, u)

όπου

(1.10) a2
1 + a2

2 6= 0.

΄Εστω σ(s) = (t(s), x(s)) µια καµπύλη στον R2
που ορίζεται από τις εξισώσεις

dt

ds
= a1 και

dx

ds
= a2

τότε η εξίσωση (1.9) κατά µήκος της καµπύλης σ παίρνει την µορφή

d u(s)

ds
= f

(
t(s), x(s), u(s)

)
που είναι µια συνήθης διαφορική εξίσωση. Η συνθήκη (1.10) είναι ουσιαστι-

κή, αν παραβιάζεται τότε το πρόβληµα Cauchy µπορεί να µην έχει λύση (ϐλ.

΄Ασκηση 5.). Στην περίπτωση που σε κάποιο σηµείο ισχύει a2
1 +a2

2 = 0 λέµε ότι

σε αυτό το σηµείο η εξίσωση εκφυλίζεται. Παρατηρούµε οτι για την εξίσωση

(1.5) η (1.10) πάντα επαληΘεύεται.

Θα τελειώσουµε µε µία σηµαντική παρατήρηση. Ας γράψουµε την εξίσωση

(1.9) σε µορφή

(1.11)
a1√
a2

1 + a2
2

ut +
a2√
a2

1 + a2
2

ux =
f√

a2
1 + a2

2

.

΄Εστω σ(s) = (t(s), x(s)) είναι τωρα η καµπύλη στον R2
που ορίζεται από τις

εξισώσεις

dt

ds
=

a1√
a2

1 + a2
2

και
dx

ds
=

a2√
a2

1 + a2
2

τότε προφανώς

‖σ′(s)‖ =
√
t′2(s) + x′2(s) = 1

και το αριστερό µέρος της (1.11) είναι η παράγωγος της u κατά µήκος της

καµπύλης σ.

Ασκήσεις.

Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy µε φ(x) τυχαία οµαλή συνάρ-

τηση.

1.

ut + xux = xu, u
∣∣∣
t=0

= φ(x), |x| < +∞.
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2.

ut + ux = x(u+ 1), u(0, x) = cos x, |x| < +∞.
3.

ut − (t+ x)ux = (x− 1 + t)et, u(0, x) = φ(x), |x| < +∞.
Ξεχωριστά γράψτε τη λύση για

φ(x) = 2x− 1 και φ(x) ≡ −1.

4.

ut + ux = 0, u
∣∣∣
t=0

= φ(x)

όπου

φ(x) =

 sinx, για |x| < π/2
1, για x ≥ π/2
−1, για x ≤ −π/2

5.

ut −
t

x
ux = 0, u

∣∣∣
t=0

= φ(|x|), |x| < +∞.

6. Εξετάστε αν το ακόλουθο πρόβληµα έχει λύση

ut −
t

x
ux = 0, u

∣∣∣
t=0

= φ(x), |x| < +∞.

Στις παρακάτω ασκήσεις να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy και

να προσδιορισθεί το χωρίο στον R2
όπου η αρχική συνθήκη ορίζει τη λύση.

7.

ut + ux = 4, u
∣∣∣
t=0

= sin x για |x| < 1.

8.

ut + xux = (x+ t)u, u
∣∣∣
t=0

= φ(x), x ∈ [0, 1] ∪ [2, 3].
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§2. Ταξινόµηση διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης

Η (9) για n = 2 παίρνει τη µορφή

a11uxx + ã12uxy + ã21uyx + a22uyy + a1ux + a2uy + a u = f

ϑεωρούµε ότι u = u(x, y) ∈ C2
(δηλαδή δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη)

και γράφουµε την εξίσωση σε µορφή

(2.1) a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + a1ux + a2uy + a u = f

όπου

a12 =
1

2
(ã12 + ã21).

Οι συναρτήσεις aij = aij(x, y) ονοµάζονται συντελεστές της εξίσωσης και η

συνάρτηση f(x, y) το δεύτερο µέρος της.

Λέµε ότι η (2.1) είναι στο σηµείο (x0, y0) ∈ Ω ⊂ R2

1.) υπερβολική (υπερβολικού τύπου) αν a2
12 − a11a22 > 0,

2.) ελλειπτική (ελλειπτικού τύπου) αν a2
12 − a11a22 < 0,

3.) παραβολική (παραβολικού τύπου) αν a2
12 − a11a22 = 0.

Εάν η εξίσωση είναι υπερβολική ∀(x, y) ∈ Ω λέµε ότι είναι υπερβολική στο

Ω, ανάλογα ορίζεται η ελλειπτικότητα και η παραβολικότητα στο Ω.

Προφανώς η κυµατική εξίσωση

uyy − uxx = 0

είναι υπερβολικού τύπου, (συνήθως αντί για y γράφουµε t επειδή η µεταβλητή

αυτή παίζει τον ϱόλο του χρόνου), η εξίσωση Laplace

uxx + uyy = 0

είναι ελλειπτικού τύπου, και η εξίσωση ϑερµότητας

uy − uxx = 0

παραβολικού τύπου (και εδώ συνήθως αντί για y γράφουµε t για τον ίδιο λόγο).

΄Οπως είναι γνωστό, η καµπύλη

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + a1x+ a2y + a = 0

είναι έλλειψη, αν a2
12 − a11a22 < 0, υπερβολή, αν a2

12 − a11a22 > 0 και

παραβολή, αν a2
12 − a11a22 = 0. Σε αυτό οφείλουν την ονοµασία τους οι τρεις

τύποι των εξισώσεων.

Ασκήσεις.

1. Στον R2
ϑεωρούµε την εξίσωση

uxx + 2uxy + yuyy + ux − uy − u = 1.

Προσδιορίστε τα χωρία όπου η εξίσωση είναι υπερβολικού τύπου, παραβολικού

τύπου, ελλειπτικού τύπου.

2. Προσδιορίστε τον τύπο των ακόλουθων εξισώσεων:

uxy = f, uy + uxx = f, xuxx + uyy = f

όπου f τυχαία γραµµική συνάρτηση των x, y, u, ux, uy.
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§3. Κυµατική Εξίσωση, τύπος d′Alembert

Στον R2
ϑεωρούµε την εξίσωση

(3.1) utt − uxx = f(t, x),

όπου η f είναι δοσµένη οµαλή συνάρτηση, t - χρόνος, x - χωρική µεταβλητή,

utt µερική παράγωγος δεύτερης τάξης ως προς t και uxx µερική παράγωγος

δεύτερης τάξης ως προς x. Ψάχνουµε τη γενική λύση u(t, x) της εξίσωσης

(3.1).

΄Εστω f ≡ 0, έχουµε

(3.2) utt − uxx = 0.

Η (3.2) ονοµάζεται οµογενής εξίσωση. Κάνουµε την αντικατάσταση:

(t, x)→ (ξ, η)

u(t, x)→ ũ(ξ, η) = ũ(ξ(t, x), η(t, x))

όπου

ξ = x− t, η = x+ t.

Προφανώς, παραγωγίζοντας την ταυτότητα u(t, x) ≡ ũ(ξ, η), παίρνουµε

ut(t, x) =
∂

∂t
ũ(ξ(t, x), η(t, x)) = ũξ(ξ, η)ξt+ũη(ξ, η)ηt = −ũξ(ξ, η)+ũη(ξ, η),

ux(t, x) =
∂

∂x
ũ(ξ(t, x), η(t, x)) = ũξ(ξ, η)ξx+ ũη(ξ, η)ηx = ũξ(ξ, η)+ ũη(ξ, η).

Παροµοίως για τις παραγώγους δεύτερης τάξης

utt(t, x) =
∂

∂t

(
− ũξ(ξ, η) + ũη(ξ, η)

)
=

−ũξξ(ξ, η)ξt − ũξη(ξ, η)ηt + ũηξ(ξ, η)ξt + ũηη(ξ, η)ηt =

ũξξ(ξ, η)− 2ũξη(ξ, η) + ũηη(ξ, η),

uxx(t, x) = ... = ũξξ(ξ, η) + 2ũξη(ξ, η) + ũηη(ξ, η).

΄Αρα

utt(t, x)− uxx(t, x) ≡ −4ũξη(ξ, η)

συνεπώς η (3.2) παίρνει τη µορφή

(3.3) ũξη(ξ, η) = 0.

Ολοκληρώνοντας δύο ϕορές παίρνουµε τη γενική λύση της εξίσωσης (3.3):

ũ(ξ, η) = F (ξ) + Φ(η),

όπου F και Φ αυθαίρετες δυο ϕορές παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Συνεπώς η

γενική λύση της εξίσωσης (3.1) είναι

u(t, x) = F (x− t) + Φ(x+ t).

΄Εστω τώρα οι v και w λύσεις της (3.1), δηλαδή

vtt − vxx = f και wtt − wxx = f,
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τότε η u ≡ v − w είναι λύση της εξίσωσης (3.2), πράγµατι

utt − uxx = vtt − vxx − (wtt − wxx) = f − f = 0.

΄Αρα αν ϐρήκαµε κάποια (µερική) λύση της (3.1) π.χ. την w τότε οποιαδήποτε

άλλη λύση v της (3.1) δίνεται από τον τύπο

v = w + u.

Τουτ΄ έστιν ισχύει το εξής

γενική λύση της (3.1)=

µερική λύση της (3.1) + γενική λύση της (3.2).

Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι η

u0(t, x) =
1

2

∫ t

0

(∫ x+t−τ

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ

)
dτ

είναι µερική λύση της (3.1). Πράγµατι ϑεωρούµε το ολοκλήρωµα∫ t

0
G(t, x, τ)dτ, όπου G(t, x, τ) =

1

2

∫ x+t−τ

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ.

Εξ ορισµού της παραγώγου

∂

∂t

(∫ t

0
G(t, x, τ)dτ

)
=

lim
∆t→0

1

∆t

[ ∫ t+∆t

0
G(t+ ∆t, x, τ)dτ −

∫ t

0
G(t, x, τ)dτ

]
=

lim
∆t→0

1

∆t

[ ∫ t+∆t

t
G(t+ ∆t, x, τ)dτ +

∫ t

0

(
G(t+ ∆t, x, τ)−G(t, x, τ)

)
dτ
]

=

lim
∆t→0

[
G(t+ ∆t, x, τ∗) +

1

∆t

∫ t

0

(
G(t+ ∆t, x, τ)−G(t, x, τ)

)
dτ
]

=

G(t, x, t) +

∫ t

0
Gt(t, x, τ)dτ =

∫ t

0
Gt(t, x, τ)dτ,

όπου τ∗ ∈ [t, t+ ∆t]. Εδώ αφαιρέσαµε και προσθέσαµε το ολοκλήρωµα∫ t

0
G(t+ ∆t, x, τ)dτ

και µετά χρησιµοποιήσαµε το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής για τα ολοκληρώ-

µατα. Θα υπολογίσουµε τώρα την παράγωγο Gt, έχουµε

Gt(t, x, τ) =
∂

∂t

1

2

(∫ x+t−τ

0
f(τ, ζ)dζ +

∫ 0

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ

)
=

1

2

[
f(τ, x+ t− τ) + f(τ, x− t+ τ

]
.

Συνεπώς έχουµε

u0t(t, x) =
1

2

∫ t

0

[
f(τ, x+ t− τ) + f(τ, x− t+ τ)

]
dτ,
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u0tt(t, x) = f(t, x) +
1

2

∫ t

0

[
fx+t−τ (τ, x+ t− τ)− fx−t+τ (τ, x− t+ τ)

]
dτ.

Παροµοίως

u0x(t, x) =
1

2

∫ t

0

[
f(τ, x+ t− τ)− f(τ, x− t+ τ)

]
dτ.

u0xx(t, x) =
1

2

∫ t

0

[
fx+t−τ (τ, x+ t− τ)− fx−t+τ (τ, x− t+ τ)

]
dτ.

∆ηλαδή

u0tt − u0xx = f(t, x).

Συνοψίζοντας έχουµε ότι η γενική λύση της (3.1) δίνεται από τον τύπο

u(t, x) = F (x− t) + Φ(x+ t) +
1

2

∫ t

0

(∫ x+t−τ

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ

)
dτ.

Πρόβληµα Cauchy. Να ϐρεθεί στον R2
η λύση της εξίσωσης (3.1) η οποία

ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες

(3.4) u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| < +∞,
όπου φ και ψ δοσµένες οµαλές συναρτήσεις.

Πρώτα ϑα ασχοληθούµε µε το πρόβληµα Cauchy (3.2), (3.4). Η γενική

λύση της εξίσωσης (3.2) είναι

u(t, x) = F (x− t) + Φ(x+ t)

µε αυθαίρετες (οµαλές) F και Φ. Πρέπει να προσδιορίσουµε τις F και Φ
χρησιµοποιώντας τις συνθήκες (3.4). ΄Εχουµε

u(0, x) = F (x) + Φ(x) = φ(x),

ut(0, x) = −F ′(x) + Φ′(x) = ψ(x).

Ολοκληρώνοντας τη δεύτερη ισότητα παίρνουµε

−F (x) + Φ(x) + C =

∫ x

x0

ψ(ζ)dζ,

µε C αυθαίρετη σταθερά. Τώρα χρησιµοποιώντας την πρώτη ισότητα καταλή-

γουµε στο

Φ(x) =
1

2
φ(x) +

1

2

∫ x

x0

ψ(ζ)dζ − 1

2
C

και

F (x) =
1

2
φ(x)− 1

2

∫ x

x0

ψ(ζ)dζ +
1

2
C

Συνεπώς

Φ(x+ t) =
1

2
φ(x+ t) +

1

2

∫ x+t

x0

ψ(ζ)dζ − 1

2
C

F (x− t) =
1

2
φ(x− t)− 1

2

∫ x−t

x0

ψ(ζ)dζ +
1

2
C
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και η λύση του προβλήµατος (3.2), (3.4) δίνεται από τον τύπο

u(t, x) =
φ(x+ t) + φ(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ζ)dζ

ο τύπος αυτός ονοµάζεται τύπος d′Alembert.
Παράδειγµα 3.1 Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

utt − uxx = 0 στον R2

u(0, x) = sin x, ut(0, x) = x για |x| <∞.
Λύση: ΄Εχουµε φ(x) = sin x, ψ(x) = x άρα

u(t, x) =
sin(x+ t) + sin(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ζdζ = sin x cos t+ xt.

Περνάµε τώρα στην γενική περίπτωση, ϑεωρούµε το πρόβληµα Cauchy
(3.1), (3.4). Κατ αρχάς παρατηρούµε ότι για την

u0(t, x) =
1

2

∫ t

0

(∫ x+t−τ

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ

)
dτ

έχουµε

u0(0, x) = 0.

Επίσης

u0t(0, x) = 0,

διότι

u0t(t, x) =
1

2

∫ t

0

[
f(τ, x+ t− τ) + f(τ, x− t+ τ)

]
dτ.

Συνεπώς η λύση του προβλήµατος Cauchy (3.1), (3.4) δίνεται από τον τύπο

(3.5) u(t, x) =

φ(x+ t) + φ(x− t)
2

+
1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ζ)dζ +

1

2

∫ t

0

(∫ x+t−τ

x−t+τ
f(τ, ζ)dζ

)
dτ

Παράδειγµα 3.2 Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

utt − uxx = 1 στον R2

u(0, x) = sin 2x, ut(0, x) = 0 για |x| <∞.
Λύση. ΄Εχουµε φ(x) = sin 2x, ψ(x) = 0, f(t, x) = 1 άρα

u(t, x) =
sin(2(x+ t)) + sin(2(x− t))

2
+

1

2

∫ t

0
2(t− τ)dτ =

sin 2x cos 2t+
t2

2
.

Παρατήρηση 1. Για να είναι η λύση του προβλήµατος (3.1), (3.4) δυο

ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση (u(t, x) ∈ C2
) πρέπει φ(x) ∈ C2

,

ψ(x) ∈ C1
, f(t, x) ∈ C1

.
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Η µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος Cauchy προκύπτει άµεσα ά-

πο τον τρόπο κατασκευής της λύσης µέσω της γενικής λύσης της εξίσωσης.

Πράγµατι έστω υπάρχουν δυο λύσεις u(t, x) και v(t, x):

utt − uxx = f(t, x), u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), |x| <∞,
vtt − vxx = f(t, x), v(0, x) = φ(x), vt(0, x) = ψ(x), |x| <∞.

Θεωρούµε τη διαφορά w ≡ u− v. Προφανώς

wtt − wxx = 0

και

w(0, x) = wt(0, x) = 0 |x| <∞.
Η γενική λύση της εξίσωσης είναι F (x− t) + Φ(x+ t) και επαληθεύοντας τις

µηδενικές αρχικές συνθήκες καταλήγουµε στο ότι F ≡ Φ ≡ 0 άρα

w ≡ 0 ⇔ u ≡ v.

Ας επιστρέψουµε τωρα στο προβληµα (3.2), (3.4). Είναι προφανές οτι αν οι

αρχικές συνθήκες είναι µήδεν, τότε και η λύση είναι µηδεν για κάθε t. ΄Εστω

τώρα a > 0 και

φ(x) =

{
> 0, στο (a, b)
0, στο R \ (a, b),

ψ(x) =

{
> 0, στο (a, b)
0, στο R \ (a, b),

(σχήµα 1.3). Ας πάρουµε ένα σηµείο (t0 6= 0, x0), για να απλοποιήσουµε τους

υπολογισµούς ας πάρουµε x0 = 0, έχουµε

u(t0, 0) =
φ(t0) + φ(−t0)

2
+

1

2

∫ t0

−t0
ψ(ζ)dζ.

Αν ο χρόνος |t0| < a, τότε u(t0, 0) = 0 δηλαδή u(t, 0) = 0 ∀t ∈ (−a, a). Μόνο

όταν ο χρόνος ϑα ϕτάσει στο a (−a) η λύση ϑα ¨νιώσει¨ την διαταραχη που είχε

γίνει στην αρχική στιγµή t = 0. Αυτό το ϕαινόµενο ονοµάζεται πεπερασµένη

ταχύτητα διάδοσης των διαταραχών.

Παράδειγµα 3.3. ΄Εστω ότι η συνάρτηση u(t, x) είναι λύση του προβλήµα-

τος Cauchy:
utt − uxx = 0 στον R2,

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| <∞.
Υποθέτουµε ότι φ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1

και

φ(x) ≡ 0 για x ∈ [−1, 1] και φ(x) > 0 για x ∈ R \ [−1, 1],

ψ(x) ≡ 0 για x ∈ [0, 1] και ψ(x) > 0 για x ∈ R \ [0, 1].

Προσδιορίστε το χωρίο στο άνω ηµιεπίπεδο (t > 0) όπου ισχύει u(t, x) ≡ 0.
Λύση. ΄Εχουµε

u(t, x) =
φ(x+ t) + φ(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ζ)dζ
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Για να ισχύει u(t, x) = 0 πρέπει φ(x+ t) = 0, φ(x− t) = 0 και ψ(ζ) = 0. ΄Αρα

x+ t ∈ [−1, 1], x− t ∈ [−1, 1]

και

x+ t ∈ [0, 1], x− t ∈ [0, 1].

Συνεπώς

0 ≤ x+ t ≤ 1, 0 ≤ x− t ≤ 1

δηλαδή ϱόµβος µε κορυφές στα σηµεία (0,0), (1,0), (1/2,1/2), (1/2, -1/2).

Παράδειγµα 3.4. ΄Εστω ότι η συνάρτηση u(t, x) είναι λύση του προβλήµα-

τος Cauchy:

utt − uxx = 0 στον R2,

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| <∞.
Υποθέτουµε ότι φ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1

και

φ(x) > 0 για x ∈ (−1, 0) και φ(x) ≡ 0 για x ∈ R \ (−1, 0),

ψ(x) > 0 για x ∈ (1, 2) και ψ(x) ≡ 0 για x ∈ R \ (1, 2).

Προσδιορίστε το χωρίο στο άνω ηµιεπίπεδο t > 0 όπου ισχύει u(t, x) > 0.
Λύση. ΄Εχουµε

u(t, x) =
φ(x+ t) + φ(x− t)

2
+

1

2

∫ x+t

x−t
ψ(ζ)dζ

Αφού οι φ και ψ είναι µη αρνητικές για να ισχύει u(t, x) > 0 σε ένα σηµείο

(t, x) αρκεί στο σηµείο αυτο να ισχύει ενα απο τα παρακάτω

φ(x+ t) > 0 ή φ(x− t) > 0

ή στο διάστηµα (x− t, x+ t) η ψ να έιναι κάπου ϑετική, δηλαδή

x+ t ∈ (−1, 0) ή x− t ∈ (−1, 0)

ή

(x− t, x+ t) ∩ (1, 2) 6= ∅.(
Υπό την προϋπόθεση x − t ≤ x + t ⇔ t ≥ 0 αλλιώς το ολοκλήρωµα∫ x+t
x−t ψ(ζ)dζ µπορεί να είναι αρνητικό.

)
Συνεπώς το Ϲητούµενο χωρίο είναι το εξής (ϐλ. σχήµα 2.3)

{(t, x) : t ≥ 0, −1 < x+ t < 0} ∪ {(t, x) : t ≥ 0, −1 < x− t < 0}∪

{(t, x) : t ≥ 0, 1 < x− t < 2} ∪ {(t, x) : t ≥ 0, 1 < x+ t < 2}∪
{(t, x) : t ≥ 0, x− t < 1, x+ t > 2}.

Ασκήσεις.

1. Αποδείξτε ότι η εξίσωση

utt − a2uxx = f(t, x), a 6= 0 σταθερά
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ανάγεται µε αντικατάσταση y = x/a στην εξίσωση

utt − uyy = f(t, y)

(συνεπώς χωρίς να ϐλάψουµε την γενικότητα µπορούµε να πάρουµε a = 1.)

2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy

utt − uxx = t+ x στον R2

u(0, x) = x3, ut(0, x) = sin 2x για |x| <∞.
3. ΄Εστω ότι η συνάρτηση u(t, x) είναι λύση του προβλήµατος Cauchy:

utt − uxx = 0 στον R2,

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| <∞.
Υποθέτουµε ότι φ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1

και

φ(x) ≡ 0 για x ∈ R \ (0, 1) και φ(x) > 0 για x ∈ (0, 1),

ψ(x) ≡ 0 στον R.

Προσδιορίστε το χωρίο όπου ισχύει u(t, x) > 0.

4. ΄Εστω ότι η συνάρτηση u(t, x) είναι λύση του προβλήµατος Cauchy:

utt − uxx = 0 στον R2,

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| <∞.
Υποθέτουµε ότι φ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1

και

φ(x) ≡ 0 στον R,

ψ(x) ≡ 0 για x ∈ R \ (−1, 0) και ψ(x) > 0 για x ∈ (−1, 0).

Προσδιορίστε το χωρίο όπου ισχύει u(t, x) ≡ 0.

5. ΄Εστω ότι η συνάρτηση u(t, x) είναι λύση του προβλήµατος Cauchy:

utt − uxx = 0 στον R2,

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για |x| <∞.
Υποθέτουµε ότι φ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1

και

φ(x) ≡ 0 για x ∈ R \ (0, 1) και φ(x) < 0 για x ∈ (0, 1),

ψ(x) ≡ 0 στον R \ (2, 3) και ψ(x) < 0 για x ∈ (2, 3),

Προσδιορίστε το χωρίο όπου ισχύει u(t, x) < 0.
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§4. Σειρές Fourier

΄Ενα σύστηµα συναρτήσεων {ψm} ή {ψm}∞m=0

ψ0, ψ1, ψ2, ..., ψm, ...

ονοµάζεται ορθοκανονικό στο διάστηµα (a, b) αν∫ b

a
ψm(x)ψn(x)dx =

{
1, m = n
0, m 6= n

΄Εστω ότι η συνάρτηση f(x) είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη στο (a, b), δηλα-
δή ∫ b

a
f2(x)dx < +∞.

Οι αριθµοί

ck =

∫ b

a
f(x)ψk(x)dx, k = 0, 1, 2, ...

ονοµάζονται συντελεστές Fourier της f(x) ως προς το σύστηµα {ψk}.
Ορισµός. Η σειρά

∞∑
k=0

ckψk(x)

ονοµάζεται σειρά Fourier της συνάρτησης f(x) ως προς το σύστηµα {ψk}.
΄Εστω τώρα έχουµε ένα ορθογώνιο σύστηµα {φk} στο (a, b), δηλαδή∫ b

a
φm(x)φn(x)dx =

{
C 6= 0, m = n
0, m 6= n

Το σύστηµα {ψk} µε

ψk =
φk
‖φk‖

όπου ‖φk‖ =
(∫ b

a
φ2
k(x)dx

)1/2

ϑα είναι ορθοκανονικό. Πράγµατι∫ b

a
ψm(x)ψn(x)dx =

1

‖φm‖‖φn‖

∫ b

a
φm(x)φn(x)dx =

{
1, m = n
0, m 6= n

Προφανώς
∞∑
k=0

ckψk =

∞∑
k=0

ck
‖φk‖

φk =

∞∑
k=0

c̃kφk

µε ck- συντελεστες Fourier ως προς το σύστηµα {ψk} και c̃k = ck‖φk‖−1
-

συντελεστές Fourier ως προς το σύστηµα {φk}. Για τα c̃k έχουµε

(4.1) c̃k =
ck
‖φk‖

=

∫ b
a fψk dx

‖φk‖
=

∫ b
a fφk dx

‖φk‖2
.

∆εν είναι δύσκολο να διαπιστώσει κανείς ότι το σύστηµα

(4.2) {φk} : 1, cos
kπ

l
x, sin

kπ

l
x, k = 1, 2, ...
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(‖φ0‖ =
√

2l, ‖φk‖ =
√
l, k = 1, 2, ...) είναι ορθογώνιο στο (−l, l), ενώ το

σύστηµα

(4.3) {ψk} :
1√
2l
,

1√
l
cos

kπ

l
x,

1√
l

sin
kπ

l
x, k = 1, 2, ...

είναι ορθοκανονικό στο (−l, l).
Θεωρούµε τους συντελεστές Fourier της συνάρτησης f(x) ως προς το σύ-

στηµα {φk} (ϐλ. (4.1) ):

(4.4) αk =
1

l

∫ l

−l
f(x) cos

kπ

l
xdx, βk =

1

l

∫ l

−l
f(x) sin

kπ

l
xdx,

k = 0, 1, 2, ... . Η σειρά Fourier:

(4.5)
α0

2
+

∞∑
k=1

(
αk cos

kπ

l
x+ βk sin

kπ

l
x
)

ονοµάζεται τριγωνοµετρική σειρά της f(x). Στο εξής την (4.5) ϑα την ονο-

µάζουµε ή σειρά Fourier ή τριγωνοµετρική σειρά.

Παρατηρήση 1. Στο (4.4) συµφωνα µε το (4.1) ϑα έπρεπε να είχαµε γράψει

k = 1, 2, ... και α0 = 1
2l

∫ l
−l f(x)dx (αφου ‖φ0‖2 = 2l) και στη σειρά (4.5)

αντι α0/2 ϑα είχαµε α0. Το κάνουµε λίγο διαφορετικά για να ορίζουµε τους

συντελεστές αk µε ενιαίο τρόπο (4.4) για όλα τα k.

΄Εστω f(x) µια συνάρτηση ορισµένη στο [−l, l]. Προφανώς η f(x) µπορεί

να επεκταθεί περιοδικά στον R µε περίοδο 2l. Το ερώτηµα είναι πότε ισχύει

η ισότητα

f(x) =
α0

2
+

∞∑
k=1

(
αk cos

kπ

l
x+ βk sin

kπ

l
x
)

?

Θεώρηµα (χωρίς απόδειξη). Αν η f(x) είναι ϕραγµένη περιοδική συνάρτηση

µε περίοδο 2l και µπορεί να έχει ασυνέχειες µόνο πρώτου είδους, τότε η τριγω-

νοµετρική σειρά της f(x) συγκλίνει σε όλο τον R και στα σηµεία όπου η f(x)
είναι συνεχής ισχύει

f(x) =
α0

2
+
∞∑
k=1

(
αk cos

kπ

l
x+ βk sin

kπ

l
x
)
,

ενώ στα σηµεία όπου η f(x) είναι ασυνεχής ισχύει

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
=
α0

2
+

∞∑
k=1

(
αk cos

kπ

l
x+ βk sin

kπ

l
x
)
.

Π.χ. οι συναρτήσεις

f(x) = sinx, x ∈ [−π, π], f(x) = 1− x2, x ∈ [−1, 1]

επαληθεύουν τις προυποθέσεις του ϑεωρήµατος αφού τις επεκτείνουµε περιο-

δικά, την πρώτη µε περιοδο 2π και τη δευτερη µε περίοδο 2 (ϐλ. σχ. 1.4 και
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2.4 αντίστοιχα). Επίσης και στις δυο περιπτώσεις οι αντίστοιχες τριγονοµετρι-

κές σειρές (σειρες Fourier) παριστάνουν τις συναρτήσεις σε όλο τον R. Στην

πρώτη περίπτωση η συνάρτηση ήδη είναι γραµµενή σε µορφή τριγωνοµετρικής

σειράς µε ak = 0 k = 0, 1, 2, ... και b1 = 1, bk = 0 k = 2, ...
Για την συνάρτηση π.χ.

f(x) = x3, x ∈ [−1, 1], και f(x± 2) = f(x) για |x| > 1 (ϐλ. σχήµα 3.4)

έχουµε οτι η σειρά Fourier της f ϑα την παριστάνει µόνο στα σηµεία όπου η

f είναι συνεχής, ενώ στα σηµεία ασυνέχειας η σειρά ϑα ισούται µε µηδέν.

Προφανώς η συνάρτηση f(x) ≡ 1 x ∈ [0, π] (ϐλ. σχήµα 4.4) παριστάνεται

απο την τριγωνοµετρική σείρα της (4.5). Πράγµατι, χρησιµοποιώντας τους

τύπους (4.4) ϑα έχουµε α0 = 2, αk = βk = 0 για k = 1, 2, .... Μπορούµε

να ϐρούµε τη σειρά Fourier µόνο ως προς τα sin; Η απάντηση είναι ναι.

Πράγµατι, κάνουµε περριτή επέκταση της f στο [−π, 0]

f(x) =

{
1, για x ∈ [0, π]
−1, για x ∈ (−π, 0)

και µετά την επεκτείνουµε περιοδικά µε περίοδο 2π (ϐλ. σχήµα 5.4). Για

την καινούργια συνάρτηση έχουµε ότι η τριγωνοµετρική σείρα της παίρνε τη

µορφή

∞∑
k=1

βk sin kx

µε

βk =
2

π

∫ π

0
sin kx dx =

2

kπ
[1− cos kπ] =

{
0, αν ο k − άρτιος

4
kπ , αν ο k − περιττός,

΄Οµως η σειρά αυτή παριστάνει την f ≡ 1 µονο στα σηµεία όπου η f είναι

συνεχής, δηλαδή σε όλα τα σηµεία εκτός απο x = kπ, k = 0,±1,±2, ... .

Παράδειγµα 4.1. Να ϐρεθεί η σειρά Fourier της

f(x) =

{ −π−x
2 , για x ∈ [−π, 0)

π−x
2 , για x ∈ [0, π]

Λύση. Κατ αρχάς παρατηρούµε οτι η f(x) (ϐλ. σχήµα 6.4) είναι περριτή

ως προς το σηµείο x = 0, πράγµατι

αν x ∈ (0, π] τότε f(−x) =
(−π + x

2
= −π − x

2
=
)
− f(x)

και για x ∈ [−π, 0] επίσης

f(−x) =
(π + x

2
= −−π − x

2
=
)
− f(x)

Ας κάνουµε την περιοδική επέκταση της f στονR µε περίοδο 2π (ϐλ. σχήµα

7.4). Υπολογίζουµε τους συντελεστές Fourier. Προφανώς (ϐλ. (4.4) )

αk =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx = 0 για k = 0, 1, 2, ...
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ως ολοκλήρωµα περριτής συνάρτησης (ϐλ. Παρατήτηση 3 κάτω). Για βk έχου-

µε

βk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kxdx =

1

π

∫ 0

−π

−π − x
2

sin kxdx+
1

π

∫ π

0

π − x
2

sin kxdx =
1

k
.

Συνεπώς, συµφωνα µε την Παρατήρηση 1,

f(x) =
∞∑
k=1

sin kx

k
εκτός απο τα σηµεία x = 0, ±2πk.

Π.χ.

f(1) =
π − 1

2
=
∞∑
k=1

sin k

k
.

Παρατηρήση 2. Προφανώς η τριγωνοµετρική σειρά ϑα προκύψει και αν

ϑα ϑεωρήσουµε την σειρά Fourier ως προς το σύστηµα {ψk}:

ā0

2
√
l

+
∞∑
k=1

(
āk

1√
l
cos

kπ

l
x+ b̄k

1√
l

sin
kπ

l
x
)

όπου

āk =
1√
l

∫ l

−l
f(x) cos

kπ

l
xdx, b̄k =

1√
l

∫ l

−l
f(x) sin

kπ

l
xdx, k = 0, 1, 2, ...

Παρατηρήση 3. Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι αν η f(x) είναι περιττή

ως προς το σηµείο x = 0, τότε αk = 0 για κάθε k.
Πράγµατι (ϐλ. και το Παράδειγµα 4.1), το ολοκλήρωµα από −l εως l µιας

περιττής ως προς το x = 0 συνάρτησης είναι µηδέν. Το cos kπl x είναι άρτια

ως προς το x = 0 συνάρτηση. Το Ϲητούµενο προκύπτει απο το γεγονός ότι

γινόµενο άρτιας (cos) και περιττής (f ) συνάρτησης είναι περιττή συνάρτηση.

Παράδειγµα 4.2. Αποδείξτε οτι η ακόλουθη σειρά συγκλίνει για κάθε x

∞∑
k=1

sin kx

k2
.

Λύση. Προφανώς για τυχαίο x0 έχουµε∣∣∣sin kx0

k2

∣∣∣ ≤ 1

k2
.

Το Ϲητούµενο προκύπτει απο το γεγονός οτι η σειρά

∞∑
k=1

1

k2

είναι συγκλίνουσα (κριτήριο λόγου d′Alembert). Εδω µάλιστα έχουµε απόλυ-

τή σύγκλιση.
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Ασκήσεις.

1. Αποδείξτε ότι αν η f(x) είναι άρτια ως προς το σηµείο x = 0, τότε στη

σειρά (4.5) βk = 0 για κάθε k.

2. ∆ιαπιστώστε ότι το σύστηµα (4.2) είναι όντως ορθογώνιο στο (−l, l) και

το σύστηµα (4.3) ορθοκανονικό στο (−l, l).
3. Θεωρούµε τις σειρές

∞∑
k=1

sin kx

k
,

∞∑
k=1

| sin kx|
k

.

Αποδείξτε ότι η πρώτη σειρά συγκλίνει για κάθε x, ενω η δεύτερη αποκλίνει.

Υπόδειξη : i. Παρατηρήστε ότι

Sn = sin x+ sin 2x+ · · ·+ sin nx =
sin nx

2
sin

(n+1)x
2

sin x
2

⇒ |Sn| ≤ 1
sin x

2

και µετά χρησιµοποιήστε το κριτήριο Dirichlet.
ii. Χρησιµοποιήστε την ανισότητα

| sin kx|
k

≥ 1

2k
(1− cos 2kx) =

1

2k
− cos 2kx

2k
.

4. Αποδείξτε ότι για x ∈ (0, 2π) ισχύει

∞∑
n=1

sin nx

n
=
π − x

2
.
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§5. Μέθοδος Fourier για κυµατική εξίσωση.

Πρόβληµα Cauchy−Dirichlet για την κυµατική εξίσωση (ϐλ. σχήµα 1.5):

Να ϐρεθεί η λύση της εξίσωσης

utt − uxx = f(t, x) στο QT = {(t, x) : |t| <∞, 0 < x < l}
η οποία ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για 0 < x < l

και τις συνοριακές συνθήκες

u(t, 0) = µ1(t), u(t, l) = µ2(t) για |t| <∞.
Υποθέτουµε ότι

f(t, x) ∈ C1((−T, T )× [0, l]) ∀T > 0, φ(x) ∈ C2([0, l]), ψ(x) ∈ C1([0, l])

και

φ(0) = µ1(0), ψ(0) = µ′1(0), φ(l) = µ2(0), ψ(l) = µ′2(0).

Χωρίς να ϐλάψουµε την γενικότητα µπορούµε να πάρουµε

µ1(t) ≡ µ2(t) ≡ 0.

Πράγµατι, ϑεωρούµε την συνάρτηση (ϐλ. σχήµα 2.5)

h(t, x) =
(
1− x

l

)
µ1(t) +

x

l
µ2(t).

Προφανώς για v(t, x) = u(t, x)− h(t, x) έχουµε

vtt − vxx = utt − uxx −
(
htt − hxx

)
=

f(t, x)−
(
1− x

l

)
µ′′1(t) +

x

l
µ′′2(t) = f1(t, x)

και

v(t, 0) = v(t, l) = 0, ∀t,
επίσης

v(0, x) = φ1(x) ≡ φ(x)−
(
1− x

l

)
µ1(0) +

x

l
µ2(0),

vt(0, x) = ψ1(x) ≡ ψ(x)−
(
1− x

l

)
µ′1(0) +

x

l
µ′2(0),

φ1(0) = φ1(l) = 0, ψ1(0) = ψ1(l) = 0.

΄Αρα χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε το πρόβληµα

(5.1) utt − uxx = f(t, x) στο QT

(5.2) u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για 0 < x < l

(5.3) u(t, 0) = u(t, l) = 0 για |t| <∞
µε

φ(0) = φ(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0

(ϐλ. σχήµα 3.5). Πρώτα ϑα εξετάσουµε την περίπτωση f(t, x) ≡ 0:

(5.4) utt − uxx = 0 στο QT
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Ψάχνουµε λύση της µορφής

T (t)X(x) 6≡ 0.

Αντικαθιστούµε στην εξίσωση (5.4) και παίρνουµε

T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
για κάθε t και x

συνεπώς

T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

όπου λ σταθερά. ΄Αρα

(5.5) X ′′(x) + λX(x) = 0, X(0) = X(l) = 0

(5.6) T ′′(t) + λT (t) = 0.

Αν λ ≤ 0, τότε X(x) ≡ 0. Πράγµατι, για λ < 0 η γενική λύση της εξίσωσης

είναι

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx,

και για λ = 0 η γενική λύση είναι

X(x) = C1x+ C2.

Και στις δυο περιπτώσεις οι συνθήκες X(0) = X(l) = 0 µας δίνουν C1 =
C2 = 0. Τωρα για λ > 0 η γενική λύση της εξίσωσης είναι

X(x) = C1 sin
√
λx+ C2 cos

√
λx,

από τις συνθήκες X(0) = X(l) = 0 προκύπτει ότι

C2 = 0, C1 sin
√
λl = 0

άρα

√
λl = πk (αφού ϑέλουµε X(x) 6≡ 0). Συνεπώς για

λk =
(kπ
l

)2
, k = 1, 2, ...

υπάρχει µη τετριµµένη λύση του προβλήµατος (5.5):

Xk(x) = sin
kπ

l
x.

Προφανώς για λ = λk η (5.6) µας δίνει

Tk(t) = Ak cos
kπ

l
t+Bk sin

kπ

l
t,

όπου Ak, Bk αυθαίρετες σταθερές. Συνεπώς οι συναρτήσεις

Tk(t)Xk(x) =
(
Ak cos

kπ

l
t+Bk sin

kπ

l
t
)

sin
kπ

l
x, k = 1, 2, ...

λύνουν την εξίσωση (5.4) και επαληθεύουν τις συνθήκες (5.3). Το ίδιο και η

σειρά
∞∑
k=1

Tk(t)Xk(x),
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εφ΄ όσον συγκλίνει µαζί µε τις δεύτερες παραγώγους (αν την παραγωγίζουµε

όρο προς όρο). Πρέπει τώρα να ικανοποιήσουµε τις αρχικές συνθήκες (5.2).

Επεκτείνουµε τις συναρτήσεις φ(x) και ψ(x) περιττά στο (−l, 0) και µετά πε-

ϱιοδικά µε περίοδο 2l στον R. Τις γράφουµε σε µορφή σειράς Fourier:

(5.7) φ(x) =
∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x, ψ(x) =

∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x,

(αφου φ και ψ περιττές ως προς x = 0) όπου

ak =
1

l

∫ l

−l
φ(x) sin

kπ

l
xdx =

2

l

∫ l

0
φ(x) sin

kπ

l
xdx,

bk =
1

l

∫ l

−l
ψ(x) sin

kπ

l
xdx =

2

l

∫ l

0
ψ(x) sin

kπ

l
xdx.

Θεωρούµε την συνάρτηση

(5.8) u(t, x) =

∞∑
k=1

Tk(t)Xk(x) =

∞∑
k=1

Tk(t) sin
kπ

l
x.

΄Εχουµε ότι αν η σειρά αυτή συγκλίνει όπως επίσης και οι σειρές που προκύ-

πτουν αν την παραγωγίσουµε δυο ϕορές όρο προς όρο ως προς t ή ως προς x,
τότε η u(t, x) επαλήθεύει την εξίσωση (5.4) και τις συνοριακές συνθήκες (5.3).

Για να επαληθεύει και τις αρχικές συνθήκες (5.2) επιλέγουµε τις σταθερές Ak
και Bk µε τον ακόλουθο τρόπο. Για την επιλογή των Ak έχουµε

u(0, x) =
∞∑
k=1

Tk(0) sin
kπ

l
x =

∞∑
k=1

Ak sin
kπ

l
x,

από την άλλη ϑέλουµε

u(0, x) = φ(x) =
∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x,

συνεπώς παίρνουµε

Ak = ak.

Για την επιλογή των Bk έχουµε

ut(0, x) =
∞∑
k=1

T ′k(0) sin
kπ

l
x =

∞∑
k=1

kπ

l
Bk sin

kπ

l
x,

από την άλλη ϑέλουµε

ut(0, x) = ψ(x) =
∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x,

συνεπώς παίρνουµε

Bk =
l

kπ
bk.
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΄Ετσι καταλήγουµε στο συµπέρασµα (υπό την προϋπόθεση σύγκλισης των σει-

ϱών) ότι η λύση του προβλήµατος (5.4), (5.2), (5.3) δίνεται από τον τύπο

(5.9) u(t, x) =
∞∑
k=1

[ak cos
kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t] sin

kπ

l
x.

Η απόδειξη της σύγκλισης της σειράς (5.9) και των σειρών :

ut =
∞∑
k=1

[
− kπ

l
ak sin

kπ

l
t+ bk cos

kπ

l
t
]

sin
kπ

l
x,

ux =
∞∑
k=1

[
ak cos

kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t
]kπ
l
cos

kπ

l
x,

utt =

∞∑
k=1

−k
2π2

l2
[ak cos

kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t] sin

kπ

l
x,

uxx =
∞∑
k=1

−k
2π2

l2
[ak cos

kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t] sin

kπ

l
x,

ϑα δοθεί στο µάθηµα ∆ιαφορικές Εξισώσεις µε Μερικές Παραγώγους.

Παράδειγµα 5.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 0 στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}
u(0, x) = sin x+ sin 4x, ut(0, x) = sin x+ sin 2x,

u(t, 0) = u(t, π) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε

φ(x) = sin x+ sin 4x,

ψ(x) = sin x+ sin 2x.

Συνεπώς a1 = 1, a4 = 1, ak = 0 για k 6= 1, 4 b1 = b2 = 1, bk = 0 για k > 2.
Αρα η λύση είναι

u(t, x) = (cos t+ sin t) sin x+
1

2
sin 2t sin 2x+ cos 4t sin 4x.

Για τον υπολογισµό των ak, bk προφανώς ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιή-

σουµε τους τύπους στην προηγούµενη σελίδα (ϕυσικά µε το ίδιο αποτέλεσµα),

αυτο όµως στην προκειµένη περίπτωση δεν είναι απαραίτητο αφού οι φ και ψ
είναι ήδη γραµµένες σε µορφή σειράς Fourier.

Συνοψίζοντας παρατηρούµε οτι αυτό που κάναµε µπορούµε να το δούµε

και ως εξής : ψάχνουµε τη λύση u(t, x) για κάθε σταθεροποιηµένο t σε µορφή

σειράς Fourier (τριγωνοµετρική σειρά)

(5.10) u(t, x) =

∞∑
k=1

uk(t) sin
kπ

l
x,

(ϐλ. (5.8) ) και προσδιορίζουµε τις συναρτήσεις uk(t) αντικαθιστώντας την

(5.10) στην (5.4) και χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες (5.2).
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Θα εφαρµόσουµε αυτη τη προσέγγιση σε πιο γενική περίπτωση. Θεωρούµε

το µη οµογενές πρόβληµα (5.1)-(5.3). Ψάχνουµε τη λύση σε µορφή σειράς

Fourier (5.10). Πρώτα γράφουµε την f(t, x) σε µορφή

(5.11) f(t, x) =

∞∑
k=1

fk(t) sin
kπ

l
x

όπου

fk(t) =
2

l

∫ l

0
f(t, x) sin

kπ

l
x dx.

Παρατήρηση 1. Η ισότητα (5.11) εν γένει ισχύει µόνο για x ∈ (0, l) και οχι

για x = 0, x = 1 οπου η σειρά Fourier µπορεί να µην παριστάνει την f (ϐλ.

σελ. 84-85). Αυτο δεν µας δηµιουργεί κανένα πρόβληµα επειδή η εξίσωση

(5.1) ϑέλουµε να επαληθευεται για x ∈ (0, l) και όχι για x ∈ [0, l].

΄Εστω ότι η σειρά (5.10) είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη όρο προς όρο ως

προς t και ως προς x (δηλαδή οι σειρές που προκύπτουν από την παραγώγιση

συγκλίνουν). Προφανώς η u(t, x) ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες. Αντι-

καθιστώντας την (5.10) στην εξίσωση (5.1) και λαµβάνοντας υπ΄ οψιν την (5.11)

έχουµε
∞∑
k=1

(
u′′k(t) +

k2π2

l2
uk(t)

)
sin

kπ

l
x =

∞∑
k=1

fk(t) sin
kπ

l
x

ή

(5.12) u′′k(t) +
k2π2

l2
uk(t) = fk(t).

Λόγω αρχικών συνθηκών επιπλέον έχουµε (ϐλ. (5.7) )

u(0, x) =

∞∑
k=1

uk(0) sin
kπ

l
x = φ(x) =

∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x,

ut(0, x) =

∞∑
k=1

u′k(0) sin
kπ

l
x = ψ(x) =

∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x,

δηλαδή

(5.13) uk(0) = ak, u′k(0) = bk.

Η γενική λύση της εξίσωσης (5.12) είναι

(5.14) uk(t) = C1kcos
kπ

l
t+ C2k sin

kπ

l
t+

l

kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t− τ)dτ,

k = 1, 2, ... . Για να επαληθεύει η uk(t) τις συνθήκες (5.13), πρέπει

C1k = ak, C2k =
l

kπ
bk.

Πράγµατι άπο (5.14), (5.13) έχουµε

uk(0) = C1k = ak, u′k(0) =
kπ

l
C2k = bk.
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΄Αρα η λύση του προβλήµατος (5.12), (5.13) δίνεται άπο τον τύπο

uk(t) = akcos
kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t+

l

kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t− τ) dτ,

k = 1, 2, .... και η λύση του προβλήµατος Cauchy−Dirichlet για την εξίσωση

(5.1) είναι η εξής

u(t, x) =

∞∑
k=1

[
akcos

kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t
]

sin
kπ

l
x+

(5.15)
∞∑
k=1

[ l
kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t− τ) dτ

]
sin

kπ

l
x

υπό την προϋπόθεση οτι και η δεύτερη σειρά στην σχέση (5.15) συγκλίνει όπως

επίσης και οι σειρές που προκύπτουν αν ϑα παραγωγίσουµε την δεύτερη σειρά

όρο προς όρο δυο ϕορές ως προς x ή ως προς t (η απόδειξη της σύγκλισης

είναι παρόµοια µε αυτήν των σειρών (5.7), (5.8) ).

Παρατήρηση 2. Επειδή είναι δύσκολο να ϑυµάται κανείς τον τύπο (5.15)

καλύτερα να ϑυµάστε την διαδικασία η οποία µας οδήγησε σε αυτόν.

Παράδειγµα 5.2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = sin x, (t, x) ∈ (−∞,∞)× (0, π),

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ∈ (−∞,∞),

u(0, x) = sin x, ut(0, x) = sin 3x, x ∈ (0, π).

Λύση. Αντικαθιστόντας την σειρα

u =

∞∑
k=1

uk(t) sin kx

στην εξίσωση για uk(t) έχουµε

u′′1 + u1 = 1, u1(0) = 1, u′1(0) = 0,

u′′3 + 9u3 = 0, u3(0) = 0, u′3(0) = 1,

u′′k + k2uk = 0, uk(0) = 0, u′k(0) = 0, k 6= 1, 3.

΄Αρα

u1(t) ≡ 1, u3(t) =
1

3
sin 3t, uk(t) ≡ 0 k 6= 1, 3

και

u(t, x) = sin x+
1

3
sin 3t sin 3x.

Προφανώς το ίδιο αποτέλεσµα ϑα έχουµε αν ϑα αντικαταστήσουµε στην

σειρά (3.15) a1 = 1, ak = 0 για k > 1, b3 = 1, bk = 0 για k 6= 3, f1 = 1,
fk = 0 για k > 1.

Παράδειγµα 5.3. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 1 στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}
u(t, 0) = u(t, π) = 0, u(0, x) = ut(0, x) = 0.
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Λύση. ΄Εχουµε φ(x) ≡ ψ(x) ≡ 0, άρα ak = bk = 0 ∀k και (από τον τύπο

4.15)

u(t, x) =
∞∑
k=1

[1

k

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t− τ) dτ

]
sin

kπ

l
x.

Αφού f(t, x) ≡ 1, έχουµε

fk(t) =
2

π

∫ π

0
sin kx dx =

2

kπ
[1− cos kπ] =

{
0, αν ο k − άρτιος

4
kπ , αν ο k − περιττός,

Συνεπώς η λύση είναι

u(t, x) =

∞∑
k=1(k−περιττά)

4

πk2

∫ t

0
sin k(t− τ) dτ sin kx =

4

π

∞∑
m=0

1− cos(2m+ 1)t

(2m+ 1)3
sin(2m+ 1)x.

΄Η αλλιώς αντικαθιστούµε την σειρά

u =
∞∑
k=1

uk(t) sin kx

στην εξίσωση, για uk(t) έχουµε

u′′k + k2uk = 0, uk(0) = 0, u′k(0) = 0, k = 2m, m = 1, 2, ...,

u′′k + k2uk =
4

kπ
, uk(0) = 0, u′k(0) = 0, k = 2m+ 1, m = 1, 2, ... .

Συνεπώς

uk ≡ 0, k = 2m, m = 1, 2, ...,

uk =
4

πk3
(1− cos kt), k = 2m+ 1, m = 1, 2, ... ,

΄Αρα

u(t, x) =
4

π

∞∑
m=0

1− cos(2m+ 1)t

(2m+ 1)3
sin(2m+ 1)x.

Παρατήρηση 3. ΄Οπως ήδη είχε αναφερθεί (σελ. 85) η συνάρτηση f(x) ≡ 1
παριστάνεται απο την τριγωνοµετρική σείρα της (4.5) (µε α0 = 2, αk = βk = 0
για k = 1, 2, ...). Στο προηγούµενο παράδειγµα όµως αυτη η σείρα δεν µας

ϐολέυει, ϑέλουµε να ϐρούµε µια σείρα µόνο ως προς τα sin (ϐλ. σελίδα 85).

Παράδειγµα 5.4. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = sin x+ 2, (t, x) ∈ (−∞,∞)× (0, π),

u(t, 0) = u(t, π) = t2, t ∈ (−∞,∞),

u(0, x) = sinx, ut(0, x) = sin 3x, x ∈ (0, π).
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Λύση. Εφόσον οι συνοριακές συνθήκες δεν είναι µηδενικές, ϑεωρούµε τη

συνάρτηση

v = u−
(
1− x

π

)
t2 − x

π
t2 = u− t2 (u = v + t2).

΄Εχουµε

vtt − vxx = sin x, (t, x) ∈ (−∞,∞)× (0, π),

v(t, 0) = v(t, π) = 0, t ∈ (−∞,∞),

v(0, x) = sinx, vt(0, x) = sin 3x, x ∈ (0, π).

΄Αρα (ϐλ. Παράδειγµα 5.2)

v(t, x) = sin x+
1

3
sin 3t sin 3x

και

u(t, x) = sin x+
1

3
sin 3t sin 3x+ t2.

Παρατήρηση 4. Προφανώς µπορούµε να ψάχνουµε τη λύση σε µορφή

σειράς Fourier ως προς ορθοκανονικό σύστηµα ψk (ϐλ. (4.3) ) δηλαδή σε

µορφή

u(t, x) =
∞∑
k=1

uk(t)
1√
l

sin
kπ

l
x.

Σε αυτήν την περίπτωση οι uk(t) προσδιορίζονται απο την (5.12) όµως µε

fk(t) =
2√
l

∫ l

0
f(t, x) sin

kπ

l
x dx.

Θα αποδείξουµε τωρα ότι η λύση του προβλήµατος (5.1) - (5.3) είναι µονα-

δική. ΄Εστω υπάρχουν δυο λύσεις u(t, x) και v(t, x):

utt − uxx = f(t, x) στο QT ,

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), u(t, 0) = u(t, l) = 0,

vtt − vxx = f(t, x) στο QT ,

v(0, x) = φ(x), vt(0, x) = ψ(x), v(t, 0) = v(t, l) = 0.

Θεωρούµε τη διαφορά w = u− v. Προφανώς

wtt − wxx = 0 στο QT ,

w(0, x) = wt(0, x) = w(t, 0) = w(t, l) = 0.

Για την

E(t) ≡ 1

2

∫ l

0

(
w2
t + w2

x

)
dx

έχουµε

dE(t)

dt
=

∫ l

0

(
wtwtt + wxwxt

)
dx =∫ l

0
wtwtt dx+ wxwt

∣∣∣x=l

x=0
−
∫ l

0
wtwxx dx =

∫ l

0
wt(wtt − wxx)dx = 0.
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Εδω χρησιµοποιήσαµε οτι wt(t, 0) = wt(t, l) = 0 (επειδή w(t, 0) = w(t, l) =
0). Προφανώς E(0) = 0, άρα E(t) = 0 (αφού και E′(t) = 0), τουτ έστιν

wt(t, x) = wx(t, x) = 0.

Συνεπώς η w είναι σταθερά και επειδή w
∣∣∣
t=0

= 0 έχουµε w ≡ 0 δηλαδή u ≡ v.

Ασκήσεις.

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο Fourier προσδιορίστε τη λύση των ακόλου-

ϑων προβληµάτων.

1.

utt − uxx = 0 για |t| <∞, 0 < x < π

u(t, 0) = u(t, π) = 0, |t| <∞,
u(0, x) = sin x+ sin 2x ut(0, x) = sin 2x+ sin 3x, 0 < x < π.

2.

utt − uxx = 2 sin x+ sin 2x+ sin 3x για |t| <∞, 0 < x < π}
u(t, 0) = u(t, π) = 0, |t| <∞,

u(0, x) = 0 ut(0, x) = 0 0 < x < π.

3.

utt − uxx =
1

2
sin x για |t| <∞, 0 < x < π

u(t, 0) = u(t, π) = 0, |t| <∞,
u(0, x) = sin x+ sin 2x ut(0, x) = sin 2x+ sin 3x, 0 < x < π.

4.

utt − uxx = 2
(
1− 2x

π

)
για |t| <∞, 0 < x < π,

u(t, 0) = u(t, π) = t2 για |t| <∞,
u(0, x) = sin x, ut(0, x) = sin x για 0 < x < π.

5.

utt − uxx = 2
x

π
για |t| <∞, 0 < x < π,

u(t, 0) = 0, u(t, π) = t2 για |t| <∞,
u(0, x) = sin 2x, ut(0, x) = sin 3x για 0 < x < π.

6. Με κατάλληλη αλλαγή µεταβλητής ανάγετε το πρόβληµα

utt − uxx = f(t, x) για |t| <∞, a < x < b,

u(t, a) = u(t, b) = 0 για |t| <∞,
u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για a < x < b.

στο πρόβληµα (5.1)-(5.3)
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§6. Συνοριακές συνθήκες Neumann

Συνοπτικά ϑα εφαρµόσουµε την µέθοδο Fourier στην περίπτωση συνορια-

κών συνθηκών Neumann. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα

utt − uxx = f(t, x) στο QT ,

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για 0 < x < l,

ux(t, 0) = ν1(t), ux(t, l) = ν2(t) για |t| <∞
µε

φ′(0) = ν1(0), ψ′(0) = ν ′1(0), φ′(l) = ν2(0), ψ′(l) = ν ′2(0).

Χωρίς να ϐλάψουµε την γενικότητα µπορούµε να πάρουµε

ν1(t) ≡ ν2(t) ≡ 0.

Πράγµατι, ϑεωρούµε την συνάρτηση

v(t, x) = u(t, x) +
l

2

(
1− x

l

)2
ν1(t)− x2

2l
ν2(t).

Προφανώς

vtt − vxx = f1(t, x) ≡

f(t, x) +
l

2

(
1− x

l

)2
ν ′′1 (t)− x2

2l
ν ′′2 (t)− 1

l
ν1(t) +

1

l
ν2(t)

και

vx(t, 0) = vx(t, l) = 0 ∀t,
επίσης

v(0, x) = φ1(x) ≡ φ(x) +
l

2

(
1− x

l

)2
ν1(0)− x2

2l
ν2(0),

vt(0, x) = ψ1(x) ≡ ψ(x) +
l

2

(
1− x

l

)2
ν ′1(0)− x2

2l
ν ′2(0),

φ1(0) = φ1(l) = 0, ψ1(0) = ψ1(l) = 0.

΄Αρα χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε το πρόβληµα

(6.1) utt − uxx = f(t, x) στο QT

(6.2) u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για 0 < x < l

(6.3) ux(t, 0) = ux(t, l) = 0 για |t| <∞
µε

φ′(0) = φ′(l) = ψ′(0) = ψ′(l) = 0.

Πρώτα ϑα εξετάσουµε την περίπτωση f(t, x) ≡ 0:

(6.4) utt − uxx = 0 στο QT

Ψάχνουµε λύση της µορφής

T (t)X(x) 6≡ 0.

Παροµοίως µε την προηγούµενη περίπτωση καταλήγουµε στις εξισώσεις

(6.5) X ′′(x) + λX(x) = 0, X ′(0) = X ′(l) = 0
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και

(6.6) T ′′(t) + λT (t) = 0.

Για

λk =
(kπ
l

)2
, k = 0, 1, 2, ...

υπάρχει µη τετριµµένη λύση του προβλήµατος (6.5):

Xk(x) = cos
kπ

l
x.

Προφανώς για λ = λk η (6.6) µας δίνει

T0(t) = A0 +B0t αν k = 0

και

Tk(t) = Ak cos
kπ

l
t+Bk sin

kπ

l
t για k = 1, 2, ...,

όπου Ak, Bk αυθαίρετες σταθερές. Συνεπώς οι συναρτήσεις

T0(t) = A0 +B0t,

Tk(t)Xk(x) =
(
Ak cos

kπ

l
t+Bk sin

kπ

l
t
)
cos

kπ

l
x, k = 1, 2, ...

λύνουν την εξίσωση (6.4) και επαληθεύουν τις συνθήκες (6.3). Το ίδιο και η

σειρά
∞∑
k=0

Tk(t)Xk(x),

εφ΄ όσον συγκλίνει µαζί µε τις δεύτερες παραγώγους (αν την παραγωγίζουµε

όρο προς όρο). Πρέπει τώρα να ικανοποιήσουµε τις αρχικές συνθήκες (6.2).

Επεκτείνουµε τις συναρτήσεις φ(x) και ψ(x) άρτια στο (−l, 0) και µετά περιο-

δικά µε περίοδο 2l στον R. Τις γράφουµε σε µορφή σειράς Fourier:

φ(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos
kπ

l
x,

ψ(x) =
b0
2

+
∞∑
k=1

bk cos
kπ

l
x,

όπου

ak =
1

l

∫ l

−l
φ(x) cos

kπ

l
xdx =

2

l

∫ l

0
φ(x) cos

kπ

l
xdx,

bk =
1

l

∫ l

−l
ψ(x) cos

kπ

l
xdx =

2

l

∫ l

0
ψ(x) cos

kπ

l
xdx, k = 0, 1, 2, ....

Θεωρούµε την συνάρτηση

u(t, x) =

∞∑
k=0

Tk(t)Xk(x) =

∞∑
k=0

Tk(t) cos
kπ

l
x.

΄Εχουµε ότι αν η σειρά αυτή συγκλίνει όπως επίσης και οι σειρές που προκύ-

πτουν αν την παραγωγίσουµε δυο ϕορές όρο προς όρο ως προς t ή ως προς x,
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τότε η u(t, x) επαλήθεύει την εξίσωση (6.4) και τις συνοριακές συνθήκες (6.3).

Για να επαληθεύει και τις αρχικές συνθήκες (6.2) επιλέγουµε τις σταθερές Ak
και Bk µε τον ακόλουθο τρόπο. Για την επιλογή των Ak έχουµε

u(0, x) =
∞∑
k=0

Tk(0) cos
kπ

l
x =

∞∑
k=0

Ak cos
kπ

l
x,

από την άλλη ϑέλουµε

u(0, x) = φ(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos
kπ

l
x,

συνεπώς παίρνουµε

A0 =
a0

2
και Ak = ak για k > 1.

Για την επιλογή των Bk έχουµε

ut(0, x) =
∞∑
k=0

T ′k(0) cos
kπ

l
x = B0 +

∞∑
k=1

kπ

l
Bk cos

kπ

l
x,

από την άλλη ϑέλουµε

ut(0, x) = ψ(x) =
b0
2

+
∞∑
k=1

bk cos
kπ

l
x,

συνεπώς παίρνουµε

B0 =
b0
2
, Bk =

l

kπ
bk για k = 1, 2, ....

΄Ετσι καταλήγουµε στο συµπέρασµα (υπό την προϋπόθεση σύγκλισης των σει-

ϱών) ότι η λύση του προβλήµατος (6.4), (6.2), (6.3) δίνεται από τον τύπο

(6.7) u(t, x) =
a0 + b0t

2
+
∞∑
k=1

[ak cos
kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t]cos

kπ

l
x.

Παράδειγµα 6.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 0 στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}
u(0, x) = cos x, ut(0, x) = cos 2x,

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε

φ(x) = cos x =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx,

ψ(x) = cos 2x =
b0
2

+
∞∑
k=1

bk cos kx,

άρα a1 = 1, ai = 0 για i 6= 1, b2 = 1, bj = 0 για j 6= 2. Συνεπώς η συνάρτηση

u(t, x) = cos t cos x+
1

2
sin 2t cos 2x
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είναι λύση του προβλήµατος.

Παροµοίως µε την περίπτωση του προβλήµατος Cauchy−Dirichlet παρα-
τηρούµε οτι αυτό που κάναµε µπορούµε να το δούµε και ως εξής : ψάχνουµε

τη λύση σε µορφή σειράς Fourier (τριγωνοµετρική σειρά)

(6.8) u(t, x) =

∞∑
k=0

uk(t)cos
kπ

l
x.

και προσδιορίζουµε τις συναρτήσεις uk(t) αντικαθιστώντας την (6.8) στην (6.4)

και χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες (6.2)

Θα εφαρµόσουµε αυτη τη προσέγγιση σε πιο γενική περίπτωση. Θεωρούµε

το µη οµογενές πρόβληµα (6.1) - (6.3). Ψάχνουµε τη λύση σε µορφή σειράς

Fourier (6.8). Γράφουµε την f(t, x) σε µορφή (ϐλ. Παρατήτηση 2 στο τέλος

της παραγράφου)

(6.9) f(t, x) =
∞∑
k=0

fk(t)cos
kπ

l
x

όπου

f0(t) =
1

l

∫ l

0
f(t, x)dx, fk(t) =

2

l

∫ l

0
f(t, x) cos

kπ

l
x dx για k = 1, 2, ....

΄Εστω ότι η σειρά (6.8) είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη όρο προς όρο ως

προς t και ως προς x (δηλαδή οι σειρές που προκύπτουν από την παραγώγιση

συγκλίνουν). Προφανώς η u(t, x) ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες. Αντι-

καθιστώντας την (6.8) στην εξίσωση (6.1) και λαµβάνοντας υπ΄ οψιν την (6.9)

έχουµε
∞∑
k=0

(
u′′k(t) +

k2π2

l2
uk(t)

)
cos

kπ

l
x =

∞∑
k=0

fk(t)cos
kπ

l
x

ή

(6.10) u′′k(t) +
k2π2

l2
uk(t) = fk(t).

Λόγω αρχικών συνθηκών επιπλέον έχουµε

u(0, x) =
∞∑
k=0

uk(0)cos
kπ

l
x = φ(x) =

a0

2
+
∞∑
k=1

akcos
kπ

l
x,

ut(0, x) =

∞∑
k=0

u′k(0)cos
kπ

l
x = ψ(x) =

b0
2

+

∞∑
k=1

bkcos
kπ

l
x,

δηλαδή

(6.11) u0(0) =
a0

2
, u′0(0) =

b0
2
, uk(0) = ak, u′k(0) = bk για k = 1, 2, ....

Η γενική λύση της εξίσωσης (6.10) είναι

u0(t) = C10 + C20t+

∫ t

0

∫ τ

0
f0(ξ)dξdτ,
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(6.12)

uk(t) = C1kcos
kπ

l
t+C2k sin

kπ

l
t+

l

kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t−τ)dτ, k = 1, 2, ...

Για να επαληθεύει η uk(t) τις συνθήκες (6.11), πρέπει

C10 =
a0

2
, C20 =

b0
2
, C1k = ak, C2k =

l

kπ
bk για k = 1, 2, ....

Πράγµατι άπο (6.11), (6.12) έχουµε

uk(0) = C1k = ak, u′k(0) =
kπ

l
C2k = bk.

Αρα η λύση του προβλήµατος (6.10), (6.11) δίνεται άπο τον τύπο

u0(t) =
a0 + b0t

2
+

∫ t

0

∫ τ

0
f0(ξ)dξdτ,

uk(t) = akcos
kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t+

l

kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t−τ) dτ, k = 1, 2, ...

και η λύση του προβλήµατος Cauchy−Neumann για την εξίσωση (6.1) είναι

η εξής

u(t, x) =
a0 + b0t

2
+
∞∑
k=1

[
akcos

kπ

l
t+

l

kπ
bk sin

kπ

l
t
]
cos

kπ

l
x+

(6.13)

∫ t

0

∫ τ

0
f0(ξ)dξdτ +

∞∑
k=1

[ l
kπ

∫ t

0
fk(τ) sin

kπ

l
(t− τ) dτ

]
cos

kπ

l
x.

Παράδειγµα 6.2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = cos x στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0,

u(0, x) = 3 cos 3x, ut(0, x) = cos 2x.

Λύση. ΄Εχουµε f1 = 1, a3 = 3, b2 = 1 τα υπόλοιπα µηδέν, άρα (ϐλ. (6.13))

u(t, x) =
1

2
sin 2tcos 2x+ 3cos 3t cos3x+ (1− cos t)cos x.

΄Η αλλιώς

u′′1(t) + u1(t) = 1, u1(0) = 0, u′1(0) = 0,

u′′2(t) + 4u2(t) = 0, u2(0) = 0, u′2(0) = 1,

u′′3(t) + 9u3(t) = 0, u3(0) = 3, u′3(0) = 0

και

u′′k(t) + k2uk(t) = 0, uk(0) = 0, u′k(0) = 0 k 6= 1, 2, 3.

Προφανώς

u1 = 1− cos t, u2 =
1

2
sin 2t, u3 = 3cos 3t, uk ≡ 0 k 6= 1, 2, 3.
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συνεπώς

u(t, x) =
1

2
sin 2tcos 2x+ 3cos 3t cos3x+ (1− cos t)cos x.

Παράδειγµα 6.3. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = cos x+ 2x− π στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}

ux(t, 0) = ux(t, π) = t2,

u(0, x) = 3cos3x, ut(0, x) = cos2x.

Λύση. Αφού οι συνοριακές συνθήκες δεν είναι µηδέν εισάγουµε την συνάρ-

τηση

v = u+
π

2

(
1− x

π

)2
t2 − x2

2π
t2

η οποία επαλήθεύει την εξίσωση

vtt − vxx = cos x

και τις συνθήκες

u(0, x) = 3cos3x, ut(0, x) = cos2x, ux(t, 0) = ux(t, π) = 0,

άρα (ϐλ. Παράδειγµα 6.2)

v =
1

2
sin 2tcos 2x+ 3cos 3t cos3x+ (1− cos t)cos x,

και

u =
1

2
sin 2tcos 2x+ 3cos 3t cos3x+ (1− cos t)cos x+

(
x− π

2

)
t2.

Παράδειγµα 6.4. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx = 1 στο QT = {t, x) : |t| <∞, 0 < x < π}

u(0, x) = 2, ut(0, x) = 1/2,

ux(0, x) = ux(t, π) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε φ(x) ≡ 2 = a0/2, ψ(x) ≡ 1/2 = b0/2,

f0 =
1

π

∫ π

0
dx = 1

άρα

u(t, x) =
4 + t

2
+

∫ t

0

∫ τ

0
1dξ dτ =

t2 + t+ 4

2
.

Παρατήρηση 1. Παροµοίως αντιµετωπίζεται και η γενική περίπτωση συ-

νοριακών συνθηκών

α1ux(t, 0) + α2u(t, 0) = ν1(t), β1ux(t, l) + β2u(t, l) = ν2(t),

α2
1 + α2

2 6= 0, β2
1 + β2

2 6= 0.
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Παρατήρηση 2. Προφανώς αντί (6.9) ϑα µπορούσαµε να την γράψουµε

την f σε µορφή

f(t, x) =
f0(t)

2
+
∞∑
k=1

fk(t)cos
kπ

l
x

όπου

fk(t) =
2

l

∫ l

0
f(t, x) cos

kπ

l
x dx για k = 0, 1, 2, ...

(ϐλ. § 4).

Ασκήσεις.

1. Αποδείξτε την µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος (6.1) - (6.3).

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο Fourier προσδιορίστε τη λύση των ακόλου-

ϑων προβληµάτων.

2.

utt − uxx = 0 για |t| <∞, 0 < x < π,

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0 για |t| <∞,
u(0, x) = cos x+ cos 3x, ut(0, x) = 2 cos 2x+ cos 4x για 0 < x < π.

3.

utt − uxx = cos x+ cos 2x+ cos 3x για |t| <∞, 0 < x < π,

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0 για |t| <∞,
u(0, x) = cos x, ut(0, x) = 0 για 0 < x < π.

4.

utt − uxx =
(
x− π

2

)
cos t για |t| <∞, 0 < x < π

ux(t, 0) = ux(t, π) = 1− cos t, |t| <∞,
u(0, x) = ut(0, x) = 0, 0 < x < π.
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§7. Εξίσωση Θερµότητας, µέθοδος Fourier

Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Cauchy − Dirichlet: να ϐρεθεί η λύση της

εξίσωσης ϑερµότητας

(7.1) ut − uxx = f(t, x) για t > 0, 0 < x < l

η οποία επαληθεύει την αρχική συνθήκη

(7.2) u(0, x) = φ(x), 0 < x < l,

και τις συνοριακές συνθήκες

(7.3) u(t, 0) = u(t, l) = 0, t > 0.

Εδώ όπως και στην προηγούµενη περίπτωση ϑεωρούµε µηδενικές συνοριακες

συνθήκες χωρίς να ϐλάψουµε την γενικότητα. Θα εφαρµόσουµε την µέθοδο

Fourier. Ψάχνουµε τη λύση σε µορφή

(7.4) u(t, x) =
∞∑
k=1

uk(t) sin
kπ

l
x.

Υποθέτουµε ότι η σειρά (7.4) συγκλίνει όπως επίσης και οι σειρές που προκύ-

πτουν αν παραγωγίσουµε την (7.4) όρο προς όρο δυο ϕορές ως προς x ή ως

προς t. Προφανώς

u(t, 0) = u(t, l) = 0.

Γράφοντας το δεύτερο µέρος της εξίσωσης (7.1) σε µορφή

f(t, x) =
∞∑
k=1

fk(t) sin
kπ

l
x, fk(t) =

2

l

∫ l

0
f(t, x) sin

kπ

l
x dx

και αντικαθιστώντας την (7.4) στην (7.1) παίρνουµε

∞∑
k=1

(
u′k(t) +

k2π2

l2
uk(t)

)
sin

kπ

l
x =

∞∑
k=1

fk(t) sin
kπ

l
x.

΄Αρα ϑέλουµε να ισχύει

(7.5) u′k(t) +
k2π2

l2
uk(t) = fk(t), k = 1, 2, ...

Επίσης έχουµε

φ(x) =

∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x, ak =

2

l

∫ l

0
φ(x) sin

kπ

l
x dx,

άρα για να επαληθεύεται η αρχική συνθήκη (7.2) πρέπει να ισχύει

(7.6) uk(0) = ak, k = 1, 2, ...

Πράγµατι

u(0, x) =
∞∑
k=1

uk(0) sin
kπ

l
x = φ(x) =

∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x.
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΄Εστω f(t, x) ≡ 0, τότε

(7.7) u′k(t) +
k2π2

l2
uk(t) = 0, k = 1, 2, ...

και η λύση του προβλήµατος (7.7), (7.6) είναι

uk(t) = ake
− k

2π2

l2
t.

Συνεπώς η λύση του προβλήµατος (7.1) - (7.3) για f(t, x) ≡ 0 δίνεται από τον

τύπο

(7.8) u(t, x) =
∞∑
k=1

ake
− k

2π2

l2
t sin

kπ

l
x,

υπό την προϋπόθεση ότι η σειρά συγκλίνει µαζί µε τις παραγώγους δεύτερης

τάξης ως προς x και πρώτης ως προς t.

Το ίδιο αποτέλεσµα ϑα έχουµε αν ακολουθήσουµε την διαδικασία µε την

οποια ξεκινήσαµε στην §5 : ψάχνουµε αν υπάρχει λύση της ut − uxx = 0 της

µορφής T (t)X(x) 6≡ 0. Πρέπει να ισχύει

T ′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ.

Η X(x) ϑα είναι λύση του προβλήµατος (5.5) αρα

λ = λk =
k2π2

l2
και Xk(x) = sin

kπ

l
x.

Για την T (t) ϑα έχουµε

T ′(t) +
k2π2

l2
T (t) = 0

αρα

Tk(t) = Ake
− k

2π2

l2
t.

Την αυθαίρετη σταθερά Ak την προσδιορίζουµε απο την αρχική συνθήκη και

έχουµε:

Ak = ak.

Παρατηρούµε οτι για t < 0 η σειρά (7.8) σίγουρα αποκλίνει, ενω για t > 0
µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε την σύγκλιση της. Αυτός είναι ο λόγος

γιατί την εξίσωση ϑερµότητας (σε αντίθεση µε την κυµατική) την µελετάµε για

t > 0.

Παράδειγµα 7.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − uxx = 0 για t > 0, 0 < x < π

u(0, x) = sin x, u(t, 0) = u(t, π) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε a1 = 1, ak = 0 για k > 1, συνεπώς απο (7.8)

u(t, x) = e−t sin x.

΄Η αλλιώς απο (7.5), (7.6)

u′1 + u1 = 0, u1(0) = 1 ⇒ u1 = e−t,
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και για k > 1

u′k + k2uk = 0, uk(0) = 0 ⇒ uk ≡ 0.

΄Εστω τώρα f(t, x) 6≡ 0. Η γενική λύση της (7.5) είναι

uk(t) = Cke
− k

2π2

l2
t + e−

k2π2

l2
t
∫ t

0
fk(τ)e

k2π2

l2
τdτ,

και την αυθαίρετη σταθερά Ck την προσδιορίζουµε άπο την (7.6):

uk(0) = Ck = ak.

Συνεπώς η λύση του προβλήµατος (7.1) - (7.3) δίνεται από τον τύπο

(7.9)

u(t, x) =
∞∑
k=1

ake
− k

2π2

l2
t sin

kπ

l
x+

∞∑
k=1

e−
k2π2

l2
t
∫ t

0
fk(τ)e

k2π2

l2
τdτ sin

kπ

l
x

(πάντα υπό την προϋπόθεση ότι η σειρά συγκλίνει µαζί µε τις παραγώγους

δεύτερης τάξης ως προς x και πρώτης ως προς t).

Παράδειγµα 7.2 Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − uxx = sin 2x+ 1− x

π
για t > 0, 0 < x < π

u(t, 0) = t, u(t, π) = 0,

u(0, x) = sin x.

Λύση. Για την

v(t, x) = u(t, x)−
(
1− x

π

)
t

έχουµε

vt − vxx = sin 2x για t > 0, 0 < x < π

v(t, 0) = v(t, π) = 0,

v(0, x) = sin x.

Λύνουµε αυτό το πρόβληµα. ΄Εχουµε a1 = 1, ak = 0 για k > 1, επίσης f1 = 0,
f2 = 1 και fk = 0 για k > 2. ΄Αρα έχουµε για την v1:

v′1(t) + v1(t) = 0, v1(0) = 1,

για την v2:

v′2(t) + 4v2(t) = 1, v2(0) = 0,

για τις vk, k > 2:

v′k(t) + k2vk(t) = 0, vk(0) = 0.

Συνεπώς

v1(t) = e−t, v2(t) =
1

4

(
1− e−4t

)
, vk(t) ≡ 0 για k > 2.

Η λύση του προβλήµατος (για την v) είναι

v(t, x) = e−t sin x+
1

4

(
1− e−4t

)
sin 2x,
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και η λύση του αρχικού προβλήµατος

u(t, x) = e−t sin x+
1

4

(
1− e−4t

)
sin 2x+

(
1− x

π

)
t.

Παράδειγµα 7.3. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − uxx = t, για t > 0, 0 < x < π

u(0, x) = sin x, u(t, 0) = u(t, π) = 0.

Λύση. Προφανώς a1 = 1, ak = 0 για k > 1 και

fk(t) =
2

π

∫ π

0
t sin kx dx = t

2

kπ
[1− cos kπ] =

{
0, αν ο k − άρτιος

4
kπ t, αν ο k − περιττός,

΄Εχουµε για την u1:

u′1(t) + u1(t) =
4t

π
, u1(0) = 1,

για τις uk µε k = 3, 5, 7...:

u′k(t) + k2uk(t) =
4t

kπ
, uk(0) = 0,

για τις uk µε k = 2, 4, 6, ...:

u′k(t) + k2uk(t) = 0, uk(0) = 0.

Συνεπώς

u1(t) = e−t +
4

π
(t− 1 + e−t),

uk(t) =
4

k3π

(
t− 1

k2
+

1

k2
e−k

2t
)
, για k = 3, 5, 7, ...,

uk(t) = 0 για k = 2, 4, 6, ....

΄Αρα λύση του προβλήµατος είναι

u(t, x) =(
e−t +

4

π

(
t− 1 + e−t

))
sin x+

∞∑
k=3(k−περιττά)

4

k5π

(
k2t− 1 + e−k

2t
)

sin kx =

(
e−t +

4

π

(
t− 1 + e−t

))
sin x+

4

π

∞∑
m=1

(2m+ 1)2t− 1 + e−(2m+1)2t

(2m+ 1)5
sin(2m+ 1)x =

e−t sin x+
4

π

∞∑
m=0

(2m+ 1)2t− 1 + e−(2m+1)2t

(2m+ 1)5
sin(2m+ 1)x.
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Θεωρούµε τώρα την εξίσωση (7.1) µε αρχική συνθήκη (7.2) και τις συνορια-

κές συνθήκες Neumann (ϑεωρούµε µηδενικές συνοριακες συνθήκες χωρίς να

ϐλάψουµε την γενικότητα)

(7.10) ux(t, 0) = ux(t, l) = 0, t > 0.

Παροµοίως µε την κυµατική εξίσωση ακολουθούµε την εξής διαδικασία : ψά-

χνουµε τη λύση σε µορφή

(7.11) u(t, x) =

∞∑
k=0

uk(t) cos
kπ

l
x.

Υποθέτουµε ότι η σειρά (7.11) συγκλίνει όπως επίσης και οι σειρές που προ-

κύπτουν αν παραγωγίσουµε την (7.11) όρο προς όρο δυο ϕορές ως προς x ή

µια ως προς t. Κάνουµε άρτια και έπειτα περιοδική επέκταση των f και φ.
Γράφοντας το δεύτερο µέρος της εξίσωσης (7.1) σε µορφή

f(t, x) =

∞∑
k=0

fk(t) cos
kπ

l
x,

f0(t) =
1

l

∫ l

0
f(t, x)dx fk(t) =

2

l

∫ l

0
f(t, x)cos

kπ

l
x dx k = 1, 2, ...

και αντικαθιστώντας την (7.9) στην (7.1) παίρνουµε

∞∑
k=0

(
u′k(t) +

k2π2

l2
uk(t)

)
cos

kπ

l
x =

∞∑
k=0

fk(t) cos
kπ

l
x.

΄Αρα προσδιορίζουµε τις uk(t) από την (7.5) (µε k = 0, 1, 2, ...), επίσης έχουµε

φ(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

akcos
kπ

l
x, ak =

2

l

∫ l

0
φ(x)cos

kπ

l
x dx, k = 0, 1, 2, ...

άρα για να επαληθεύεται η αρχική συνθήκη (7.2) πρέπει να ισχύει

u0(0) =
a0

2
, uk(0) = ak για k = 1, 2, ....

Συνεπώς η λύση του προβλήµατος (7.1), (7.2), (7.10) δίνεται από τον τύπο

u(t, x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

ake
− k

2π2

l2
tcos

kπ

l
x+

∫ t

0
f0(τ)dτ+

∞∑
k=1

e−
k2π2

l2
t
∫ t

0
fk(τ)e

k2π2

l2
τdτcos

kπ

l
x.

Παράδειγµα 7.4. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − uxx = cos 3x για t > 0, 0 < x < π

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0, u(0, x) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε ak = 0 ∀k, επίσης f3 = 1 και fk = 0 για k 6= 3. ΄Αρα έχουµε

για την u3:

u′3(t) + 9u3(t) = 1, u3(0) = 0,
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και

u′k(t) + k2uk(t) = 0, uk(0) = 0,

για k 6= 3. Συνεπώς

uk(t) ≡ 0 για k 6= 3, u3(t) =
1

9

(
1− e−9t

)
.

Η λύση του προβλήµατος είναι

u(t, x) =
1

9

(
1− e−9t

)
cos 3x.

Παράδειγµα 7.5. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − uxx = cos 3x+
t

π
− π

2

(
1− x

π

)2
ux(t, 0) = t, ux(t, π) = 0,

u(0, x) = 0.

Λύση. Για την

v(t, x) = u(t, x) +
π

2

(
1− x

π

)2
t

έχουµε

vt − vxx = cos 3x,

vx(0, x) = 0, vx(t, π) = 0,

v(0, x) = 0.

Η λύση αυτού του προβλήηµατος είναι (ϐλ. παράδειγµα 7.4)

v(t, x) =
1

9

(
1− e−9t

)
cos 3x

άρα

u(t, x) =
1

9

(
1− e−9t

)
cos 3x− π

2

(
1− x

π

)2
t.

Θα αποδείξουµε τωρα ότι η λύση του προβλήµατος (7.1) - (7.3) είναι µονα-

δική. ΄Εστω υπάρχουν δυο λύσεις u(t, x) και v(t, x):

ut − uxx = f(t, x) στο QT ,

u(0, x) = φ(x), u(t, 0) = u(t, l) = 0,

vt − vxx = f(t, x) στο QT ,

v(0, x) = φ(x), v(t, 0) = v(t, l) = 0.

Θεωρούµε τη διαφορά w = u− v. Προφανώς

(7.12) wt − wxx = 0 στο QT ,

w(0, x) = w(t, 0) = w(t, l) = 0.

Πολλαπλασιάζουµε την (7.12) µε w και ολοκληρώνουµε ως προς x:

1

2

d

dt

∫ l

0
w2dx−

∫ l

0
wxxwdx = 0.
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Ολοκληρώνοντας κατα µερη παιρνουµε

1

2

d

dt

∫ l

0
w2dx− wxw

∣∣∣x=l

x=0
+

∫ l

0
w2
xdx = 0

άρα

1

2

d

dt

∫ l

0
w2dx+

∫ l

0
w2
xdx = 0

Ολοκληρώνουµε την σχέση αυτή ως προς t απο το µηδέν και έχουµε

1

2

∫ l

0
w2dx+

∫ t

0

∫ l

0
w2
xdxdτ = 0,

συνεπώς w = 0, δηλαδή u = v.

Η απόδειξη της µοναδικότητας της λύσης του του προβλήµατος (7.1), (7.10),

(7.3) είναι ίδια.

Ασκήσεις

1. Προσδιορίστε την αντικατάσταση η οποία ανάγει την εξίσωση

ut − kuxx = f(t, x), k > 0 σταθερά

στην εξίσωση

ut − uyy = f(t, y).

2. Εστω οτι η u(t, x) είναι λύση της εξίσωσης (7.1) η οποια επαληθευει την

αρχική συνθήκη (7.2) και συνοριακές συνθήκες

u(t, 0) = µ1(t), u(t, l) = µ2(t).

Προσδιορίστε την εξίσωση και τις αρχικές και συνοριακές συνθήκες που επα-

ληθευει η συνάρτηση

v(t, x) = u(t, x)−
(
1− x

l

)
µ1(t)− x

l
µ2(t).

Χρησιµοποιώντας την µέθοδο Fourier προσδιορίστε τη λύση των προβλη-

µάτων:

3.

ut − uxx = t2 sin x για t > 0, 0 < x < π,

u(t, 0) = u(t, π) = 0 για t > 0,

u(0, x) = sin 2x για 0 < x < π.

4.

ut − uxx = 2 sin x cos x για t > 0, 0 < x < π,

u(t, 0) = u(t, π) = 0 για t > 0,

u(0, x) = sin x+ sin 3x για 0 < x < π.

5.

ut − uxx =
π − x

2
για t > 0, 0 < x < π,
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u(t, 0) = u(t, π) = 0 για t > 0,

u(0, x) = 0 για 0 < x < π.

Υπόδειξη : (ϐλ. άσκηση 4 §4. σελίδα 85)

6.

ut − uxx =
t2

2
cos x για t > 0, 0 < x < π,

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0 για t > 0,

u(0, x) = cos x για 0 < x < π.

7.

ut − uxx = cos2 x− sin2 x+
x2

2π
− t

π
, για t > 0, 0 < x < π,

ux(t, 0) = 0, ux(t, π) = t για t > 0,

u(0, x) =
1

2
cos x για 0 < x < π.
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§8. Εξίσωση Laplace, µέθοδος Fourier

Θα εφαρµόσουµε τωρα την µέθοδο Fourier για την εξίσωση Laplace όταν

το χωρίο είναι ένα ορθογώνιο. Θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα Dirichlet:

vxx + vyy = f̃(x, y) στο (0, l)× (0, l1),

v(0, y) = h1(y), v(l, y) = h2(y) για y ∈ [0, l1],

v(x, 0) = φ̃1(x), v(x, l1) = φ̃2(x) για x ∈ [0, l],

µε

φ̃1(0) = h1(0), φ̃1(l) = h2(0), φ̃2(0) = h1(l1), φ̃2(l) = h2(l1).

Υποθέτουµε οτι οι hi είναι δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµες συναρτήσεις.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να πάρουµε h1 ≡ h2 ≡ 0. Πράγ-

µατι, εισάγουµε την συνάρτηση

u = v −
[ l − x

l
h1(y) +

x

l
h2(y)

]
για την οποία έχουµε

(8.1) uxx + uyy = f(x, y) στο (0, l)× (0, l1),

(8.2) u(0, y) = u(l, y) = 0 για y ∈ [0, l1],

(8.3) u(x, 0) = φ1(x), u(x, l1) = φ2(x) για x ∈ [0, l],

µε

f(x, y) = f̃ −
[ l − x

l
h′′1(y) +

x

l
h′′2(y)

]
και

φ1(x) = φ̃1(x)−
[ l − x

l
h1(0) +

x

l
h2(0)

]
, φ1(0) = φ1(l) = 0,

φ2(x) = φ̃2(x)−
[ l − x

l
h1(l1) +

x

l
h2(l1)

]
, φ2(0) = φ2(l) = 0.

Πρώτα ϑα εξετάσουµε την περίπτωση f(x, y) ≡ 0:

(8.4) uxx + uyy = 0 στο (0, l)× (0, l1),

Ψάχνουµε τη λύση της εξίσωσης (8.4) σε µορφή

(8.5) u(x, y) = X(x)Y (y)

αντικαθιστώντας την (8.5) στην (8.4) παίρνουµε

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0,

διαιρώντας δια XY έχουµε

(8.6)
X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= −λ, λ ∈ R.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις συνθήκες (8.2) για την συνάρτηση X(x) προκύπτει

το εξής πρόβληµα

X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ (0, l), X(0) = X(l) = 0.
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΄Οπως ήδη γνωρίζουµε, µη τετριµµένες λύσεις υπάρχουν µόνο για

λ = λk =
(kπ
l

)2
, k ∈ N \ {0}

και δίνονται ως

X(x) = C sin
kπ

l
x, C − αυθαίρετη σταθερά.

Επίσης από την (8.6) έχουµε

Y ′′(y)− λkY (y) = 0 y ∈ [0, l1],

προφανώς η γενική λύση της άνω εξίσωσης είναι

Yk(y) = Ake
kπ
l
y +Bke

− kπ
l
y, Ak, Bk − αυθαίρετες σταθερές.

Συνεπώς οι συναρτήσεις

uk(x, y) = Xk(x)Yk(y) =
(
Ake

kπ
l
y +Bke

− kπ
l
y
)

sin
kπ

l
x

επαληθεύουν την εξίσωση (8.4) και τις συνθήκες (8.2). Το ίδιο και η σειρά

∞∑
k=1

uk(x, y)

υπό την προϋπόθεση ότι συγκλίνει και οι παράγωγοι όρο προς όρο πρώτης και

δεύτερης τάξης ως προς x και y επίσης συγκλίνουν. Για να ικανοποιήσουµε

τις συνθήκες (8.3) ϑα ακολουθήσουµε την γνωστή διαδικασία, γράφουµε

φ1(x) =

∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x, ak =

2

l

∫ l

0
φ1(x) sin

kπ

l
xdx,

και

φ2(x) =

∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x, bk =

2

l

∫ l

0
φ2(x) sin

kπ

l
xdx.

Θέλουµε να ισχύει το εξής

∞∑
k=1

uk(x, 0) =
∞∑
k=1

(Ak +Bk) sin
kπ

l
x =

∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x,

και

∞∑
k=1

uk(x, l1) =
∞∑
k=1

(Ake
kπl1
l +Bke

−kπl1
l ) sin

kπ

l
x =

∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x,

άρα πρέπει

Ak +Bk = ak, και Ake
kπl1
l +Bke

−kπl1
l = bk.

Για να απλοποιήσουµε τις πράξεις ας πάρουµε l1 = l, τότε

Ak =
ak − ekπbk
1− e2kπ

, Bk =
bk − akekπ

1− e2kπ
ekπ.
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Συνεπώς η λύση του προβλήµατος (8.4), (8.2), (8.3) (για l1 = l) δίνεται από

τον τύπο

u(x, y) =

∞∑
k=1

(ak − ekπbk
1− e2kπ

e
kπ
l
y +

bk − akekπ

1− e2kπ
ekπe−

kπ
l
y
)

sin
kπ

l
x

(υπό την προϋπόθεση ότι η σειρά συγκλίνει µαζί µε τις παραγώγους δεύτερης

τάξης ως προς x και y). Ευκολα κατασκευάζουµε τη λύση και για l1 6= l.

Προφανώς το ίδιο αποτέλεσµα ϑα έχουµε αν εξ αρχής ϑα ψάχνουµε τη λύση

σε µορφή

(8.7)
∞∑
k=1

Yk(y) sin
kπ

l
x.

Παράδειγµα 8.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος (8.4), (8.2), (8.3) µε

l = l1 = π, φ1 ≡ 0καιφ2 = sin x.

Λύση. Προφανώς ak = 0 ∀k, b1 = 1 και bk = 0 για k ≥ 2 άρα

u(x, y) =
eπ
(
e−y − ey

)
1− e2π

sin x.

* * *

΄Εστω τώρα f(x, y) 6≡ 0. Γράφουµε την f σε µορφή σειράς Fourier

(8.8) f(x, y) =

∞∑
k=1

fk(y) sin
kπ

l
x

όπου

fk(y) =
2

l

∫ l

0
f(x, y) sin

kπ

l
xdx.

Ψάχνουµε τη λύση σε µορφή (8.7). Αντικαθιστώντας την (8.7) στην (8.1) και

λαµβάνοντας υπ΄ οψιν την (8.8) παίρνουµε

∞∑
k=1

(
Y ′′k (y)− k2π2

l2
Yk(y)

)
sin

kπ

l
x =

∞∑
k=1

fk(y) sin
kπ

l
x.

Συνεπώς για τον προσδιορισµό των Yk(y) έχουµε

Y ′′k (y)− k2π2

l2
Yk(y) = fk(y)

και

Yk(0) = ak, Yk(l1) = bk.

Παράδειγµα 8.2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος (8.1), (8.2), (8.3) µε

l = π, l1 = 1, φ1 = sin 2x, φ2 ≡ 0και f = sinx.

Λύση. Προφανώς bk = 0 ∀k, a2 = 1, ak = 0 για k ≥ 2, f1 = 1, fk = 0 για

k 6= 1 άρα για τον προσδιορισµό των Yk έχουµε

Y ′′1 (y)− Y1(y) = 1, Y1(0) = 0, Y1(1) = 0,
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Y ′′2 (y)− 4Y2(y) = 0, Y2(0) = 1, Y2(1) = 0,

Y ′′k (y)− k2Yk(y) = 0, Yk(0) = 0, Yk(1) = 0.

΄Αρα

Y1(y) =
1

e+ 1
ey

e

e+ 1
e−y − 1,

Y2(y) =
1

1− e4
e2y − e4

1− e4
e−2y

και

Yk(y) ≡ 0 για k ≥ 3.

Συνεπώς η λύση του προβλήµατος είναι

u(x, y) =
( ey

e+ 1
+
e1−y

e+ 1
− 1
)

sinx+
( e2y

1− e4
− e4−2y

1− e4

)
sin 2x.

Τέλος, ϑα εξετάσουµε το πρόβληµα Neumann. Θα περιοριστούµε µε την

εξίσωσης (8.4) και συνοριακές συνθήκες

(8.9) ux(0, y) = ux(l, y) = 0 για y ∈ [0, l1],

(8.10) uy(x, 0) = φ1(x), uy(x, l) = φ2(x) για x ∈ [0, l],

µε φ′1(0) = φ′2(0) = φ′1(l) = φ′2(l) = 0. Θέλουµε να ϐρούµε τη λύση του

προβλήµατος (8.4), (8.9), (8.10). Εδω υπάρχουν δυο ιδιαιτερότητες σε σχέση

µε το πρόβληµα Dirichlet. Η πρώτη είναι οτι το πρόβλιµα Neumann για

τυχαίες φ1, φ2 µπορεί να µην έχει λύση. Πράγµατι απο το ϑεώρηµα της

απόκλισης έχουµε∫
Ω

∆udxdy =

∫
Ω
div(∇u)dxdy =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
ds

όπου Ω = (0, l)× (0, l1), ∂Ω το σύνορο του χωρίου Ω, ν µοναδιαίο εξωτερικό

κάθετο διάνυσµα. Συνεπώς (αφού ∆u = 0) η αναγκαία συνθήκη για την

υπαρξη της λύσης είναι ∫
∂Ω

∂u

∂ν
ds = 0.

Η συνθήκη αυτή στη περίπτωση µας (υπολογίζουµε το άνω ολοκλήρωµα για

συνοριακές συνθήκες (8.9), (8.10) ) παίρνει τη µορφή

(8.12) −
∫ l

0
φ1(x)dx+

∫ l

0
φ2(x)dx = 0.

Η δευτερη ιδιαιτερότητα είναι οτι αν η u είναι λύση του προβλήµατος (8.4),

(8.9), (8.10) τότε και η u+ C µε τυχαια σταθερά C είναι επίσης λύση.

Θα κατασκευάσουµε τη λύση του προβλήµατος (8.4), (8.9), (8.10) υπο τον

περιορισµό (8.12) και µε αυτο ϑα δείξουµε οτι η συνθήκη (8.12) είναι ικανή

και αναγκαία για την υπαρξη της λύσης.

΄Οπως πάντα ψάχνουµε τη λύση της εξίσωσης (8.4) σε µορφή

u(x, y) = X(x)Y (y)
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και καταλήγουµε στην

X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= −λ, λ ∈ R.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις συνθήκες (8.9) για την συνάρτηση X(x) προκύπτει

το εξής πρόβληµα

X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ (0, l), X ′(0) = X ′(l) = 0.

΄Οπως γνωρίζουµε, µη τετριµµένες λύσεις υπάρχουν µόνο για

λ = λk =
(kπ
l

)2
, k = 0, 1, 2, ....

και δίνονται ως

X(x) = C cos
kπ

l
x, C − αυθαίρετη σταθερά.

Επίσης για την Y έχουµε

Y ′′(y)− λkY (y) = 0 y ∈ [0, l1],

µε γενική λύση

Y0(y) = A0 +B0y

για k = 0 και

Yk(y) = Ake
kπ
l
y +Bke

− kπ
l
y, Ak, Bk − αυθαίρετες σταθερές.

για k = 1, 2, .... Συνεπώς οι συναρτήσεις

uk(x, y) = Xk(x)Yk(y), k = 0, 1, 2, ...

επαληθεύουν την εξίσωση (8.4) και τις συνθήκες (8.9). Το ίδιο και η σειρά

∞∑
k=0

uk(x, y) =
∞∑
k=0

Xk(x)Yk(y) =

A0 +B0y +
∞∑
k=1

(
Ake

kπ
l
y +Bke

− kπ
l
y
)

cos
kπ

l
x

υπό την προϋπόθεση ότι συγκλίνει και οι παράγωγοι όρο προς όρο πρώτης και

δεύτερης τάξης ως προς x και y επίσης συγκλίνουν. Για να ικανοποιήσουµε

τις συνθήκες (8.10) ϑα ακολουθήσουµε την γνωστή διαδικασία, γράφουµε

φ1(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos
kπ

l
x, ak =

2

l

∫ l

0
φ1(x) cos

kπ

l
xdx,

και

φ2(x) =
b0
2

+
∞∑
k=1

bk cos
kπ

l
x, bk =

2

l

∫ l

0
φ2(x) cos

kπ

l
xdx.

Θέλουµε να ισχύει το εξής

∞∑
k=0

uky(x, 0) = B0 +

∞∑
k=1

kπ

l
(Ak −Bk) cos

kπ

l
x =

a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos
kπ

l
x,
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και

∞∑
k=0

uky(x, l) = B0 +
∞∑
k=1

kπ

l
(Ake

kπ−Bke−kπ) cos
kπ

l
x =

b0
2

+
∞∑
k=1

bk cos
kπ

l
x,

άρα πρέπει

B0 =
a0

2
, Ak −Bk =

l

kπ
ak για k = 1, 2, ...,

B0 =
b0
2
, Ake

kπ −Bke−kπ =
l

kπ
bk, για k = 1, 2, ... .

Αρα αναγκαστικά

a0 = b0,

(είναι η συνθήκη (8.12)!), B0 = a0/2(= b0/2) και για k = 1, 2, ...

Ak =
l

kπ

ekπbk − ak
e2kπ − 1

, Bk =
l

kπ

ekπbk + 1− ak(1 + e2kπ)

e2kπ − 1
.

Συνεπώς η λύση του προβλήµατος (8.4), (8.9), (8.10) δίνεται από τον τύπο

u(x, y) = A0+
∞∑
k=1

( l

kπ

ekπbk − ak
e2kπ − 1

eky +
l

kπ

ekπbk + 1− ak(1 + e2kπ)

e2kπ − 1
e−ky

)
cos

kπ

l
x

όπουA0 τυχαία σταθερά (προφανώς υπό την προϋπόθεση ότι η σειρά συγκλίνει

µαζί µε τις παραγώγους δεύτερης τάξης ως προς x και y).

Ασκήσεις.

1. Με κατάλληλη αλλαγή µεταβλητών ανάγετε το πρόβληµα

∆u = f στο P = (a, b)2,

u
∣∣∣
∂P

= 0,

στο

∆u = f στο Π = (0, l)2,

u
∣∣∣
∂Π

= 0.

Εδω f κάποια συνάρτηση, ∂P σύνορο του χωρίου P , a < b.

2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος (8.4), (8.2), (8.3) µε l1 = l = π,

φ1 = sin x+ 2 sin 2x και φ2 = sin x.

3. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

uxx + uyy = 0 στο (0, π)2,

ux(0, y) = ux(π, y) = 0 για y ∈ [0, π],

u(x, 0) = cos x, u(x, π) = cos x για x ∈ [0, π].

4. Με κατάλληλη αλλαγή προσδιοριστέας συνάρτησης ανάγετε το πρόβληµα

uxx + uyy = 0 (x, y) ∈ (0, l1)× (0, l2),
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u(0, y) = h1(y), u(l1, y) = h2(y) για y ∈ [0, l2],

u(x, 0) = φ1(x), u(x, l2) = φ2(x) για x ∈ [0, l1],

µε

φ1(0) = φ2(0) = φ1(l1) = φ2(l1) = h1(0) = h2(0) = h1(l2) = h2(l2) = 0
στο πρόβληµα

vxx + vyy = f(x, y) (x, y) ∈ (0, l1)× (0, l2),

v(0, y) = v(l1, y) = 0 για y ∈ [0, l2],

v(x, 0) = v(x, l2) = 0 για x ∈ [0, l1].

Εδω φi, hi δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµες συναρτήσεις.

5. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

uxx + uyy = 0 στο (0, π)2,

u(0, y) = 0, u(π, y) = sin y για y ∈ [0, π],

u(x, 0) = u(x, π) = 0 για x ∈ [0, π].

6. Προσδιορίστε τη η λύση του προβλήµατος

uxx + uyy = cos 3x στο (0, π)2,

ux(0, y) = ux(π, y) = 0 για y ∈ [0, π],

uy(x, 0) = uy(x, π) = 0 για x ∈ [0, π].



΄Αλκης Τερσένοβ 59

§9. Μέθοδος Fourier σε πιο γενικές περιπτώσεις

Θα δούµε εδω µια πιο γενική περίπτωση εξισώσεων όπου µπορεί να εφαρ-

µοστεί η µέθοδος Fourier. Θα περιοριστούµε µε της συνοριακές συνθήκες

Dirichlet όµως το ίδιο ισχεί και για άλλες συνοριακές συνθήκες.

Ι. Θα ξεκινήσουµε µε εξισώσεις υπερβολικού τύπου:

(9.1) e(t)utt−a(x)uxx+b(t)ut−c(x)ux+d(t)u = 0 στο (−∞,+∞)× (0, l)

Εδω e(t) > 0 ∀t και a(x) > 0 στο [0, l]. Ψάχνουµε λύση της µορφής

u = T (t)X(x) 6≡ 0.

Αντικαθιστούµε στην εξίσωση (9.1) και διαιρώντας δια T (t)X(x) παίρνουµε

e(t)
T ′′(t)

T (t)
+ b(t)

T ′(t)

T (t)
+ d(t) = a(x)

X ′′(x)

X(x)
+ c(x)

X ′(x)

X(x)

για κάθε t και x, συνεπώς

e(t)
T ′′(t)

T (t)
+ b(t)

T ′(t)

T (t)
+ d(t) = a(x)

X ′′(x)

X(x)
+ c(x)

X ′(x)

X(x)
= −λ

όπου λ σταθερά, οι µεταβλητές χωρίσαν. ΄Αρα

(9.2) a(x)X ′′(x) + c(x)X ′(x) + λX(x) = 0,

(9.3) e(t)T ′′(t) + b(t)T ′(t) + (d(t) + λ)T (t) = 0.

Επίσης οι µεταβλητές χωρίζουν αν d = d(x), σε αυτή την περίπτωση οι (9.2),

(9.3) παίρνου τη µορφή

a(x)X ′′(x) + c(x)X ′(x) + (λ+ d(x))X(x) = 0,

e(t)T ′′(t) + b(t)T ′(t) + λT (t) = 0.

Η εξίσωση (9.1) (µε d = d(x) ή d = d(t)) είναι η πιο γενική µορφή (οµογε-

νούς) γραµµικής εξίσωσης υπερβολικού τύπου όπου µπορεί να εφαρµοστεί η

µέθοδος Fourier. Εµείς ϑα περιοριστούµε µε πιο απλή περίπτωση. Θεωρού-

µε το εξής πρόβληµα

(9.4) utt − uxx + βut + δu = 0 στο (−∞,+∞)× (0, l),

(9.5) u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για 0 < x < l,

(9.6) u(t, 0) = u(t, l) = 0 για |t| <∞
µε

φ(0) = φ(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0.

Εδω β, δ κάποιες σταθερές. Ψάχνοντας λύση της µορφής T (t)X(x) καταλή-

γουµε στο εξής

X ′′(x) + λX(x) = 0,

(9.7) T ′′(t) + βT ′(t) + (δ + λ)T (t) = 0.
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Προφανώς (ϐλ. §5. αυτού του κεφαλαίου) παίρνουµε

λk =
(kπ
l

)2
, k = 1, 2, ...

και

Xk(x) = sin
kπ

l
x.

Επίσης για λ = λk η (9.7) µας δίνει

(9.8) Tk(t) = Ak T1(t) +Bk T2(t),

όπου Ak, Bk αυθαίρετες σταθερές και T1, T2 Θεµελιώδες σύστηµα λύσεων

της (9.7). Συνεπώς οι συναρτήσεις

Tk(t)Xk(x) =
(
Ak T1(t) +Bk T2(t)

)
sin

kπ

l
x, k = 1, 2, ...

λύνουν την εξίσωση (9.4) και επαληθεύουν τις συνθήκες (9.5). Το ίδιο και η

σειρά

(9.9) u(t, x) =

∞∑
k=1

(
Ak T1(t) +Bk T2(t)

)
sin

kπ

l
x,

εφ΄ όσον συγκλίνει µαζί µε τις δεύτερες παραγώγους (αν την παραγωγίζουµε

όρο προς όρο). Πρέπει τώρα να ικανοποιήσουµε τις αρχικές συνθήκες (9.5).

Γράφουµε τις φ(x) και ψ(x) σε µορφή σειράς Fourier:

φ(x) =
∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x, ψ(x) =

∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x

όπου

ak =
2

l

∫ l

0
φ(x) sin

kπ

l
xdx, bk =

2

l

∫ l

0
ψ(x) sin

kπ

l
xdx.

Θεωρούµε την συνάρτηση (9.9). Επιλέγουµε τις σταθερές Ak και Bk µε τον

ακόλουθο τρόπο. ΄Εχουµε ότι

u(0, x) =

∞∑
k=1

(
Ak T1(0) +Bk T2(0)

)
sin

kπ

l
x,

από την άλλη ϑέλουµε

u(0, x) = φ(x) =

∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x,

συνεπώς παίρνουµε

(9.10) Ak T1(0) +Bk T2(0) = ak.

Επίσης

ut(0, x) =

∞∑
k=1

(
Ak T ′1 (0) +Bk T ′2 (0)

)
sin

kπ

l
x,
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από την άλλη ϑέλουµε

ut(0, x) = ψ(x) =

∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x,

συνεπώς παίρνουµε

(9.11) Ak T ′1 (0) +Bk T ′2 (0) = bk.

Αρα, η λύση είναι η (9.9) όπου οι Ak, Bk ορίζονται απο (9.10), (9.11).

Παρατήρηση 1. Η ορίζουσα του πίνακα(
T1(0) T2(0)
T ′1 (0) T ′2 (0)

)
ονοµάζεται Βρονσκιανή (ϐλ. το µάθηµα Σ∆Ε) και είναι διάφορη του µηδενός,

αρα το γραµµικό σύστηµα (9.10), (9.11) έχει πάντα µοναδική λύση.

Παράδειγµα 9.1. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

utt − uxx + 2ut + u = 0 (t, x) ∈ (−∞,∞)× (0, π),

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ∈ (−∞,∞),

u(0, x) = sin x, ut(0, x) = sin 3x, x ∈ (0, π).

Λύση. Εφαρµόζοντας την άνω διαδικασία παίρνουµε

λk = k2, Xk(x) = sin kx, k = 1, 2, ...

και

Tk(t) = e−t(Ak cos kt+Bk sin kt)

αφου το ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων της

T ′′(t) + 2T ′(t) + (1 + k2)T (t) = 0

είναι e−t cos kt, e−t sin kt. Συνεπώς για τον προσδιοριζµό των Ak και Bk
έχουµε

Ak = ak,

−Ak + kBk = bk

ήτοι

Ak = ak, Bk =
bk + ak
k

.

Λαµβάνοντας υπόψη ότι

a1 = 1, ak = 0 για k 6= 1, b3 = 1, bk = 0 για k 6= 3

έχουµε

A1 = 1, Ak = 0 για k 6= 1,

και

B1 = 1, B3 =
1

3
, Bk = 0 για τα υπόλοιπα k.

Η λύση του προβλήµατος είναι

u(t, x) = e−t
(
(cos t+ sin t) sinx+

1

3
sin 3t sin 3x

)
.
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ΙΙ. Εξισώσεις παραβολικού τύπου. Θεωρούµε τη εξίσωση

(9.12) e(t)ut − a(x)uxx − c(x)ux + d(t)u = 0 στο (0,+∞)× (0, l)

Εδω e(t) > 0 ∀t ≥ 0, a(x) > 0 στο [0, l]. ΄Οπως και πρίν ψάχνουµε λύση της

µορφής

u = T (t)X(x) 6≡ 0.

Αντικαθιστούµε στην εξίσωση (9.12) και διαιρώντας δια T (t)X(x) παίρνουµε

e(t)
T ′(t)

T (t)
+ d(t) = a(x)

X ′′(x)

X(x)
+ c(x)

X ′(x)

X(x)

για κάθε t και x συνεπώς

e(t)
T ′(t)

T (t)
+ d(t) = a(x)

X ′′(x)

X(x)
+ c(x)

X ′(x)

X(x)
= −λ

όπου λ σταθερά, οι µεταβλητές χωρίσαν. ΄Αρα

(9.13) a(x)X ′′(x) + c(x)X ′(x) + λX(x) = 0,

και

(9.14) e(t)T ′(t) + (d(t) + λ)T (t) = 0.

Επίσης οι µεταβλητές χωρίζουν αν d = d(x), σε αυτή την περίπτωση οι

(9.13), (9.14) παίρνου τη µορφή

a(x)X ′′(x) + c(x)X ′(x) + (λ+ d(x)) = 0,

e(t)T ′(t) + λT (t) = 0.

Η εξίσωση (9.12) (µε d = d(x) ή d = d(t)) είναι η πιο γενική µορφή (οµογε-

νούς) γραµµικής εξίσωσης παραβολικού τύπου όπου µπορεί να εφαρµοστεί η

µέθοδος Fourier. Εµείς και εδώ ϑα περιοριστούµε µε πιο απλή περίπτωση.

Θεωρούµε το εξής πρόβληµα

(9.15) ut − uxx + δu = 0 στο (0,+∞)× (0, l)

(9.16) u(0, x) = φ(x), για 0 < x < l

(9.17) u(t, 0) = u(t, l) = 0 για |t| <∞
µε

φ(0) = φ(l) = 0.

Εδω δ µια σταθερά. Ψάχνοντας λύση της µορφής T (t)X(x) καταλήγουµε στο

εξής

X ′′(x) + λX(x) = 0,

(9.18) T ′(t) + (δ + λ)T (t) = 0.

΄Εχουµε

λk =
(kπ
l

)2
και Xk(x) = sin

kπ

l
x k = 1, 2, ... .

Επίσης για λ = λk η (9.18) µας δίνει

Tk(t) = Ake
−(δ+λk)t,
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όπου Ak αυθαίρετη. Συνεπώς οι συναρτήσεις

Tk(t)Xk(x) = Ake
−(δ+λk)t sin

kπ

l
x, k = 1, 2, ...

λύνουν την εξίσωση (9.15) και επαληθεύουν τις συνθήκες (9.17). Το ίδιο και

η σειρά

(9.19) u(t, x) =
∞∑
k=1

Ake
−(δ+λk)t sin

kπ

l
x,

εφ΄ όσον συγκλίνει µαζί µε τις δεύτερες παραγώγους (αν την παραγωγίζουµε

όρο προς όρο). Πρέπει τώρα να ικανοποιήσουµε την αρχική συνθήκη (9.16).

Γράφουµε την φ(x) σε µορφή σειράς Fourier:

φ(x) =
∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x.

Θεωρούµε την συνάρτηση (9.19) και επιλέγουµε τις σταθερές Ak ε.ω.

u(0, x) =
∞∑
k=1

Ak sin
kπ

l
x = φ(x) =

∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x.

∆ηλαδή

Ak = ak.

Αρα, η λύση είναι

u(t, x) =

∞∑
k=1

ake
−(δ+λk)t sin

kπ

l
x.

Παράδειγµα 9.2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − uxx + u = 0 (t, x) ∈ (0,∞)× (0, π),

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t > 0,

u(0, x) = 3 sin 2x, x ∈ (0, π).

Λύση. Εφαρµόζοντας την άνω διαδικασία παίρνουµε λk = k2
,

Xk(x) = sin kx,

Tk(t) = Ake
−(1+k2)t

και

a2 = 3, ak = 0 για k 6= 2.

Συνεπώς η λύση του προβλήµατος είναι

u(t, x) = 3e−5t sin 2x.

ΙΙΙ. Εξισώσεις ελλειπτικού τύπου. Θεωρούµε την εξίσωση

a(x)uxx+b1(y)uyy+c(x)ux+d1(y)uy+e(y)u = 0 στο (x, y) ∈ (0, l)×(0, l1).



64 Εισαγωγή στις διαφορικές εξισώσεις

Εδω a(x) > 0, b1(y) > 0 στο [0, l], [0, l1] αντίστοιχα. Χωρίς να ϐλάψουµε τη

γενικότητα µπορούµε να πάρουµε l1 = π. Πράγµατι, εισάγουµε καινούργιες

µεταβλητές

η =
π

l1
y.

Προφανώς αν (x, y) ∈ (0, l)× (0, l1), τότε (x, η) ∈ (0, l)× (0, π). Επίσης για

ũ(x, η) = u(x, y)

έχουµε (κανόνας της αλυσίδας)

ux = ũx, uxx = ũxx,

uy = ũη
π

l1
, uyy = ũηη

( π
l1

)2
.

Συνεπώς

a(x)ũxx + b(η)ũηη + c(x)ũx + d(η)ũη + e(η)ũ = 0 στο (x, y) ∈ (0, l)× (0, π).

Αρα (χρησιµοποιώντας τα σύµβολα u, y αντι ũ, η) έχουµε την εξίσωση

(9.20) a(x)uxx + b(y)uyy + c(x)ux + d(y)uy + e(y)u = 0 στο (0, l)× (0, π).

Ψάχνουµε λύση σε µορφή

u(x, y) = X(x)Y (y) 6≡ 0.

Αντικαθιστούµε στην εξίσωση (9.20) και διαιρώντας δια X(x)Y (y) παίρνουµε

a(x)
X ′′(x)

X(x)
+ c(x)

X ′(x)

X(x)
= −b(y)

Y ′′(y)

Y (y)
− d(y)

Y ′(y)

Y (y)
− e(y)

για κάθε x και y συνεπώς

a(x)
X ′′(x)

X(x)
+ c(x)

X ′(x)

X(x)
= −b(y)

Y ′′(y)

Y (y)
− d(y)

Y ′(y)

Y (y)
− e(y) = −λ

και

a(x)X ′′(x) + c(x)X ′(x) + λX(x) = 0,

b(y)Y ′′(y) + d(y)Y ′(y) + (e(y)− λ)Y (y) = 0.

Επίσης οι µεταβλητές χωρίζουν αν d = d(x), σε αυτή την περίπτωση ϑα έχουµε

a(x)X ′′(x) + c(x)X ′(x) + (e(x) + λ)X(x) = 0,

b(y)Y ′′(y) + d(y)Y ′(y)− λY (y) = 0.

Η εξίσωση (9.20) (µε e = e(x) ή e = e(y)) είναι η πιο γενική µορφή (οµο-

γενούς) γραµµικής εξίσωσης ελλειπτικού τύπου όπου µπορεί να εφαρµοστεί η

µέθοδος Fourier. Εµείς ϑα περιοριστούµε µε πιο απλή περίπτωση. Θεωρού-

µε το εξής πρόβληµα

(9.21) uxx + αuyy + γuy + δu = 0 στο (x, y) ∈ (0, l)× (0, π).

(9.22) u(x, 0) = φ(x), u(x, π) = ψ(x) για 0 < x < l

(9.23) u(0, y) = u(l, y) = 0 για y ∈ (0, π)
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µε

φ(0) = φ(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0.

Εδω α > 0, γ και δ κάποιες σταθερές.

Ψάχνοντας λύση της µορφής T (t)X(x) καταλήγουµε στο εξής

X ′′(x) + λX(x) = 0,

(9.24) Y ′′(y) +
γ

α
Y ′(y) +

δ − λ
α

Y (y) = 0.

΄Αρα έχουµε

λk =
(kπ
l

)2
και Xk(x) = sin

kπ

l
x, k = 1, 2, ... .

Επίσης για λ = λk η (9.24) µας δίνει

(9.25) Yk(t) = Ak Y1(y) +Bk Y2(y),

όπου Ak, Bk αυθαίρετες σταθερές και Y1, Y2 ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων

της (9.25). Συνεπώς οι συναρτήσεις

Yk(y)Xk(x) =
(
Ak Y1(y) +Bk Y2(y)

)
sin

kπ

l
x, k = 1, 2, ...

λύνουν την εξίσωση (9.21) και επαληθεύουν τις συνθήκες (9.23). Το ίδιο και

η σειρά

(9.26) u(x, y) =
∞∑
k=1

(
Ak Y1(y) +Bk Y2(y)

)
sin

kπ

l
x,

εφ΄ όσον συγκλίνει µαζί µε τις δεύτερες παραγώγους (αν την παραγωγίζουµε ό-

ϱο προς όρο). Πρέπει τώρα να ικανοποιήσουµε τις συνθήκες (9.22). Γράφουµε

τις φ(x) και ψ(x) σε µορφή σειράς Fourier:

φ(x) =
∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x, ψ(x) =

∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x.

Επιλέγουµε τις σταθερές Ak και Bk µε τον ακόλουθο τρόπο:

u(x, 0) =
∞∑
k=1

Yk(0) sin
kπ

l
x = φ(x) =

∞∑
k=1

ak sin
kπ

l
x, ,

συνεπώς παίρνουµε

(9.27) Ak Y1(0) +Bk Y2(0) = ak.

Επίσης

u(x, π) =

∞∑
k=1

Yk(π) sin
kπ

l
x = ψ(x) =

∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x,

άρα

(9.28) Ak Y1(π) +Bk Y2(π) = bk.

Αρα, η λύση είναι η (9.26) όπου οι Ak, Bk ορίζονται απο (9.27), (9.28).
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Παρατήρηση 2. Η ορίζουσα του πίνακα(
Y1(0) Y2(0)
Y1(π) Y2(π)

)
είναι διάφορη του µηδενός αφου οι Y1, Y2 είναι γραµµικώς ανεξάρτητες.

Παράδειγµα 9.3. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

uxx + 4uyy − 4uy + u = 0 (x, y) ∈ (0, π)2,

u(x, 0) = sinx, u(x, π) = 0, y ∈ (0, π),

u(0, y) = u(π, y) = 0, x ∈ (0, π).

Λύση. Εφαρµόζοντας την άνω διαδικασία παίρνουµε

Xk(x) = sin kx

και

Yk(y) = Ake
1+k
2
y +Bke

1−k
2
y

αφου το ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων της

Y ′′(y)− Y ′(y) +
1− k2

4
Y (y) = 0

είναι e
1+k
2
y, e

1−k
2
y
. Συνεπώς για τον προσδιοριζµό των Ak και Bk έχουµε

Ak +Bk = ak,

Ake
1+k
2
π +Bke

1−k
2
π = bk.

Λαµβάνοντας υπόψη ότι

a1 = 1, ak = 0 για k 6= 1, bk = 0 ∀k
παίρνουµε

A1 +B1 = 1, Ak +Bk = 0 για k = 2, 3... ,

Ak = −Bke−kπ

ήτοι

A1 = − e−π

1− e−π
, B1 =

1

1− e−π
,

Ak = Bk = 0 για k = 2, 3... .

Η λύση του προβλήµατος είναι

u(x, y) =
( e−π

e−π − 1
ey − 1

e−π − 1

)
sinx =

ey−π − 1

e−π − 1
sinx.

Ασκήσεις.

1. Με κατάλληλη αλλαγή µεταβλητής x→ ξ (ξ = h(x)) ανάγετε το πρόβλη-

µα

e(t)utt − a(x)uxx + b(t)ut − c(x)ux + d(t)u = 0 στο (−∞,+∞)× (l1, l2)

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) για l1 < x < l2
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u(t, l1) = u(t, l2) = 0 για |t| <∞
µε τυχαία l1, l2 (l1 < l2), σε πρόβληµα

e(t)utt − ã(ξ)uξξ + b(t)ut − c̃(ξ)uξ + d(t)u = 0 στο (−∞,+∞)× (0, π)

u(0, ξ) = φ̃(ξ), ut(0, ξ) = ψ̃(ξ) για 0 < ξ < π

u(t, 0) = u(t, π) = 0 για |t| <∞
2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut − 2uxx + u = sin 2x (t, x) ∈ (0,∞)× (0, π),

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ∈ (−∞,∞),

u(0, x) = sin 3x, x ∈ (0, π).

3. Ανάγετε το πρόβληµα

uxx + uyy = 0 στο (x, y) ∈ (0, 2π)× (c, d)

u(x, c) = φ(x), u(x, d) = 0 για 0 ≤ x ≤ 2π

u(0, y) = u(2π, y) = 0 για c ≤ y ≤ d
σε πρόβληµα

αuξξ + βuηη = 0 στο (ξ, η) ∈ (0, π)2

u(ξ, 0) = φ̃(ξ), u(ξ, π) = 0 για 0 ≤ ξ ≤ π
u(0, η) = u(π, η) = 0 για 0 ≤ η ≤ π

και έπειτα προσδιορίστε τη λύση (του αρχικού προβλήµατος) για φ(x) = sin x
2 .
















