
Πρόχειρες σηµειώσεις διαλέξεων

1η Εβδοµάδα, 1η ∆ιάλεξη

Εισαγωγή.

΄Οπως γνωρίζεται από το εισαγωγικό µάθηµα, το πρόβληµα της πτώσης ενός

υλικού σηµείο το οποίο επιταχύνει υπό την επίδραση της ϐαρύτητας g και

επιβραδύνει λόγω ατµοσφαιρικής τριβής −ks′2(x) περιγράφεται από το εξής

πρόβληµα Cauchy:

d2s

dx2
= g − k

( ds
dx

)2 (
ή s′′ = g − k(s′)2

)
,

s(0) = 0, s′(0) = 0.

Εδώ s(x) είναι η απόσταση από το αρχικό σηµείο τη χρονική στιγµή x, συνε-
πώς s′(x) είναι η ταχύτητα και s′′(x) η επιτάχυνση.

Για την ταχύτητα y(x) = s′(x) το ανώ πρόβληµα παίρνει τη µορφή:

(1)
dy

dx
= g − ky2 µε αρχική συνθήκη y(0) = 0.

Προφανώς έχουµε εξίσωση µε χωριζόµενες µεταβλητές

1 =
1

g − ky2
dy

dx
⇔ 1 =

y′

g − ky2

και ολοκληρώνουµε απο το 0 εως x (αφού y(0) = 0)∫ x

0
1 dτ =

∫ x

0

y′

g − ky2
dτ =

∫ y

0

dξ

g − kξ2
.

Προφανώς

∫ x
0 1 dτ = x και∫ y

0

dξ

g − kξ2
=

1

2
√
g

∫ y

0

( 1
√
g +
√
kξ

+
1

√
g −
√
kξ

)
dξ =

1

2
√
gk

ln
|√g +

√
ky|

|√g −
√
ky|

.

Αν υποθέσουµε οτι

0 ≤ y <
√
g/k για 0 ≤ t < +∞

(αυτό ϑα το αποδείξουµε αυστηρά) καταλήγουµε στη σχέση

2
√
gkx = ln

√
g +
√
ky

√
g −
√
ky

ή e2
√
gkx =

√
g +
√
ky

√
g −
√
ky
.

Συνεπώς

(2) y(x) =

√
g
√
k

e2
√
gkx − 1

e2
√
gkx + 1

,

Στις περισσότερες περιπτώσεις όµως δεν είναι δυνατόν να ϐρεθεί η λύση σε

«κλειστή µορφή» δηλαδή σε µορφή µιας συγκεκριµένης συνάρτησης ή σύνθε-

σης συναρτήσεων που λύνει το πρόβληµα. Ακόµα και στο παράδειγµα που

µας οδήγησε στο πρόβληµα (1), αν ϑα πάρουµε τις σταθερές k και g να είναι
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συναρτήσεις του αρχικού ύψους h (που προφανώς είναι), τότε δεν ϑα µπορέ-

σουµε να ϐρούµε τη λύση σε κλειστή µορφή. Η επιτάχυνση ϐαρύτητας σε ένα

ύψος h πάνω απο την επιφάνεια της Γης ισούται µε

gh =
R2

(h+R)2
g όπου R− ακτίνα της Γης,

στην επιφάνεια της Γης h = 0 και η επιτάχυνση ισούται µε g. ΄Οσο πιο

χαµηλά ϐρίσκεται το αντικείµενο τόσο η αντίσταση της ατµόσφαιρας µεγαλώνει

λόγω αυξησης της πυκνότητας, άρα k ειναι συνάρτηση του ύψους στο οποίο

ϐρίσκεται το αντικείµενο. Προφανώς τη χρονική στιγµή x το κέντρο µάζας

του αντικειµένου ϐρίσκεται στο ύψος h− s(x). Λαµβάνοντας υπόψη αυτές τις

παρατηρήσεις, το πρόβληµα (1) παίρνει την ακόλουθη µορφή

(3)
dy

dx
= g̃(x)− k̃(x)y2, y(0) = 0

όπου

g̃(x) =
R2

(h− s(x) +R)2
g και k̃(x) = k(h− s(x)).

Προφανώς και οι δύο διορθώσεις ϐελτιώνουν την ακρίβεια της περιγραφής του

ϕαινοµένου, όµως δεν µπορούµε να ϐρούµε την λύση του προβλήµατος (3).

΄Οταν δεν µπορούµε να λύσουµε ένα πρόβληµα Cauchy σε κλειστή µορφή,

τίθεται ένα εύλογο ερώτηµα αν η λύση αυτού του προβλήµατος υπάρχει.

Μερικές ϕορές η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών υπάρχει παντού

δηλαδή για όλες τιµές της µεταβλητής ενώ µερικές ϕορές όχι, η λύση του

προβλήµατος

dy

dx
= y, y(0) = 1

είναι η συνάρτηση y(x) = ex η οποία ορίζεται για όλα τα x, ενώ η λύση του

προβλήµατος

(4)
dy

dx
= y2, y(0) = 1,

είναι η συνάρτηση

y(x) = (1− x)−1

και υπάρχει µόνο για x < 1. Μπορούµε να κατασκευάσουµε παράδειγµα

όπου η λύση ϑα υπάρχει µόνο σε ένα διάστηµα (x0 − ε, x0 + ε) γύρω από το

σηµείο x0, ή να µην υπάρχει καθόλου. ΄Εχουµε εδώ ενα εύλογο ερώτηµα:

πότε συµβαίνει το ένα και πότε το άλλο και γιατί ; Μπορεί να πει κανείς ότι

αυτό οφείλεται στην µη γραµµικότητηα του (4). Εν µέρη αυτό είναι σωστό,

όµως µόνο εν µέρει διότι η λύση του προβλήµατος

(5)
dy

dx
= 1− y2, y(0) = 0,

υπάρχει για όλα τα x, και η εξίσωση έχει ίδια µη γραµµικότητα. Προφανώς η

λύση του (5) είναι (ϐλ. (2) )

y(x) =
e2x − 1

e2x − 1
.
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Επίσης είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε αν η λύση του προβλήµατος είναι

µοναδική. Π.χ. το πρόβληµα

dy

dx
=
√
y, y(0) = 0,

έχει τουλάχιστον δύο λύσεις, την

y(x) =

{
x2/4, για x ≥ 0
0, για x < 0

και την y(x) ≡ 0. Θα δείξουµε οτι το προβληµα αυτό έχει άπειρες λύσεις. Η

µοναδικότητα παραβιάζεται. ΄Αρα πρέπει να ξέρουµε υπό ποιές προϋποθέσεις

η λύση είναι µοναδική.

Τις απαντήσεις σε αυτά τα ερωτήµατα ϑα τις δώσουµε στις επόµενες διαλέ-

ξεις.

Βοηθητικές έννοιες και εργαλεία

Θεωρούµε µια διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης

(0.1) y′ = f(x, y), x ∈ (c, d)
(
ή
dy

dx
= f(x, y), x ∈ (c, d)

)
.

Πρόβληµα Cauchy (ή πρόβληµα αρχικών τιµών):

Να ϐρεθεί η λύση y(x) της εξίσωσης (0.1) η οποία στο σηµείο x0 ∈ (c, d)
παίρνει δοσµένη εκ των προτέρων τιµή y0, δηλαδή

(0.2) y(x0) = y0,

η συνθήκη (0.2) όπως ϑυµάστε ονοµάζεται αρχική συνθήκη.

Για να αποδείξουµε οτι η λύση του προβλήµατος (0.1), (0.2) υπάρχει ϑα

χρειαστούµε µερικά εργαλία από την Ανάληση τα οποία για την διευκόλυνση

της ανάγνωσης ϑα τα αναφέρουµε.

Ορισµός. Λέµε ότι η ακολουθία συναρτήσεων {φn(x)}∞n=0 ορισµένων σε ενα

διάστηµα I ⊂ R συγκλίνει οµοιόµορφα στο I στην συνάρτηση φ(x) αν για κάθε

ε > 0 υπάρχει ϕυσικός αριθµός n(ε) (που δεν εξαρτάται απο την επιλογή του

x ∈ I ) τ.ω.

|φn(x)− φ(x)| ≤ ε ∀n > n(ε) και ∀x ∈ I.
Για παράδειγµα η ακολουθία φn(x) = xn δεν συγκλίνει οµοιόµορφα στο

διάστηµα [0, 1], ενώ στο διάστηµα [0, 1− δ] ∀δ ∈ (0, 1) συγκλίνει οµοιόµορφα

στην φ(x) ≡ 0.

Κριτήριο Cauchy. Η ακολουθία συναρτήσεων {φn(x)}∞n=0 ορισµένων σε

ενα διάστηµα I ⊂ R είναι οµοιόµορφα συγκλίνουσα στο I αν και µόνο αν για

κάθε ε > 0 υπάρχει ϕυσικός αριθµός n(ε) (που δεν εξαρτάται απο την επιλογή

του x ∈ I ) τ.ω.

|φn(x)− φm(x)| ≤ ε ∀n,m > n(ε) και ∀x ∈ I.

Θεώρηµα 0.1. Αν η ακολουθία συνεχών συναρτήσεων συγκλίνει οµοιόµορ-

ϕα, τότε το όριο είναι συνεχής συνάρτηση.

Το Θεώρηµα αυτό δεν ισχύει αν η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη. Πράγ-

µατι η ακολουθία συνεχών στο [0, 2] συναρτήσεων

φn(x) =

{
xn, για x ∈ [0, 1)
1, για x ∈ [1, 2]
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συγκλίνει κατα σηµείο (οχι οµως οµοιόµορφα) στην συνάρτηση

φ(x) =

{
0, για x ∈ [0, 1)
1, για x ∈ [1, 2]

η οποία είναι ασυνεχής στο σηµείο x = 1.

Ορισµός. Λέµε ότι η συναρτησιακή σειρά

∞∑
i=0

ηi(x), x ∈ I

συγκλίνει οµοιόµορφα στο I αν συγκλίνει οµοιόµορφα η ακολουθία των µερικών

αθροισµάτων αυτης της σειράς. ∆ηλαδή αν συγκλίνει οµοιόµορφα η ακολουθία

Sn(x) =
n∑

i=0

ηi(x).

Είναι αυτονόητο οτι οι συναρτήσεις ηi ϑεωρούνται ορισµένες στο I.

Κριτήριο Weierstrass. ΄Εστω ότι η αριθµητική σειρά

∞∑
i=0

ai, ai ≥ 0

συγκλίνει, και έστω οτι

|ηi(x)| ≤ ai, ∀x ∈ I, i = 0, 1, 2, ... .

Τότε η σειρά

∞∑
i=0

ηi(x)

συγκλίνει οµοιόµορφα και απόλυτα στο I.

Ο τελευταίος ορισµός που ϑα µας χρειαστεί :

Ορισµός. Λέµε ότι η f(x, y) ικανοποιεί την συνθήκη τουLipschitz (ή αλλιώς

είναι Lipschitz συνεχής) ως προς y σε ένα χωρίο Ω ⊂ R2
αν υπάρχει µια

σταθερά K > 0 τ.ω.

|f(x, y2)− f(x, y1)| ≤ K|y2 − y1|, ∀(x, y1), (x, y2) ∈ Ω.

Το χωρίο Ω δεν είναι απαραίτητα ϕραγµένο.

Ας δόσουµε µερικά παραδείγµατα τέτοιων συναρτήσεων που ϑα µας χρεια-

στούν στη συνέχεια.

1. Η συνάρτηση

f(x, y) = a(x)y + b(x)

µε ϕραγµένη συνάρτηση a(x) επαληθευει τη συνθήκη του Lipschitz (ως προς

y) για κάθε x ∈ I και για κάθε |y| <∞. Πράγµατι εδώ

|f(x, y2)− f(x, y1)| = |a(x)y2 − a(x)y1| ≤ K|y2 − y1|

µε K = supI |a(x)|.
2. Η συνάρτηση

f(x, y) = sin y (ή cos y)
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είναι Lipschitz συνεχής για κάθε |y| <∞ µε K = 1. Πράγµατι, σύµφωνα µε

το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής ∃ξ ∈ [y1, y2] τ.ω.

|f(x, y2)− f(x, y1)| = | sin y2 − sin y1| = | cos ξ||y2 − y1| ≤ |y2 − y1|.
3. Οι συναρτήσεις

f(x, y) = y2 και f(x, y) = 1− y2

επαληθεύουν τη συνθήκη του Lipschitz για κάθε |y| < l µε K = 2l. Πράγ-

µατι,

|f(x, y2)− f(x, y1)| = |y2 + y1||y2 − y1| ≤ 2l|y2 − y1|.
Παρατηρούµε ότι εδώ η σταθερά K εξαρτάται από το µέγεθος του χωρίου

ως προς το y, δηλαδή αν το χωρίο δεν είναι ϕραγµένο ως προς y τότε οι

συναρτήσεις αυτές δεν ικανοποιούν την συνθήκη του Lipschitz. Πράγµατι,

για οποιαδήποτε σταθεράK < +∞ επιλέγουµε y2, y1 έτσι ώστε |y2 +y1| > K,

τότε προφανώς

|f(x, y2)− f(x, y1)| = |y2 + y1||y2 − y1| > K|y2 − y1|.
4. Η συνάρτηση

f(x, y) = y1/3

δεν επαληθεύει τη συνθήκη του Lipschitz σε οποιοδήποτε διάστηµα που πε-

ϱιέχει το y = 0. Πράγµατι, ∃ξ ∈ [y1, y2] τ.ω.

|f(x, y2)− f(x, y1)| = |y1/32 − y1/31 | =
1

3
|ξ|−2/3|y2 − y1|

(εδώ πάλι χρησιµοποιήσαµε το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής). Προφανώς |ξ|−2/3
τείνει στο άπειρο καθώς ξ τείνει στο µηδέν.

5. Η συνάρτηση

f(x, y) = x+ α|y|, α− σταθερά

είναι Lipschitz συνεχής (ως προς y) για κάθε y ∈ (−∞,∞) µε K = |α| αφού

|f(x, y2)− f(x, y1)| ≤ |α||y2 − y1|.
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1η Εβδοµάδα, 2η ∆ιάλεξη

΄Υπαρξη και µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος Cauchy (µέθοδος

διαδοχικών προσεγγίσεων

Το χωρίο στο οπίο ϑα µελετάµε το πρόβληµα (0.1), (0.2) ϑα πάρουµε να

είναι παραλληλόγραµµο

P = {(x, y) : x ∈ (a, b), y ∈ (y0 − Y0, y0 + Y0)}.
Επειδή εξ αρχής δεν ξέρουµε που ”Ϲει” η y, παίρνοµε ένα αυθαίρετο Y0 > 0.

Θεώρηµα 1.1. (Picard) ΄Εστω οτι η συνάρτηση f(x, y) είναι συνεχής ως

προς x και Lipschitz συνεχής ως προς y στο P. Τότε για κάθε (x0, y0) ∈ P
υπάρχει ένα h > 0 τετόιο ώστε στο διάστηµα [x0 − h, x0 + h] υπάρχει µια και

µοναδική λύση του προβλήµατος Cauchy (0.1), (0.2).

Απόδειξη (µέθοδος των διαδοχικών προσεγγίσεων).

Α.) ΄Υπαρξη της λύσης. Η απόδειξη της ύπαρξης ϑα πραγµατοποιηθεί σε

τρία ϐήµατα.

1. Αναγωγή σε ολοκληρωτική εξίσωση. Αν υποθέσουµε ότι η λύση υπάρχει,

τότε ολοκληρώνοντας την ταυτότητα

y′(ξ) ≡ f(ξ, y(ξ))

από το x0 έως το x, (λαµβάνοντας υπόψη ότι y(x0) = y0) ϑα πάρουµε

(1.1) y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, y(ξ))dξ.

Η σχέση (1.1) ονοµάζεται ολοκληρωτική εξίσωση. Σηµειώνουµε ότι το x στη

(1.1) µπορεί να είναι µεγαλύτερο και µικρότερο του x0. Αφού η y(x), ως λύση

της (0.1), είναι παραγωγίσιµη και εποµένως συνεχής, έχουµε ότι συνεχής είναι

και η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση f(x, y(x)) και συνεπώς το ολοκλήρωµα

στην (1.1) έχει νόηµα. ΄Αρα οποιαδήποτε λύση του προβλήµατος (0.1), (0.2)

αποτελεί την λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης (1.1).

Επίσης οποιαδήποτε συνεχής λύση της (1.1) ικανοποιεί την (0.1). Αυτό

αµέσως προκύπτει από την (1.1) µετά την παραγώγιση και των δυο µελών της.

Η πράξη της παραγώγισης µπορεί να εφαρµοστεί επειδή υπό ολοκλήρωση

συνάρτηση είναι συνεχής (ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων) και συνεπώς το

δεξί µέλος είναι παραγωγίσιµο ως προς x. ΄Αρα την παράγωγο ως προς x έχει

και το αριστερό µέλος της (1.1), δηλαδή η y(x). Η σχέση y(x0) = y0 προκύπτει

άµεσα ϑεωρόντας την (1.1) στο x = x0. Εποµένως οι (0.1), (0.2) και (1.1) είναι

ισοδύναµες.

Θα αποδείξουµε ότι η (1.1) έχει µια και µοναδική λύση και ως συνέπεια ϑα

έχουµε την ύπαρξη και µοναδικότητα για το πρόβληµα αρχικών τιµών (0.1),

(0.2).

2. Κατασκευή διαδοχικών προσεγγίσεων.

΄Εστω A(x0, y0) ∈ P (ϐλ. σχήµα 1α) και έστω

M = max
(x,y)∈P

|f(x, y)|.

Σχεδιάζουµε δυο ευθείες L1 και L2 που περνάν από το σηµείο (x0, y0) και

έχουν κλίσεις ±M αντίστοιχα. ∆ηλαδή έχουν τη µορφή

y = Mx+ (y0 −Mx0) και y = −Mx+ (y0 +Mx0).
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Σχεδιάζουµε επίσης δυο ευθείες x = x0 − h και x = x0 + h. Επιλέγουµε το

h > 0 έτσι ώστε και τα δυο τρίγωνα ADB και AEC να ανήκουν στο P και

(1.2) 2hK < 1.

Εδώ

D = {x = x0 − h} ∩ L2, B = {x = x0 − h} ∩ L1,

E = {x = x0 + h} ∩ L2, C = {x = x0 + h} ∩ L1.
Προφανώς (x0 − h, x0 + h) ⊂ (a, b). Θα διαλέξουµε µια αυθαίρετη συνεχής

συνάρτηση φ0(x) το γράφηµα της οποιας στο διάστηµα [x0−h, x0 +h] ανήκει
εξολοκλήρου στα τρίγωνα ADB και AEC και φ0(x0) = y0. Αντικαθιστούµε

την y(ξ) µε την φ0(ξ) στο δεξί µέρος της (1.1). Είναι προφανές ότι µετά την

αντικατάσταση το δεξί µέρος της (1.1) ϑα είναι συνεχής συνάρτηση του x και

στο σηµείο x = x0 παίρνει την τιµή y0. Θα την συµβολίσουµε µε

φ1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, φ0(ξ))dξ.

Είναι εύκολο να αποδειχτεί ότι το γράφηµα της φ1(x) δεν ϐγαίνει έξω από τα

τρίγωνα ADB και AEC. Πράγµατι, |f(ξ, φ0(ξ))| ≤M , αφού το γράφηµα της

φ0(ξ) ∈ P και εποµένως από την προηγούµενη σχέση προκύπτει οτι

|φ1(x)− y0| ≤
∣∣∣ ∫ x

x0

|f(ξ, φ0(ξ))|dξ
∣∣∣ ≤M |x− x0|

(ϑυµίζουµε οτι το x µπορεί να είναι µικρότερο του x0 και για αυτό ϐάζουµε

απόλυτη τιµή στο ολοκλήρωµα). Θέτουµε

φ2(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, φ1(ξ))dξ.

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της φ1(x) είναι εύκολο να αποδείξει κανείς ότι

η φ2(x) έχει ακριβώς τις ίδιες ιδιότητες µε την φ1(x). Συνεχίζοντας αυτή τη

διαδικασία ϑα πάρουµε µια ακολουθία συναρτήσεων της µορφής :

φ3(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, φ2(ξ))dξ.

· · ·

(1.3) φn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, φn−1(ξ))dξ.

· · ·
Οι συναρτήσεις

φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x), ...

ονοµάζονται διαδοχικές προσεγγίσεις της λύσης. ΄Ετσι καταλήγουµε σε µια

άπειρη ακολουθία συναρτήσεων

(1.4) φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x), ...

µε φi(x0) = y0 (∀i), τα γραφήµατα των οποίων ϐρίσκονται στα τρίγωνα ADB
και AEC.

3. Πέρασµα στο όριο n→ +∞.
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Θα δείξουµε τώρα ότι η ακολουθία (1.4) συγκλίνει οµοιόµορφα (καθώς

n → ∞) σε µια συνεχής συνάρτηση φ(x), που είναι η λύση της (1.1). Εί-

ναι προφανές ότι

φn(x) = φ0(x) + [φ1(x)− φ0(x)] + · · ·+ [φn(x)− φn−1(x)].

Εποµένως για να αποδείξουµε ότι η (1.4) συγκλίνει οµοιόµορφα αρκεί να

δείξουµε ότι συγκλίνει οµοιόµορφα η σειρά

φ0(x) + [φ1(x)− φ0(x)] + [φ2(x)− φ1(x)] · · ·+ [φn(x)− φn−1(x)] + · · ·

δηλαδή η

(1.5)
∞∑
i=0

ηi(x),

µε

η0(x) = φ0(x), ηi(x) = φi(x)− φi−1(x), i = 1, 2, . . . .

Προφανώς τα µερικά αθροίσµατα της σειράς αυτής είναι οι συναρτήσεις της

ακολουθίας (1.4)

φn(x) =
n∑

i=0

ηi(x).

Θα εκτιµήσουµε τους όρους της σειράς, έχουµε

|ηn+1(x)| = |φn+1(x)− φn(x)| =
∣∣∣ ∫ x

x0

[f(ξ, φn(ξ))− f(ξ, φn−1(ξ))]dξ
∣∣∣ ≤

≤ K
∣∣∣ ∫ x

x0

|φn(ξ)− φn−1(ξ)|dξ
∣∣∣ ≤ K ∫ x0+h

x0−h
|φn(ξ)− φn−1(ξ)|dξ

K max
x0−h≤x0+h

|φn(x)− φn−1(x)| 2h = 2hK max
x0−h≤x≤x0+h

|ηn(x)|.

Η σταθεράK παραµένει ίδια επειδή όλες οι συναρτήσεις φn(x) ϐρίσκονται στο

ίδιο χωρίο, αν το χωρίο ϑα άλλαζε τότε και η σταθερά K µπορεί να άλλαζε.

΄Εστω |φ0(x)| ≤ L, |φ1(x)| ≤ L και ορίζουµε

m = 2hK

και έχουµε

max
x0−h≤x≤x0+h

|ηn+1(x)| ≤ m max
x0−h≤x≤x0+h

|ηn(x)|.

Προφανώς η απόλυτη τιµή των µελών της (1.5) δεν υπερβαίνει τα αντίστοιχα

µέλη της σειράς

L+ 2L+ 2Lm+ 2Lm2 + · · ·+ 2Lmn + · · ·

η οποία είναι συγκλίνουσα όταν m < 1 και ισούται µε

L+
2L

1−m
.

Ας ϑυµηθούµε οτι το διάστηµα [x0−h, x0+h] το επιλέξαµε ετσι ώστε 2hK < 1,
άρα (κριτήριοWeierstrass) η σειρά (1.5) οµοιόµορφα συγκλίνει και το άθροι-

σµα αυτής της σειράς, δηλαδή η φ(x) είναι συνεχής συνάρτηση στο [a, b] η ο-

ποια διαθέτει όλες τις ιδιότητες που έχουν οι φn(x), n = 0, 1, 2, ... . Εποµένως
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το ολοκλήρωµα

∫ x
x0
f(ξ, φ(ξ))dξ έχει νόηµα. Επειδή∣∣∣ ∫ x

x0

[f(ξ, φ(ξ))−f(ξ, φn−1(ξ))]dξ
∣∣∣ ≤ K∣∣∣ ∫ x

x0

|φ(ξ)−φn−1(ξ)|dξ
∣∣∣→ 0, n→∞

µπορούµε να περάσουµε στο όριο όταν n→∞ στη σχέση (1.3) και εποµένως

η φ(x) ικανοποιεί την (1.1).

Αποδείξαµε την ύπαρξη της λύσης.

Β.) Μοναδικότητα. Για να αποδείξουµε την µοναδικότητα της λύσης ϑα

υποθέσουµε το αντίθετο. ΄Εστω οτι υπάρχει η λύση φ(x) και καποια άλλη

λύση v(x). Τότε

φ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, φ(ξ))dξ

και

v(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, v(ξ))dξ.

Εποµένως

|φ(x)− v(x)| = |
∫ x

x0

[f(ξ, φ(ξ))− f(ξ, v(ξ))]dξ|

≤ 2hK max
x∈[x0−h,x0+h]

|φ(x)− v(x)|

΄Αρα

(1.6) max
x∈[x0−h,x0+h]

|φ(x)− v(x)| ≤ 2hK max
x∈[x0−h,x0+h]

|φ(x)− v(x)|

Αφού 2hK < 1 η (1.6) µπορεί να ισχύει µόνο στην περίπτωση

|φ(x)− v(x)| ≡ 0,

δηλαδή όταν φ(x) ≡ v(x).
�

Παρατηρούµε ότι το µήκος του διαστήµατος (x0 − h, x0 + h) ⊂ (a, b) (ό-

που εξασφαλίζεται η ύπαρξη της λύσης) έχει δυο περιορισµούς, ο ένας είναι

2h < 1/K και ο άλλος ότι τα γραφήµατα όλων των διαδοχικών προσεγγίσειων

ανήκουν στα τρίγωνα ADB και AEC. Από τριγωνοµετρία άµεσα προκύπτει

(ϐλ. σχήµα 1β) ότι ο δευτερος περιορισός µπορεί να γραφεί ως

(1.7) h ≤ Y0
M
.




