
2η Εβδοµάδα, 1η ∆ιάλεξη

Το ϑεώρηµα 1.1 µας εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας (ενδεχοµένως µικρής)

περιοχής γύρο από το σηµείο x0 όπου υπάρχει λύση του προβλήµατος (0.1),

(0.2). Τέτοια λύση ονοµάζεται τοπική λύση. Αν η λύση υπάρχει σε όλο το

διάστηµα (ως προς τη µεταβλητή x) όπου µελετάµε το πρόβληµα, τότε µιλάµε

για ολική λύση του προβλήµατος (0.1), (0.2). ΄Οπως έχουµε δει το πρόβληµα

y′ = y, x ∈ R, y(0) = 1

έχει ολική λύση y = ex, επίσης και το πρόβληµα

y′ = 1− y2, x ∈ R, y(0) = 0

έχει ολική λύση

y =
e2x − 1

e2x + 1
.

Αντίθετα το πρόβληµα

y′ = y2, x ∈ R, y(0) = 1

έχει τοπική λύση

y =
1

1− x
διότι η λύση υπάρχει µόνο για x < 1, παροµοίως το πρόβληµα

y′ = −y3, x ∈ R, y(0) = 2

έχει τοπική λύση

y =
1

(2x+ 1/4)1/2

διότι η λύση υπάρχει µόνο για x > −1/8.

Παράδειγµα 1.1 Κατασκευάστε ένα πρόβληµα Cauchy του οποίου η λύση

υπάρχει µόνο σε ένα ϕραγµένο διάστηµα.

Λύση. Θεωρούµε την εξίσωση

y′ = f(x)y2 ή (y−1)′ = −f(x).

Προφανώς

1

y
=

1

y0
−
∫ x

x0

f(ξ)dξ ή y =
y0

1− y0
∫ x
x0
f(ξ)dξ

.

Τώρα αρκεί να επιλέξουµε την f(x) και τα y0, x0 έτσι ώστε ο παρανοµαστής

να είναι πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού µε δύο πραγµατικές ϱίζες. Π.χ.

y′ = (2x+ 2)y2, y(0) = 1/3.

Προφανώς η λύση δίνεται απο τον τύπο

y =
1

3− 2x− x2

και υπάρχει µόνο στο διάστηµα (−3, 1).

Παράδειγµα 1.2. Κατασκευάστε τις διαδοχικές προσεγγίσεις της λύσης

του προβλήµατος

y′ = y, y(0) = 1,

παίρνοντας ως µηδενική την φ0 ≡ 1.
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Λύση. Κατ΄ αρχάς παρατηρούµε ότι έχουµε εξίσωση µε χωρισµένες µετα-

ϐλητές και προφανώς η λύση του προβλήµατος είναι y(x) = ex. Θα ϐρούµε

το ίδιο αποτέλεσµα µε διαδοχικές προσεγγίσεις.

Από τον τύπο (1.3) έχουµε

φ1(x) = 1 +

∫ x

0
dξ = 1 + x,

φ2(x) = 1 +

∫ x

0
(1 + ξ)dξ = 1 + x+ x2/2,

φ3(x) = 1 +

∫ x

0
(1 + ξ + ξ2/2)dξ = 1 + x+ x2/2 + x3/6,

· · ·

φn(x) =
n∑
k=0

xk

k!
→ ex καθώς n→∞.

Παράδειγµα 1.3 Κατασκευάστε τις τρεις πρώτες διαδοχικές προσεγγίσεις

της λύσης του προβλήµατος

y′ = ey, y(0) = 0,

παίρνοντας ως µηδενική την φ0 ≡ 0.
Λύση. Από τον τύπο (1.3) έχουµε

φ1(x) =

∫ x

0
dξ = x,

φ2(x) =

∫ x

0
eξdξ = ex − 1,

φ3(x) =

∫ x

0
ee
ξ−1dξ =

1

e

∫ x

0
ee
ξ
dξ =

1

e

∫ ex

1

ey

y
dy.

?

Η µέθοδος των διαδοχικών προσεγγίσεων είναι ένα χρήσιµο εργαλείο σε

πολλά προβλήµατα ανάλυσης. Γενικά µπορούµε να ξεκινήσουµε την κατα-

σκευή των προσεγγίσεων από οποιαδήποτε συνεχής συνάρτηση φ0(x), αρκεί

φ0(x0) = y0. Αφού οι συνθήκες του ϑεωρήµατος µας εξασφαλίζουν την µονα-

δικότητα, πάντα ϑα καταλήγουµε µε την διαδικασία που περιγράψαµε στην

λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών για την (0.1).

Παράδειγµα 1.4. Κατασκευάστε τις διαδοχικές προσεγγίσεις της λύσης

του προβλήµατος

y′ = y, y(0) = 1,

παίρνοντας ως µηδενική την φ0 ≡ 1− x2.
Λύση. ΄Εχουµε

φ1(x) = 1 +

∫ x

0
(1− ξ2)dξ = 1 + x− x3

3
,

φ2(x) = 1 +

∫ x

0
(1 + ξ − ξ3/3)dξ = 1 + x+ x2/2− x4

12
,

φ3(x) = 1 +

∫ x

0
(1 + ξ + ξ2/2− ξ4/12)dξ = 1 + x+

x2

2
+
x3

6
− x5

60
,

· · ·
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φn(x) =
n∑
k=0

xk

k!
− 2

xn+2

(n+ 2)!
→ ex καθώς n→∞.

?

§2 ΄Υπαρξη και µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος Cauchy,
υπο ϐέλτιστες προϋποθέσεις

Η ύπαρξη και η µοναδικότητα της λύσης µπορούν να αποδειχτούν υπό

πιο γενικές προϋπόθεσης. Θα διατυπώσουµε τα σχετικά ϑεωρήµατα και ϑα

συζητήσουµε το ϐέλτιστο των υποθέσεων. Τις αποδείξεις ϑα τις δώσουµε στο

τέλος του Κεφαλαίου.

Θεώρηµα 2.1 (Peano). ΄Εστω η f(x, y) είναι ϕραγµένη και συνεχής σε ένα

χωρίο Ω ⊂ R2
. Τότε από κάθε σηµείο (x0, y0) ∈ Ω περνάει τουλάχιστον µια

τοπική λύση της (0.1).

Προφανώς ισοδύναµα µπορούµε να γράψουµε το ισχυρισµό ως εξής : Τό-

τε υπάρχει τουλάχιστον µια τοπική λύση του προβλήµατος (0.1), (0.2) όπου

(x0, y0) ∈ Ω.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να πάρουµε το χωρίο Ω να είναι

ένα ορθογώνιο (ϐλ. Θεώρηµα 1.1)

Το ϑεώρηµα Peano είναι το ποιό γενικό ϑεώρηµα ύπαρξης της λύσης. Οι

υποθέσεις του ϑεωρήµατος είναι ϐέλτιστες µε την έννοια ότι αν η f(x, y) δεν

είναι συνεχής συνάρτηση, τοτε, εν γένει, η λύση δεν υπάρχει.

Παράδειγµα 2.1. Το πρόβληµα

y′(x) = sign x, y(0) = y0.

δεν έχει λύση.

Εδώ

sign x =

 1, για x > 0
0, για x = 0
−1, για x < 0

Πράγµατι, παίρνοντας περιπτώσεις x > 0 και x < 0, ευκολα διαπιστώνουµε

οτι η µοναδική ”υποψήφια” λύση είναι η συνάρτηση

y(x) = y0 + |x|
η οποία όµως δεν εχει παράγωγο στο x = 0 (λύση ονοµάζουµε µια παραγωγί-

σιµη συνάρτηση).

Παράδειγµα 2.2. Το πρόβληµα

y′(x) = −sgn y, y(0) = 0

µε

sgn y =

{
1, για y ≥ 0
−1, για y < 0

.

δεν εχει λύση για x > 0.
Πράγµατι, έστω οτι η λύση υπάρχει σε ένα διάστηµα (−ε, ε). Θεωρούµε τα

σηµεία x > 0. ΄Εχουµε ότι y(0) = 0 και από την εξίσωση y′(0) = −1, άρα

υπάρχει ένα διάστηµα (0, ε1) (0 < ε1 ≤ ε) όπου η y(x) είναι αρνητική . Στο

διάστηµα αυτό έχουµε

−sgn y = 1 συνεπώς y′(x) = 1,
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δηλαδή y(x) = x (αφου y(0) = 0). ΄Οµως x > 0 στο (0, ε1) συνεπώς η y(x)
είναι ϑετική στο (0, ε1), άτοπο. Από εδώ καταλήγουµε στο η λύση δεν υπάρχει

για κανένα x > 0.
Εύκολα διαπιστώνουµε οτι για x ≤ 0 η λύση υπάρχει και είναι y(x) = −x.

?

2η Εβδοµάδα, 2η ∆ιάλεξη

Το Θεώρηµα Peano µας δίνει µια ικανή συνθήκη ύπαρξης λύσης, το ότι

δεν είναι αναγκαία το ϐλέπουµε απο το ακόλουθο παράδειγµα όπου η λύση

του προβλήµατος Cauchy υπάρχει ενώ οι υποθέσεις του ϑεωρήµατος Peano
παραβιάζονται.

Παράδειγµα 2.3. α.) Η συνάρτηση y(x) ≡ 0, είναι λύση του προβλήµατος

y′(x) = sign y, y(0) = 0.

όπου

sign y =

 1, για y > 0
0, για y = 0
−1, για y < 0

.

ϐ.) Η συνάρτηση

y(x) =
(
1− e−x

)1/3
είναι λύση του προβλήµατος

y′ =
1− y
3y2

, y(0) = 0.

?

Τώρα σχετικά µε την µοναδικότητα. Η συνέχεια της f(x, y) δεν µας εξασφα-

λίζει την µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος αρχικών τιµών. ΄Εχουµε

αποδείξει τη µοναδικότητα στην περίπτωση που η f(x, y) επιπλέον επαληθεύει

τη συνθήκη Lipschitz ως προς τη µεταβλητή y. Ισχύει πιο γενικό ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.2 (Osgood). ΄Εστω η f(x, y) για οποιαδήποτε σηµεία (x, y1) και

(x, y2) στο Ω ικανοποιεί την συνθήκη

(2.1) |f(x, y2)− f(x, y1)| ≤ φ(|y2 − y1|)
όπου φ(u) > 0 όταν 0 < u ≤ 1. Εδώ η φ(u) είναι συνεχής και τέτοια ώστε∫ 1

ε

du

φ(u)
→∞, ε→ 0.

Τότε µέσω οποιουδήποτε σηµείου (x0, y0) από το Ω περνάει το πολύ µια λύση

της εξίσωσης (0.1).

Π.χ. ως φ(u) µπορούµε να πάρουµε µια από τις ακόλουθες συναρτήσεις

Ku, Ku| lnu|, Ku| lnu| ln(| lnu|), . . .
όπου K είναι σταθερά. ΄Οταν φ(u) ≡ Ku τότε η (2.1) παίρνει την µορφή

|f(x, y2)− f(x, y1)| ≤ K|y2 − y1|
που είναι η συνθήκη Lipschitz ως προς τη µεταβλητή y.

Το ϑεώρηµα Osgood µας δίνει µια ικανή αλλά όχι αναγκαία συνθήκη. Το

ϑεώρηµα Osgood δεν είναι το ποιό γενικό ϑεώρηµα, υπάρχουν και άλλα τα
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οποία µας δίνουν άλλες ικανές συνθήκες που εξασφαλίζουν τη µοναδικότητα.

Θα δώσουµε τώρα µερικά παραδείγµατα όπου η µοναδικότητα παραβιάζεται.

Παράδειγµα 2.4. ∆είξτε ότι ∀x0 ∈ R το πρόβληµα αρχικών τιµών

(2.2) y′ =
√
y, y(x0) = 0

έχει άπειρες λύσεις.

Λύση. Κατ αρχάς παρατηρούµε ότι η f(y) =
√
y δεν επαληθεύει τις συνθή-

κες του ϑεωρήµατος Osgood. Αντικαθιστώντας την γενική λύση της εξίσωσης,

η οποία για x+ C ≥ 0 δυνεται από τον τύπο

y(x) =
1

4
(x+ C)2, C − αυθαίρετη σταθερά,

στην αρχική συνθήκη παίρνουµε ότι η

y(x) =

{
1
4(x− x0)2, για x ≥ x0
0, για x0 < 0

είναι λύση του προβλήµατος (2.2). ΄Οµως ταυτόχρονα και η y(x) ≡ 0 είναι

λύση του προβλήµατος (2.2). Η µοναδικότητα παραβιάζεται. Προφανώς και η

συνάρτηση

y(x) =

{
1
4(x− C0)

2, για x ≥ C0

0, για x < C0

για κάθε σταθεράC0 > x0 είναι λύση του προβλήµατος (2.2), αρα το πρόβληµα

έχει άπειρες λύσεις. ?

Παράδειγµα 2.5. α.) Πότε το πρόβληµα

y′ + p(x)y = g(x)yν , y(x0) = y0

έχει µοναδική λύση;
ϐ.) Βρείτε δυο λύσεις του προβλήµατος

y′ + 2y = 2y1/2, y(0) = 0.

Λύση. α.) Το δεύτερο µέρος είναι

f(x, y) = g(x)yν − p(x)y.

Αν ν ≥ 1, τότε η f(x, y) είναι παραγωγίσιµη ως προς y και συνεπώς έχουµε

µοναδικότητα. Αν το ν < 1, τότε η f(x, y) δεν είναι παραγωγίσιµη ως προς

y (στο y = 0) ούτε επαληθεύει τις προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος Osgood,
συνεπώς η µοναδικότητα µπορεί να παραβιαστεί.

ϐ.) Προφανώς y ≡ 0 είναι λύση. Παρατηρούµε ότι εξίσωση είναι Bernoulli,
άρα µε αντικατάσταση z =

√
y το πρόβληµα ανάγεται στο

z′ + z = 1, z(0) = 0

η λύση του οποίου είναι z(x) = 1− e−x συνεπώς έχουµε λύσεις

y(x) = (1− e−x)2 και y(x) = 0.

?

Τέλος, ϑα κάνουµε µια παρατήρηση σχετικά µε την γενίκευση της έννοιας

της λύσης. Αν ϑα ονοµάσουµε (γενικευµένη) λύση του προβλήµατος

y′ = f(x, y), y(x0) = y0
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την λύση της αντίστοιχης ολοκληρωτικής εξίσωσης

y = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, y(ξ))dξ,

τότε η λύση δεν είναι απαραίτητο να είναι παραγωγίσιµη (ούτε καν συνεχής)

συνάρτηση. Σε αυτή την περίπτωση στο Παράδειγµα 2.1 ευκολα διαπιστώνου-

µε οτι η

y(x) = y0 + |x|
είναι (γενικευµένη) λύση του προβλήµατος

y′(x) = sign x, y(0) = y0

αφού ∫ x

x0

sign ξdξ = |x|.

Προφανώς αυτό δεν ¨βοηθάει¨ στο Παράδειγµα 2.2 όπου η λύση δεν υπάρχει

µε οποιαδήποτε εννόια.

§3 Συνεχής εξάρτηση απο τα δεδοµένα

Μέχρι στιγµής µελετούσαµε την ύπαρξη και µοναδικότητα της λύσης του

προβλήµατος αρχικών τιµών y′ = f(x, y), y(x0) = y0. Είναι προφανές ότι

αν µεταβάλλουµε τα σηµεία x0, y0 ϑα µεταβληθεί και η λύση του προβλήµα-

τος. Εµφανίζεται µια σηµαντική ερώτηση: πως ϑα µεταβάλλεται η λύση του

προβλήµατος αρχικών τιµών καθώς µεταβάλλεται το σηµείο (x0, y0); Αυτή η

ερώτηση είναι µεγάλης σηµασίας, ιδιαίτερα στις εφαρµογές. ΄Εστω µελετάµε

ένα πρόβληµα Φυσικής που ανάγεται στη µελέτη ενός προβλήµατος αρχικών

τιµών. Οι αρχικές συνθήκες ϐρίσκονται πειραµατικά, και εποµένως δεν µπο-

ϱούν να ϐρεθούν µε απόλυτη ακρίβεια. Συνεπώς στις εφαρµογές µια λύση

που παίρνει την τιµή y0 στο σηµείο x0 δεν ϑα παρουσίαζε κανένα ενδιαφέρον

στην περίπτωση που τα σφάλµατα στον υπολογισµό των αρχικών τιµών ϑα µας

οδηγούσαν σε µια λύση τελείως διαφορετική από αυτήν που ψάχνουµε. Το

ίδιο ισχύει και για το δευτερο µέρος της εξίσωσης. ∆ηλαδή το πραγµατικό

ϕαινόµενο περιγράφεται από την διαφορική εξίσωση µόνο κατά προσέγγιση.

Το συµπέρασµα είναι : για να µπορούµε να χρησιµοποιούµε τις διαφορικές

εξισώσεις στις εφαρµογές οι λύσεις των δυο διαφορετικών προβληµάτων αρχι-

κών τιµών πρέπει να διαφέρουν ελάχιστα, αν ελάχιστα διαφέρουν οι αρχικές

συνθήκες και τα δεύτερα µέρη των εξισώσεων. Αυτή η ιδιότητα της λύσης

ονοµάζεται συνεχής εξάρτηση από τα δεδοµένα.

Ορισµός. Λέµε ότι η συνάρτηση f(x, y) ικανοποιεί την µονόπλευρη συνθήκη

του Lipschitz ως προς y σε ένα χωρίο Ω ⊂ R2
αν από την y2 > y1 προκύπτει

(3.3) f(x, y2)− f(x, y1) ≤ K(y2 − y1) ∀(x, y1), (x, y2) ∈ Ω

(π.χ. οποιαδήποτε µη αύξουσα συνάρτηση του y). Προφανώς κάθε Lipschitz
συνεχής συνάρτηση ικανοποιεί την µονόπλευρη συνθήκη του Lipschitz


