
3-η Εβδοµάδα. ∆ιάλεξη 1, 2.

Ορισµός. Λέµε ότι η συνάρτηση f(x, y) ικανοποιεί την µονόπλευρη συνθήκη

του Lipschitz ως προς y σε ένα χωρίο Ω ⊂ R2
αν από την y2 > y1 προκύπτει

(3.3) f(x, y2)− f(x, y1) ≤ K(y2 − y1) ∀(x, y1), (x, y2) ∈ Ω

(π.χ. οποιαδήποτε µη αύξουσα συνάρτηση του y). Προφανώς κάθε Lipschitz
συνεχής συνάρτηση ικανοποιεί την µονόπλευρη συνθήκη του Lipschitz

Λήµµα 3.1 Από την (3.3) προκύπτει ότι

[y2 − y1][y′2 − y′1] ≤ K(y2 − y1)2

για οποιεσδήποτε y1(x), y2(x) που είναι λύσεις της (0.1).

Απόδειξη. Από το γεγονός ότι y1, y2 είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης

(0.1) έχουµε ότι

(3.4) [y2(x)− y1(x)][y′2(x)− y′1(x)] = [y2(x)− y1(x)][f(x, y2)− f(x, y1)].

Αν y2 > y1 (για κάποια x), τότε από την (3.3) αµέσως προκύπτει ότι το δεξί

µέρος της (3.4) έχει ως άνω ϕράγµα το K(y2 − y1)2. Αφού και το δεξί και το

αριστερό µέρος της (3.4) µένει αµετάβλητο ως προς την εναλλαγή των ϱόλων

των y1 και y2, η ανισότητα του λήµµατος ισχύει και στην περίπτωση y1 > y2.
�

Λήµµα 3.2. ΄Εστω ότι η σ(x) ικανοποιεί την διαφορική ανισότητα

(3.5) σ′(x) ≤ Kσ(x), x ∈ [a, b],

όπου K είναι ϑετική σταθερά. Τότε

σ(x) ≤ σ(a)eK(x−a), x ∈ [a, b].

Απόδειξη. Πολλαπλασιάζουµε την (3.5) µε e−Kx και µεταφέρουµε το δεξί

µέλος στην αριστερή πλευρά

(3.6) [σ′(x)−Kσ(x)]e−Kx ≤ 0.

Το αριστερό µέρος της (3.6) είναι η παράγωγος της σe−Kx. ∆ηλαδή

d

dx
[σ(x)e−Kx] ≤ 0.

Εποµένως η σ(x)e−Kx είναι µη αύξουσα συνάρτηση στο διάστηµα [a, b], άρα

σ(x)e−Kx ≤ σ(a)e−Ka ⇒ σ(x) ≤ σ(a)eK(x−a).

�

Ας αποδείξουµε πιο γενική µορφη του λήµµατος 3.2.

Λήµµα 3.3 (Gronwall) (απλή µορφή). ΄Εστω ότι η σ(x) ικανοποιεί την

διαφορική ανισότητα

σ′(x) ≤ A(x)σ(x), x ∈ [a, b],

όπου A(x) είναι συνεχής συνάρτηση ορισµένη στο [a, b]. Τότε

σ(x) ≤ σ(a)e
∫ x
a A(ξ)dξ, x ∈ [a, b].
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Απόδειξη. ΄Εχουµε ότι(
σ′(x)−A(x)σ(x)

)
e−

∫ x
a A(ξ)dξ ≤ 0

ή ισοδύναµα

d

dx

(
σ(x)e−

∫ x
a A(ξ)dξ

)
≤ 0.

΄Αρα η συνάρτηση σ(x)e−
∫ x
a A(ξ)dξ

είναι µη αυξουσα, συνεπώς για κάθε x ∈
[a, b] ισχύει

σ(x)e−
∫ x
a A(ξ)dξ ≤ σ(a)

απ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.

�

Χρησιµοποιώντας τα λήµµατα 3.1 και 3.2 µπορούµε να αποδείξουµε ό-

τι οι λύσεις της (0.1) εξαρτώνται συνεχώς από τις αρχικές συνθήκες µε την

προϋπόθεση ότι η f(x, y) ικανοποιεί την (3.3).

Θεώρηµα 3.1. (συνεχούς εξάρτησης από τις αρχικές συνθήκες) ΄Εστω ότι

y1 και y2 είναι λύσεις της (0.1) σε ενα χωρίο Ω, όπου f(x, y) ικανοποιεί την

(3.3). Τότε

|y1(x)− y2(x)| ≤ eK(x−a)|y1(a)− y2(a)| για x ≥ a.

Απόδειξη. Θεωρούµε την σ(x) = [y1(x) − y2(x)]2. Υπολογίζοντας την

παράγωγο της σ(x) παίρνουµε

σ′(x) = 2[y1(x)− y2(x)][y′1(x)− y′2(x)].

Από το Λήµµα 3.1 προκύπτει ότι

σ′(x) ≤ 2Kσ(x).

Και εποµένως από το Λήµµα 3.2 ϑα πάρουµε

(3.7) σ(x) ≤ e2K(x−a)σ(a).

Εξάγοντας την τετραγωνική ϱίζα και από τις δυο πλευρές της (3.7) παίρνου-

µε το Ϲητούµενο.

�

Παρατήρηση 3.1. Για να επεκτείνουµε αυτό το αποτελέσµα για x < a ϑα

υποθέσουµε ότι η f ικανοποιεί την πλήρη συνθήκη του Lipschitz, δηλαδή

(3.8) |f(x, y2(x))− f(x, y1(x))| ≤ K|y2 − y1|.
Θα δείξουµε ότι από την (3.8) προκύπτει η

(3.9) |y1(x)− y2(x)| ≤ eK|x−a||y1(a)− y2(a)|.
Πράγµατι, αφού ισχύει η (3.8) ισχύει και η (3.3) άρα έχουµε την (3.9) για

x ≥ a. Από την (3.8) έχουµε

f(x, y1)− f(x, y2) ≥ −K|y1 − y2|
και

f(x, y2)− f(x, y1) ≥ −K|y2 − y1|
Αρα έχουµε αν y1 ≥ y2, τότε
σ′(x) = 2[y1(x)−y2(x)][y′1(x)−y′2(x)] = 2[y1(x)−y2(x)][f(x, y1)−f(x, y2)] ≥

−2K[y1 − y2]|y1 − y2| ≥ −2K(y1 − y2)2 = −2Kσ,
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και αν y2 ≥ y1, τότε
σ′(x) = 2[y2(x)−y1(x)][y′2(x)−y′1(x)] = 2[y2(x)−y1(x)][f(x, y2)−f(x, y1)] ≥

−2K[y2 − y1]|y2 − y1| ≥ −2K(y2 − y1)2 = −2Kσ.

∆ηλαδή πάντα ισχύει

σ′(x) ≥ −2Kσ.

Παροµοίως µε το Λήµµα 3.2 ϑα πάρουµε

(σ′(x) + 2Kσ)e2Kx ≥ 0

και

d

dx
(σe2Kx) ≥ 0

σε κάποιο διάστηµα [c, a] και εποµένως σ(x) ≤ σ(a)e2K(a−x)
. Από όπου

αµέσως προκύπτει η (3.9).

Θεώρηµα 3.2. (συνεχούς εξάρτησης από τα δεδοµένα). ΄Εστω οι f(x, y) και

g(x, y) είναι ορισµένες και συνεχείς σε κάποιο Ω και έστω y1(x) και y2(x) είναι

λύσεις των εξισώσεων

y′1(x) = f(x, y1), y′2(x) = g(x, y2), x ∈ [a, b]

αντιστοίχως. ΄Εστω f(x, y) είναι Lipschitz συνεχής ως προς y συνάρτηση και

(3.10) |f(x, y)− g(x, y)| ≤ ε, (x, y) ∈ Ω.

Τότε

(3.11) |y1(x)− y2(x)| ≤ |y1(x0)− y2(x0)|eK|x−x0| +
ε

K
[eK|x−x0| − 1],

σε ένα διάστηµα [a, b], όπου x0 ∈ [a, b].
Απόδειξη. Για την παράγωγο της σ(x) = (y1(x)− y2(x))2 έχουµε

σ′(x) = 2[y1(x)− y2(x)][y′1(x)− y′2(x)] =

2[y1(x)− y2(x)][f(x, y1)− g(x, y2)] =

2[y1(x)− y2(x)][f(x, y1)− f(x, y2) + f(x, y2)− g(x, y2)] =

2[y1(x)− y2(x)][f(x, y1)− f(x, y2)] + 2[y1(x)− y2(x)][f(x, y2)− g(x, y2)]

Θα εκτιµήσουµε την απόλυτη τιµή της σ′(x) χρησιµοποιώντας την τριγωνική

ανισότητα, το γεγονός ότι η f είναι Lipschitz συνάρτηση και την (3.10)

|σ′(x)| ≤
2|y1(x)− y2(x)||f(x, y1)− f(x, y2)|+ 2|y1(x)− y2(x)||f(x, y2)− g(x, y2)| ≤

≤ 2K|y1 − y2|2 + 2ε|y1 − y2|.
Από την τελευταία ανισότητα προκύπτει

(3.12) σ′(x) ≤ 2Kσ(x) + 2ε
√
σ(x).

Χωρίς απόδειξη ισχυριζόµαστε ότι αν η σ(x) ικανοποιεί την (3.12) τότε

(3.13) σ(x) ≤ [
√
σ(x0)e

K|x−x0| +
ε

K
(eK|x−x0| − 1)]2

Βλέπουµε ότι η (3.11) αµέσως προκύπτει από την (3.13). Η αυστηρή απόδειξη

του ισχυριζµού ότι (3.12) συνεπάγεται (3.13) ϑα δώσουµε στην περίπτωση

συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης στην §2.
�
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Παρατήτηση 3.2. Στις υποθέσεις του Θεωρήµατος 3.3 η Lipschitz συνέ-

χεια της f µπορεί να αντικατασταθεί µε την Lipschitz συνέχεια της g. Σε αυτη

την περίπτωση η µόνη αλλαγή στην απόδειξη ϑα είναι η προσθαφαίρεση της

g(x, y1) (αντι της προσθαφαίρεσης της f(x, y2)).

Ορισµός. Λέµε ότι ένα πρόβληµα είναι καλώς τεθειµένο αν η λύση υπάρχει

είναι µοναδική και εξαρτάται συνεχώς από τα δεδοµένα του προβλήµατος.

Π.χ. το πρόβληµα Cauchy (0.1), (0.2) υπο τις προϋπόθεσης του Θεωρήµα-

τος 1.1 είναι καλώς τεθειµένο (τοπικά).

§4 Θεώρηµα σύγκρισης, apriori εκτιµήσεις

Αφού οι λύσεις των διαφορικών εξισώσεων γενικά δεν µπορούν να παραστα-

ϑούν µέσω των στοιχειωδών συναρτήσεων (δηλαδή δεν µπορούν να γραφούν σε

κλειστή µορφή), είναι σηµαντικό να µπορεί κανείς να συγκρίνει λύσεις διαφο-

ϱικών εξισώσεων µε διαφορετικά δεύτερα µέρη. Αυτό µας δίνει την δυνατότητα

να συγκρίνουµε τη λύση µίας διαφορικής εξίσωσης την οποία δεν µπορούµε

να τη ϐρούµε σε κλειστή µορφή µε τη λύση µιας άλλης εξίσωσης την οποία

µπορούµε να την ϐρούµε σε κλειστή µορφή.

Λήµµα 4.1. ΄Εστω ότι η συνάρτηση f(x, y) είναι συνεχής ως προς x και ικα-

νοποιεί τη συνθήκη του Lipschitz ως προς y στο Ω. ΄Εστω η y1(x) µια συνεχώς

παραγωγίσιµη συνάρτηση που ικανοποιεί στο Ω την διαφορική ανισότητα

y′1(x) ≤ f(x, y1).

Υποθέτουµε ότι η y2(x) είναι λύση της

y′2(x) = f(x, y2).

Αν y1(x0) = y2(x0) όπου (x0, y1(x0)) ∈ Ω, τότε

y1(x) ≤ y2(x) για x ≥ x0 και y1(x) ≥ y2(x) για x ≤ x0.

(Οι τελευταίες ανισότητες λαµβάνουν χώρα εκεί που οι y1 και y2 υπάρχουν.)

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε οτι y1(x) ≤ y2(x) για x ≥ x0.
΄Εστω οτι υπάρχει τέτοιο x1 > x0 ώστε y1(x1) > y2(x1). Λόγω συνέχειας ϑα

υπάρχει ένα x∗ ∈ [x0, x1) τέτοιο ώστε για σ(x) ≡ y1(x)− y2(x) ϑα ισχύει

σ(x) ≥ 0 για x ∈ [x∗, x1] και σ(x∗) = 0.

Επίσης στο [x∗, x1] έχουµε

σ′(x) = y′1(x)− y′2(x) ≤ f(x, y1(x))− f(x, y2(x)) ≤ K(y1 − y2) = Kσ.

Από το Λήµµα 3.2 παίρνουµε

σ(x) ≤ σ(x∗)eK(x−x∗) = 0,

αφού σ(x∗) = 0. Επειδή σ(x) ≥ 0 στο [x∗, x1] αµέσως έχουµε σ(x) ≡ 0
στο [x∗, x1] και ως συνέπεια y1(x) − y2(x) ≡ 0. Αυτό αντιφάσκει µε την

προϋπόθεση y1(x1) > y2(x1). Εποµένως y1(x) ≤ y2(x) για οποιοδήποτε

x ≥ x0 στο Ω.

Οµοίως αποδεικνύουµε ότι y1(x) ≥ y2(x) για x ≤ x0.
�
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Θεώρηµα 4.1. (σύγκρισης). ΄Εστω f(x, y) και g(x, y) είναι Lipschitz συ-

νεχείς ως προς y και συνεχείς ως προς x συναρτήσεις ορισµένες στο Ω τ.ω.

g(x, y) ≤ f(x, y). ΄Εστω y1(x) και y2(x) είναι λύσεις των εξισώσεων

y′1(x) = g(x, y1), y′2(x) = f(x, y2)

αντίστοιχα. Αν y1(x0) = y2(x0) όπου (x0, y1(x0)) ∈ Ω, τότε

y1(x) ≤ y2(x) για x ≥ x0 και y1(x) ≥ y2(x) για x ≤ x0.

Απόδειξη. Θεωρούµε την περίπτωση x ≥ x0. Αφού

y′1(x) = g(x, y1) ≤ f(x, y1) και y′2(x) = f(x, y2)

από το Λήµµα 4.1 αµέσως προκύπτει οτι y1(x) ≤ y2(x) για x ≥ x0.
Οµοίως αποδεικνύουµε ότι y1(x) ≥ y2(x) για x ≤ x0.
�

Παρατήρηση 4.1. Στην περίπτωση όταν µόνο η g είναι Lipschitz συνεχής

ϑεωρούµε τις

u1 = −y1 και u2 = −y2.
Τότε

u′1(x) = −g(x,−u1), u′2(x) = −f(x,−u2).
Αφού g(x,−u2) ≤ f(x,−u2) τότε −g(x,−u2) ≥ −f(x,−u2) και

u′2(x) = −f(x,−u2) ≤ −g(x,−u2).

Για τις u1, u2 από το Λήµµα 4.1 απορρέει ότι u1(x) ≥ u2(x) στο [x0, b] και

εποµένως y1(x) ≤ y2(x). Με τον ίδιο τρόπο εξετάζεται το διάστηµα [a, x0].

Θα αποδείξουµε τώρα µερικά πορίσµατα από το ϑεώρηµα σύγκρισης.

Πόρισµα 1. ΄Εστω οτι ισχύουν όλες οι προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος σύγ-

κρισης. Τότε για οποιοδήποτε σηµείο x1 > x0 ισχύει ότι

ή y1(x1) < y2(x1) ή y1(x) ≡ y2(x) στο [x0, x1].

(Προφανώς υποθέτουµε οτι οι y1 και y2 υπάρχουν σε ενα διάστηµα I έτσι ώστε

[x0, x1] ⊂ I.)
Απόδειξη. ΄Εστω ότι y1(x1) = y2(x1) για κάποιο x1 > x0 και y1(x) 6≡ y2(x)

στο [x0, x1]. Τότε υπάρχει ένα σηµείο x∗ ∈ (x0, x1) τέτοιο ώστε y1(x
∗) <

y2(x
∗). Εισάγουµε την

σ(x) = y2(x)− y1(x).

Η σ(x) ≥ 0 στο [x∗, x1] από το ϑεώρηµα σύγκρισης και

σ′ = y′2 − y′1 = f(x, y2)− g(x, y1) ≥ g(x, y2)− g(x, y1) ≥ −Kσ.

Αρα

d

dx

(
σ eKx

)
≥ 0 στο [x∗, x1]

εποµένως η σ(x)eKx είναι µη ϕθίνουσα συνάρτηση στο [x∗, x1] και

σ(x) ≥ σ(x∗)eK(x∗−x) > 0,

αφού σ(x∗) > 0. Συνεπώς σ(x1) > 0, όπου αυτή η ανισότητα αντιφάσκει µε

την προϋπόθεση y1(x1) = y2(x1).
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Από εδώ αµέσως προκύπτει ότι αν για κάποιο x1 έχουµε y2(x1) > y1(x1)
τότε y2(x) > y1(x) για κάθε x ≥ x1. Εάν όµως y2(x1) = y1(x1), τότε y2(x) ≡
y1(x) στο [x0, x1].

�
Τα επόµενα δυο πορίσµατα αποδεικνύονται µε παρόµοιο τρόπο.

Πόρισµα 2. ΄Εστω ισχύουν όλες οι προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος σύγκρι-

σης. Τότε για οποιοδήποτε σηµείο x1 < x0 ισχύει ότι ή y1(x1) > y2(x1) ή

y1(x) ≡ y2(x) στο [x1, x0].

Πόρισµα 3. Αν στο Θεώρηµα 4.1 ϑα αντικαταστήσουµε την συνθήκη y1(x0)
= y2(x0) µε την ανισότητα y1(x0) < y2(x0), τότε

y1(x) < y2(x) για x > x0.

Παράδειγµα 4.1. ΄Εστω ότι η y(x) είναι λύση του προβλήµατος

y′ = −y2 − |sin y1/3|, y(0) = 1.

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα σύγκρισης αποδείξτε ότι

α) για κάθε x ≥ 0 ισχύει y(x) ≤ 1,
ϐ) υπάρχει x∗ ∈ [−1, 0) τ.ω.

lim
x→x∗+0

y(x) = +∞.

Λύση. α) ΄Εστω y2(x) λύση του προβλήµατος

y′2 = 0, y2(0) = 1.

Προφανώς y2 ≡ 1. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα σύγκρισης (αφού ισχύει οτι

−y2 − |sin y1/3| ≤ 0) για x ≥ 0 έχουµε

y(x) ≤ y2(x) ≡ 1.

ϐ) ΄Εστω y1(x) λύση του προβλήµατος

y′1 = −y21, y1(0) = 1.

Προφανώς

y1 =
1

1 + x
.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα σύγκρισης (αφού −y2− |sin y1/3| ≤ −y2) για x ≤ 0
έχουµε

y(x) ≥ y1(x) =
1

1 + x
και

lim
x→−1+0

1

1 + x
= +∞

απ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 4.2. ΄Εστω ότι η y1(x) είναι λύση του προβλήµατος

y′1 = ey1 + ex sin y1, y1(0) = 1

και η y2(x) είναι λύση του προβλήµατος

y′2 =
1

2
y22 + ex sin y2, y2(0) = 1

αντίστοιχα. Προσδιορίστε το πρόσηµο της συνάρτησης z(x) = y1(x) − y2(x)
στο (0, a) (προφανώς υποθέτουµε οτι οι λύσεις υπαρχουν στο (0, a)).
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Λύση. Αφου

ey + ex sin y ≥ 1

2
y2 + ex sin y,

απο το Θεωρηµα σύγκρισης έχουµε ότι

z(x) = y1(x)− y2(x) ≥ 0 για x ≥ 0.

Παράδειγµα 4.3. ΄Εστω ότι οι k(x) και g(x) συνεχείς συναρτήσεις τέτοιες

ώστε

k(x) > 0, 1 ≤ g(x) ≤ 10.

Αποδείξτε ότι αν το πρόβληµα

(4.1) y′(x) = g(x)− k(x)y2(x), y(0) = 0

έχει λύση σε ένα διάστηµα (−l, l), τότε

0 < y(x) ≤ 10x, ∀x > 0,

10x ≤ y(x) < 0, ∀x < 0.

Λύση. Θα δείξουµε πρώτα ότι αν η λύση υπάρχει τότε για κάθε x > 0 ισχύει

0 < y(x) ≤ 10x.

Πράγµατι, αφού y(0) = 0 άρα y′(0) = g(0) > 0 και υπάρχει x0 > 0 τ.ω.

y(x) > 0 στο (0, x0). ΄Εστω ότι υπάρχει ένα σηµείο x∗ ≥ x0 > 0 τ.ω. y(x) > 0
στο (0, x∗) και y(x∗) = 0, τότε σε αυτό το σηµείο η συνάρτηση είναι µη αύξουσα

άρα y′(x∗) ≤ 0, από την άλλη

y′(x∗) = g(x∗)− k(x∗) y2(x∗) = g(x∗) > 0,

άτοπο, συνεπώς

y(x) > 0 ∀x > 0.

Θεωρούµε την συνάρτηση z(x) = 10x, προφανώς

z′(x) = 10, z(0) = 0.

Αφού 10 ≥ g(x)− k(x) y2, από το ϑεώρηµα σύγκρισης έχουµε οτι

y(x) ≤ z(x) = 10x.
Συνεπώς η λύση (αν υπάρχει) ικανοποιεί την ανισότητα

0 < y(x) ≤ 10x, ∀x > 0.

Θα ϑεωρήσουµε τώρα την περίπτωση x < 0.
Αφού y(0) = 0 άρα y′(0) = g(x) > 0 και υπάρχει x1 < 0 τ.ω. y(x) < 0 στο

(x1, 0). ΄Εστω ότι υπάρχει ένα σηµείο x∗ ≤ x1 < 0 τ.ω. y(x) < 0 στο (x∗, 0)
και y(x∗) = 0, τότε σε αυτό το σηµείο η συνάρτηση είναι µη αύξουσα άρα

y′(x∗) ≤ 0 από την άλλη

y′(x∗) = g(x∗)− k(x∗)y
2(x∗) = g(x∗) > 0,

άτοπο, συνεπώς y(x) < 0 ∀x < 0.
Από το ϑεώρηµα σύγκρισης έχουµε y(x) ≥ 10x. Συνεπώς η λύση (αν

υπάρχει) ικανοποιεί την ανισότητα

10x ≤ y(x) < 0, ∀x < 0.

?
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Οπως είχαµε διαπιστώσει (ϐλ. Εισαγωγή) για σταθερές g και k το πρόβληµα

(4.1) έχει ολική λύση και µάλιστα σε κλειστή µορφή

(4.2) y(x) =

√
g
√
k

e2
√
gkx − 1

e2
√
gkx + 1

.

Ορισµός. Εκτιµήσεις της λύσης υπο την προϋπόθεση ύπαρξής της ονοµάζον-

ται a priori εκτιµήσεις ή εκτιµήσεις εκ των προτέρων.

Τέτοιες εκτιµήσεις, όπως ϑα το διαπιστώσουµε στην επόµενη παράγραφο,

παίζουν καθοριστικό ϱόλο να αποδείξουµε την ολική επιλυσιµότητα του προ-

ϐλήµατος Cauchy.


