
Ασκήσεις 1.

1.1. Κατασκευάστε τις δύο πρώτες διαδοχικές προσεγγίσεις της λύσης του

προβλήµατος

y′ = cos y + y, y(0) = 0,

παίρνοντας ως µηδενική την φ0 ≡ 0.

1.2. Κατασκευάστε τις δύο πρώτες διαδοχικές προσεγγίσεις της λύσης του

προβλήµατος

y′ = y2, y(0) = 1,

παίρνοντας ως µηδενική την φ0 ≡ 1.

1.3. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα Cauchy

y′ = f(x, y), y(0) =
1

ε
.

∆ώστε παράδειγµα συνάρτησης f(x, y) έτσι ώστε η λύση να υπάρχει µόνο στο

διάστηµα (−
√
ε,
√
ε) για ε > 0.

1.4. Κατασκευάστε τις δύο πρώτες διαδοχικές προσεγγίσεις της λύσης του

προβλήµατος

y′ = 1− y2, y(0) = 0,

παίρνοντας ως µηδενική την φ0 ≡ 0.

1.5. Με κατάλληλη αλλαγή µεταβλητής ανάγετε το πρόβληµα (0.1), (0.2)

στο ακόλουθο

dy

dξ
= f̃(ξ, y), y(0) = y0.

και έπειτα µε κατάλληλη αλλαγή της προσδιοριστέας συνάρτησης στο

dz

dξ
= F (ξ, z), z(0) = 0.

2.1. Αποδείξτε οτι το πρόβληµα

y′ = −sign y + 1

2
, y(0) = 0

δεν εχει λύση για x > 0.

2.2. Θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα Cauchy

y′ = 1 + y2/3, y(0) = 0.

∆ιαπιστώστε ότι οι προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος Osgood δεν πληρούνται,

όµως η λύση είναι µοναδική. Προσδιορίστε τη λύση αυτή.

2.3. Αποδείξτε οτι το πρόβληµα

y′ = sign y + x, y(1) = 3/2

στο [0,+∞) έχει λύση.

Υπόδειξη : κατασκευάστε διαδοχικές προσεγγίσεις.

2.4. Αποδείξτε ότι το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′ =
√
|y|, y(0) = 0

έχει άπειρες λύσεις.

2.5. Μελετήστε την µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος

y′ =
√
y, y(0) = 1.
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2.6. Μελετήστε την µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος

y′ =
3

2
y1/3, y(x0) = 0.

2.7. Θεωρούµε το εξής πρόβληµα (ϐλ. Παράδειγµα 2.2)

dy

dx
= −sgn y, y(0) = 0.

α.) ∆ιαπιστώστε ότι η διαδοχικές προσεγγίσεις (µε φ0(x) ≡ 0) είναι

φn(x) =

{
−x, για n = 1, 3, 5, 7, . . .
|x|, για n = 2, 4, 6, 8, . . .

ϐ.) Βρείτε το λάθος στον ακόλουθο συλλογισµό:

ϑεωρούµε την υπακολουθία

φk(x), k = 2n+ 1, n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

προφανώς

lim
k→∞

φk(x) = lim
k→∞

(−x) = −x = φ(x).

Περνάµε στο όριο στην σχέση (1.3) και καταλύγουµε στο οτι η συνάρτηση

φ(x) = −x
είναι η λύση του προβλήµατός µας σε όλο τον R.


