
Φυλλάδιο 2.

3.1. Αποδείξτε την ανισότητα Gronwall :
Αν η σ(x) ικανοποιεί την διαφορική ανισότητα

σ′(x) ≤ A(x)σ(x) + h(x), x ∈ [a, b],

όπου A(x) ≥ 0 και h(x) ≥ 0 είναι συνεχείς συναρτήσεις ορισµένες στο [a, b].
Τότε

σ(x) ≤ e
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∫ ξ
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)
, x ∈ [a, b].

4.1. ΄Εστω x(t) και y(t) έναι λύσεις των εξισώσεων

dx

dt
= sin2x,

dy

dt
= ey + 1

στο διάστηµα (a, 0) αντιστοίχως. Προσδιορίστε το πρόσηµο της συνάρτησης

z(t) = x(t)− y(t) στο (a, 0) αν x(0) = y(0).

4.2. ΄Εστω y(x) λύση του προβλήµατος Cauchy

y′ = ey + sin2y + 1, y(0) = 1.

Αποδείξτε ότι

lim
x→x∗

y(x) = +∞

για κάποιο x∗ ∈ (0, 1).

4.3. ΄Εστω y(x) - λύση του προβλήµατος

y′ = y2 (sin x+ cos y + 3), y(0) = 1.

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα σύγκρισης αποδείξτε ότι ∃ ένα x∗ ∈ (0, 1/3)
τ.ω.

lim
x→x∗

y(x) = +∞.

4.4. Θεωρούµε το πρόβληµα (4.1) µε

0 < g0 ≤ g(x) ≤ g1, 0 < k0 ≤ k(x) ≤ k1,
όπου gi, ki, i = 0, 1 σταθερές.

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το πρόβληµα (4.1) µε σταθερές συναρτήσεις

g(x), k(x) έχει λύση σε κλειστή µορφή (ϐλ. (4.2) ) αποδείξτε την εκτίµηση
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για x ≤ 0.

4.5. Αποδείξτε ότι αν στο Θεώρηµα σύγκρισης ϑα πάρουµε γνήσια ανισό-

τητα g(x, y) < f(x, y), τότε

y1(x) < y2(x) για x > x0 και y1(x) > y2(x) για x < x0.
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