
Συνέχεια συναρτήσεων δυο µεταβλητών.

ϑεωρούµε την συνάρτηση

(∗) f(x, y) =

{
xa yb

x2+y2
γιαx2 + y2 6= 0

0 για x2 + y2 = 0

a ≥ 0, b ≥ 0. Στην περίπτωση που xa δεν ορίζεται (xa 6∈ R) παίρνουµε |x|a,
όµοιως για yb.

Ι. Θα αποδείξουµε οτι αν a+b > 2, τότε η f είναι συνεχής στο (0, 0), δηλαδή

lim
(x,y)→0

f(x, y) = 0.

(Το ότι είναι συνεχής σε άλλα σηµεία είναι προφανές)

1. ΄Εστω a > 2, b = 0:

f(x, y) =
xa

x2 + y2
.

Προφανώς

|f(x, y)| = |x|a−2 x2

x2 + y2
≤ |x|a−2x

2 + y2

x2 + y2
= |x|a−2 → 0 καθώς x→ 0.

Παροµοίως αν a = 0, b > 2 έχουµε

|f(x, y)| ≤ |y|b−2 → 0 καθώς y → 0.

2. ΄Εστω τωρα a > 0, b > 0 (a + b > 2). Θα χρειαστούµε την ανισόητα

Y oung (ειδική περίπτωση):

|ξ||η| ≤ 1

p
|ξ|p +

1

q
|η|q, 1

p
+

1

q
= 1, p > 0, q > 0.

Παρατηρούµε ότι η ανισότητα Y oung είναι γενίκευση της γνωστής ανισότη-

τας

|ξ||η| ≤ 1

2
|ξ|2 +

1

2
|η|2,

η οποία προκύπτει από την Y oung αν πάρουµε p = q = 2.
Γράφουµε τα a, b ως εξής :

a = α+ ε1, b = β + ε2

ε.ω.

α+ β = 2, α > 0, β > 0, ε1 ≥ 0, ε2 ≥ 0, ε1 + ε2 > 0.

΄Εχουµε

|f(x, y)| = |x|ε1 |y|ε2 |x|
α|y|β

x2 + y2
≤ |x|ε1 |y|ε2

α
2

(
|x|α

)2/α
+ β

2

(
|y|β

)2/β

x2 + y2
=

|x|ε1 |y|ε2
α
2x

2 + β
2 y

2

x2 + y2
≤ γ|x|ε1 |y|ε2 x

2 + y2

x2 + y2
=

γ|x|ε1 |y|ε2 → 0 καθώς (x, y)→ (0, 0),
1



2

όπου

γ = max{α
2
,
β

2
}.

Εδώ χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα Y oung µε

p =
2

α
, q =

2

β
.

Παράδειγµα 1. a = 2, b = 3∣∣∣ x2y3

x2 + y2

∣∣∣ = |x|y2 |xy|
x2 + y2

≤ 1

2
|x|y2x

2 + y2

x2 + y2
=
|x|y2

2
→ 0.

΄Αρα εδώ α = 1, β = 1, ε1 = 1, ε2 = 2, p = 2, q = 2.

Παράδειγµα 2. a = 4/3, b = 5/3∣∣∣x4/3y5/3

x2 + y2

∣∣∣ = |y|x
4/3y2/3

x2 + y2
≤ |y|

2
3

(
x4/3

)3/2
+ 1

3

(
y2/3

)3
x2 + y2

=

|y|
2
3x

2 + 1
3y

2

x2 + y2
≤ 2

3
|y| → 0.

Αρα εδώ α = 4/3, β = 2/3, ε1 = 0, ε2 = 1, p = 3/2, q = 3. �

ΙΙ. Θα αποδείξουµε τώρα ότι αν a + b ≤ 2, τότε η f δεν είναι συνεχής στο

(0, 0), δηλαδή
lim

(x,y)→0
f(x, y) 6= 0.

(Σε άλλα σηµεία προφανώς είναι σηνεχής)

1. ΄Εστω a+ b = 2. Θέτουµε y = κx µε κ ∈ R+
, έχουµε

f(x, y) =
xaκbxb

x2 + κ2x2
=
xa+b

x2

κb

1 + κ2
=

κb

1 + κ2
,

δηλαδή οποιοσδήποτε ϑετικός αριθµός, άρα το όριο

lim
(x,y)→(0,0)

f δεν υπάρχει.

2. ΄Εστω 0 < a < 2, b = 0:

f(x, y) =
xa

x2 + y2
.

Για y = 0 και x→ 0 έχουµε

xa

x2
= xa−2 →∞,

ενω για x = 0 και y → 0 έχουµε

0

y2
= 0→ 0.

Εδώ προφανώς το όριο είναι µηδέν, όχι η τιµή της συνάρτησης 0/y2
στο µηδέν

(που δεν ορίζεται).

Συνεπώς η f(x, y) δεν έχει όριο καθώς (x, y)→ (0, 0).
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Παροµόιως για a = 0, 0 < b < 2.

3. ΄Εστω τωρα a > 0, b > 0 (a+ b < 2). Θέτουµε

δ =
2− a
b

> 1,

προφανώς

a+ δb = 2.

Παίρνουµε y = κxδ (ή, αν δεν ορίζεται, y = κ|x|δ) µε κ ∈ R+
. ΄Εχουµε

f(x, y) =
xaκbxδb

x2 + κ2x2δ
=

xa+δbκb

x2(1 + κ2x2δ−2)
=

κb

1 + κ2x2δ−2
→ κb καθώς x→ 0

(
αφου 2δ − 2 > 0

)
.

Τουτέστιν το όριο lim(x,y)→(0,0) f(x, y) δεν υπάρχει.

Παράδειγµα 3. a = 1/3, b = 2/5 συνεπώς δ = 25/6, αρα παίρνουµε

y = κx25/6
και έχουµε

x1/3κ2/5x5/3

x2 + κ2x25/3
=

x2κ2/5

x2 + κ2x25/3
=

κ2/5

1 + κ2x19/3
→ κ2/5.

�

Παροµοίως για την

f(x, y) =

{
xa yb

x4+y4
γιαx2 + y2 6= 0

0 για x2 + y2 = 0

a ≥ 0, b ≥ 0 (και εδώ στην περίπτωση που xa δεν ορίζεται (xa 6∈ R) παίρνουµε

|x|a, όµοιως για yb) µπορούµε να αποδείξουµε οτι

αν a+ b > 4, τότε η f είναι συνεχής στο (0, 0)
αν a+ b ≤ 4, τότε η f δεν είναι συνεχής στο (0, 0).

Πως αντιµετωπίζουµε τις περιπτώσεις όταν ο παρονοµαστής δεν έχει ίδιες

δυνάµεις ; ∆ηλαδή

xa yb

x2 + y4
,
xa, yb

x2 + y6
,
xa yb

x4 + y6
. . .

Ας πάρουµε την περίπτωση

xa yb

x2 + y6
.

Κάνουµε την εξής αντικατάσταση η = y3
(y = η1/3

) έχουµε

xa yb

x2 + y6
=

xa ηb/3

x2 + η2
.
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΄Αρα η ύπαρξη του ορίου

(1) lim
(x,y)→(0,0)

xa yb

x2 + y6

ισοδυναµεί µε την ύπαρξη του ορίου

lim
(x,η)→(0,0)

xa ηb/3

x2 + η2
.

Το τελευταίο υπάρχει (και ισούται µε µηδέν) αν a + b/3 > 2 και δεν υπάρχει

αν a + b/3 ≤ 2. Συνεπώς και το όριο (1) υπάρχει για a + b/3 > 2 και δεν

υπάρχει για a+ b/3 ≤ 2.

Θεωρούµε την

xa yb

x4 + y6
.

Κάνουµε την αντικατάσταση η = y3/2
(y = η2/3

) έχουµε

xa yb

x4 + y6
=

xa ηb/3

x4 + η4
.

Αρα η ύπαρξη του ορίου

(2) lim
(x,y)→(0,0)

xa yb

x4 + y6

ισοδυναµεί µε την ύπαρξη του ορίου

lim
(x,η)→(0,0)

xa η2b/3

x4 + η4
.

Το τελευταίο υπάρχει αν a + 2b/3 > 4 και δεν υπάρχει αν a + 2b/3 ≤ 4.
Συνεπώς και το όριο (2) υπάρχει για

a+
2b

3
> 4

και δεν υπάρχει για

a+
2b

3
≤ 4.

Ας πάρουµε τώρα την

xa yb

x2 + y4
.

Κάνουµε την αντικατάσταση η = y2
(y = η1/2

) έχουµε

xa yb

x2 + y4
=

xa ηb/2

x2 + η2
.

Αρα η ύπαρξη του ορίου

(3) lim
(x,y)→(0,0)

xa yb

x2 + y4
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ισοδυναµεί µε την ύπαρξη του ορίου

lim
(x,η)→(0,0)

xa ηb/2

x2 + η2
.

Συνεπώς και το όριο (3) υπάρχει (και ισούται µε µηδέν) για a + b/2 > 2 και

δεν υπάρχει για a+ b/2 ≤ 2.

Παράδειγµα 4. Θεωρούµε την συνάρτηση

f(x, y) =
x y2

x2 + y4
.

Εδώ a = 1, b = 2 δηλαδη a+ b/2 = 2. Συµφωνα µε τα παραπάνω το όριο

lim
(x,y)→(0,0)

x y2

x2 + y4

δεν υπάρχει.

Αυτό µπορούµε να το διαπιστώσουµε και ως εξής. Ας παρουµε το όριο κατα

µήκος της καµπύλης y =
√
x, έχουµε

lim
x→0

x2

x2 + x2
=

1

2
.

Ας παρουµε το όριο κατα µήκος της τυχαίας ευθείας y = κx, κ ∈ R, έχουµε

lim
x→0

κx3

x2 + κ4x4
= lim

x→0

κx

1 + κ4x2
= 0.

Συµαντική παρατήρηση! Αν και κατα µήκος όλων των ευθειών η τιµή είναι

ίδια (µηδέν) αυτό δεν αρκεί για να υπάρχει το όριο, lim(x,y)→0 f(x, y), το όριο

πρεπει να είναι ίδιο κατα µήκος οποιασδήποτε καµπύλης (συµπεριλαµβανο-

µένων και όλων των ευθειών).

Με τον ίδιο τροπο αντιµετωπίζονται οι περιπτώσεις

xa yb

x4 + y2
,
xa yb

x6 + y2
,
xa yb

x6 + y4
. . .

Παραγωγισιµότητα συναρτήσεων δυο µεταβλητών.

Θα περιοριστούµε µε συναρτήσεις δυο µεταβλητών, στην περίπτωση περισ-

σότερων µεταβλητών τα πράγµατα είναι όµοια.

Ορισµός 1. ΄Εστω f : R2 → R. Το όριο

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x

αν υπάρχει ονοµάζεται µερική παράγωγος της f ως προς x στο σηµείο (x0, y0)
και συµβολίζεται

∂f

∂x
(x0, y0) ή fx(x0, y0).
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Παροµοίως ως προς y, δηλαδή µερική παράγωγος της ως προς ονοµάζουµε το

όριο (εφ όσων υπάρχει)

lim
∆y→0

f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

∆y

και συµβολίζεται

∂f

∂y
(x0, y0) ή fy(x0, y0).

Ορισµός 2. Λέµε ότι η f : R2 → R είναι παραγωγίσιµη στο (x0, y0) αν η

µεταβολή της f µπορεί να γραφτεί ως

f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0) = A∆x+B∆y + α(
√

(∆x)2 + (∆y)2).

Εδώ οι σταθερές A και B εξαρτώνται µόνο από (x0, y0) και

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

α(
√

(∆x)2 + (∆y)2)√
(∆x)2 + (∆y)2

= 0.

Εύκολα καταλήγουµε στο

A = fx(x0, y0) και B = fy(x0, y0).

Για συναρτήσεις µιας µεταβλητής η ύπαρξη της παραγώγου ισοδυναµεί µε

την παραγωγισιµότητα της συνάρτησης, στις περισσότερες µεταβλητές η ύπαρ-

ξη των µερικών παραγώγων δεν εξασφαλίζει της παραγωγισιµότητα, το αντί-

στροφο ισχύει (µόλις το έχουµε διαπιστώσει). Επίσης η παραγωγισιµότητα

συνεπάγεται συνέχεια, αυτό ισχύει για όλες τις διαστάσεις.

Παράδειγµα 5. Θα διαπιστώσουµε ότι η συνάρτηση

f(x, y) =

{ xy
x2+y2

, για x2 + y2 > 0,

0, για x2 + y2 = 0

έχει µερικές παραγώγους.

Πράγµατι, για x2 + y2 > 0 έχουµε

fx =
y3 − x2y

(x2 + y2)2
, fy =

x3 − xy2

(x2 + y2)2
.

Τις µ.π. στο (x0, y0) = (0, 0) ϑα υπολογίσουµε ϐάσει ορισµού:

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
= lim

∆x→0

1

∆x
(f(∆x, 0)− f(0, 0)) =

lim
∆x→0

1

∆x

( ∆x · 0
(∆x)2 + 02

− 0
)

=

΄Αρα

lim
∆x→0

0

(∆x)3
= lim

∆x→0
0 = 0

ήτοι

∂f

∂x
(0, 0) = 0.



7

Παροµοίως

∂f

∂y
(0, 0) = 0.

∆ηλαδή οι µερικές παράγωγοι υπάρχουν και ορίζονται από

fx(x, y) =

{
y3−x2y

(x2+y2)2
, για x2 + y2 > 0,

0, για x2 + y2 = 0
,

fy(x, y) =

{
x3−xy2

(x2+y2)2
, για x2 + y2 > 0,

0, για x2 + y2 = 0
.

΄Οµως η συνάρτηση αυτή δεν είναι παραγωγίσιµη στο (0, 0) (δεν είναι καν

συνεχής στο (0, 0) αφού εδώ a+ b = 2).
�

Αν οι µερικές παράγωγοι υπάρχουν και είναι συνεχείς τότε η συνάρτηση

είναι όχι απλώς παραγωγίσιµη αλλά συνεχώς παραγωγίσιµη. ΄Οµως υπάρχουν

συναρτήσεις που είναι παραγωγίσιµες όχι όµως συνεχώς παραγωγίσιµες. Στο

Παράδειγµα 5 οι µ.π δεν είναι συνεχείς στο (0, 0).
Θα δούµε τώρα παράδειγµα παραγωγίσιµης συνάρτησης της οποίας οι µ.π.

δεν είναι συνεχείς δηλαδή η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη όχι όµως συνεχώς

παραγωγίσιµη.

Παράδειγµα 6. Θα διαπιστώσουµε ότι η συνεχής συνάρτηση

f(x, y) =

{
xy sin 1

x2+y2
, για x2 + y2 > 0,

0, για x = y = 0

είναι παραγωγίσιµη. Προφανώς το µόνο ¨προβληµατικό¨ σηµείο είναι το (0, 0).
΄Εχουµε για x2 + y2 > 0

fx = y sin
1

x2 + y2
− 2x2y

(x2 + y2)2
cos

1

x2 + y2
,

fy = x sin
1

x2 + y2
− 2xy2

(x2 + y2)2
cos

1

x2 + y2
.

Για x = y = 0 έχουµε

fx(0, 0) = lim
∆x→0

1

∆x

(
∆x · 0 · sin 1

(∆x)2 + 02
− 0
)

= 0,

παροµόιως

fy(0, 0) = 0.

Προφανώς οι µ.π. δεν είναι συνεχείς (στο (0,0) ) παρ όλα ταύτα η συνάρτηση

είναι παραγωγίσιµη. Πράγµατι,

f(∆x,∆y)− f(0, 0)− fx(0, 0)∆x− fy(0, 0)∆y√
(∆x)2 + (∆y)2

=

∆x∆y√
(∆x)2 + (∆y)2

sin
1

(∆x)2 + (∆y)2
→ 0 καθώς (∆x,∆y)→ (0, 0).
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Το τελευταίο προκύπτει άµεσα από την εκτίµηση∣∣∣∆x∆y
∣∣∣√

(∆x)2 + (∆y)2

∣∣∣ sin 1

(∆x)2 + (∆y)2

∣∣∣ ≤ 1

2

(∆x)2 + (∆y)2√
(∆x)2 + (∆y)2

=

1

2

√
(∆x)2 + (∆y)2.

�

Εύκολα κατασκευάζουµε παρόµοιο παράδειγµα και για n = 1.

Παράδειγµα 7. Θα διαπιστώσουµε ότι η συνεχής συνάρτηση

f(x) =

{
x2 sin 1

x , για x 6= 0,
0, για x = 0

είναι παραγωγίσιµη όχι όµως συνεχώς παραγωγίσιµη.

Πράγµατι, για x 6= 0 έχουµε

f ′(x) = 2x sin
1

x
− x2 cos

1

x
· 1

x2
= 2x sin

1

x
− cos

1

x
,

προφανώς λόγο του cos 1/x η f ′(x) δεν έχει όριο καθώς x→ 0.
Υπολογίζουµε την παράγωγο στο x = 0:

f ′(0) = lim
∆x→0

1

∆x

(
(∆x)2 sin

1

∆x
− 0
)

=

lim
∆x→0

∆x sin
1

∆x
= 0.


