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1. ΄Εστω ότι το χωρίο Ω ορίζεται από την σχέση

Ω = {(x, y, z) :
√
x2 + y2 ≤ z ≤ 1}

και ∫ ∫ ∫
Ω
fdV =

∫ b

a

(∫ φ2(x)

φ1(x)

(∫ γ2(x,y)

γ1(x,y)
f(x, y, z)dz

)
dy
)
dx.

Προσδιορίστε τα όρια a, b, φ1(x), φ2(x) και γ1(x, y), γ2(x, y).
Αλλάξτε τη σειρά ολοκλήρωσηςως προς y και x.

2. ΄Εστω Ω το χωρίο που ορίζεται από τις συνθήκες

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ xy.
(α) Βρείτε τον όγκο του Ω,

(ϐ) υπολογίσυε το ολοκλήρωµα∫ ∫ ∫
Ω
xydV.

3. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα∫ 1

0

∫ 2x

0

∫ x+y

x2+y2
dzdydx

και σχεδιάστε το χωρίο όπου γίνεται η ολοκλήρωση.

4. Αλλάξτε τη σειρά ολοκλήρωσης στο∫ 1

0

(∫ x

0

( ∫ y

0
f(x, y, z)dz

)
dy
)
dx

και ϐρείτε πέντε ακόµα διαφορετικές µορφές του ολοκληρώµατος αυτού.

Σχεδιάστε το πεδίο ολοκλήρωσης και ϐρείτε τον όγκο του.

5. ΄Εστω f(x, y, z) ∈ C0(Bε(0)) όπου Bε(0)) µπάλα µε ακτίνα ε > 0 και

κέντρο στο σηµείο (0, 0, 0). Αποδείξτε ότι

lim
ε→0

1

ε3

∫
Bε(0)

fdV =
4π

3
f(0, 0, 0).
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