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᾿Αντί προλόγου

Τό ἀνά χεῖρας ἐγχειρίδιο προῆλθε ἀπό τίς σηµειώσεις τῶν διαλέξεων τοῦ µαθήµατος Συνήθεις

∆ιαφορικές ᾿Εξισώσεις ΜΑΣ 203, στό τµῆµα Μαθηµατικῶν καί Στατιστικῆς τοῦ Πανεπιστη-
µίου Κύπρου κατά στό χρονικό διάστηµα 1994-2008. Τό µάθηµα αὐτό εἶναι ἑξαµηνιαῖο καί
προσφέρεται κατά τήν διάρκεια τοῦ ἐαρινοῦ ἑξαµήνου σέ ϕοιτητές τοῦ τετάρτου ἑξαµήνου.
Κάποιες ἑνότητες (ἤ ὑποενότητες), καθώς καί τό Κεφάλαιο 8, προέρχονται ἀπό τίς σηµειώσεις
τῶν διαλέξεων τοῦ ἀντιστοίχου µεταπτυχιακοῦ µαθήµατος ΜΑΣ 603, κατά τά ἔτη 1998 καί
2000. ∆οθέντος ὅτι οἱ ϕοιτητές τοῦ τετάρτου ἑξαµήνου ἔχουν ἤδη παρακολουϑήσει τά µα-
ϑήµατα τοῦ Ἀπειροστικοῦ Λογισµοῦ καί Γραµµικῆς Ἀλγέβρας, καί ἔχουν κάποια στοιχειώδη
γνώση µεθοδολογίας ἐπιλύσεως Συνήθων ∆ιαφορικῶν ᾿Εξισώσεων, τό ἀνά χεῖρας ἐγχειρίδιο,
καθώς καί τό µάθηµα στό ὁποῖο ϕιλοδοξεῖ νά ἀποτελέσει ϐοήθηµα, ξεπερνᾶ σέ ἐπίπεδο ἕνα
εἰσαγωγικό µάθηµα στίς Συνήθεις ∆ιαφορικές ᾿Εξισώσεις. Τό ἀνά χεῖρας ἀποτελεῖ λοιπόν
σηµειώσεις ἑνος προχωρηµένου προπτυχιακοῦ µαθήµατος.

Οἱ ἑνότητες καί ἀσκήσεις µέ ἀστερίσκο(*) εἶναι σίγουρα πέραν τῶν ἀπαιτήσεων ἑνός προ-
πτυχιακοῦ µαθηµάτος, εἴτε λόγῳ τοῦ ϐαθµοῦ δυσκολίας καί προαπαιτουµένων γνώσεων εἴτε
λόγῳ χρονικῶν περιορισµῶν. ῾Ο δέ τρόπος παρουσιάσεως, εἶναι προσαρµοσµένος στό ἐπίπεδο
τῶν ϕοιτητῶν οἱ ὁποῖο παρακολουϑοῦν τό µάθηµα. ῾Υπάρχουν δέ περιπτώσεις ὅπου ϑέµατα
καί µέθοδοι ἀναπτύσσονται ἐκτενέστερα ἀπ’ ὅτι ἀπαιτεῖ ὁ ϐαθµός τῆς δυσκολίας τους, ἐπειδή
ἀκριβῶς ἔχουν παρατηρηθεῖ κάποιες χαρακτηριστικές ἀδυναµίες στούς ϕοιτητές.

Θά ἤθελα νά εὐχαριστήσω τόν Βασίλη Νεστορίδη γιά τά ποικίλα του σχόλια, κατά τά προκα-
ταρκτικά στάδια τῆς συγγραφῆς τοῦ ἀνά χεῖρας καί ἐν ὅσῳ ἦταν ἐπισκέπτης στό τµῆµα
Μαθηµατικῶν καί Στατιστικῆς τοῦ Πανεπιστηµίου Κύπρου καθώς καί τόν Γιῶργο Ἀκρίβη
τόσο γιά τήν προσεκτική καί εἰς ϐάθος διόρθωση τοῦ κειµένου ὅσο καί τίς πάµπολλές του
παρατηρήσεις. ᾿Επίσης εὐχαριστῶ γιά τίς παρατηρήσεις, ἐπισηµάνσεις καί διορθώσεις τούς
Ἀποστόλη Χατζηδῆµο καί Βαγγέλη Στεφανόπουλο οἱ ὁποῖοι ἐδίδαξαν τό µάθηµα αὐτό κατά
τήν διάρκεια τῶν ἐαρινῶν ἑξαµήνων τῶν ἐτῶν 2001 καί 2006, ἀντιστοίχως.

Λευκωσία, ῎Εαρ 2008.
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Ἀσκήσεις 8.8.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326

9 Παράρτηµα 329
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Κεφάλαιο 1

Εἰσαγωγικά

1.1 ῾Ιστορικά στοιχεῖα

Leibniz καί Newton

῾Ο ὅρος ∆ιαφορική ᾿Εξίσωση χρησιµοποιεῖται γιά πρώτη ϕορά τό 1676 σέ ἐργασία τοῦ Leibniz

[11] στά Λατινικά ὡς

ÆQUATIO DIFFERENTIALIS.

῎Ητοι : ᾿Εξίσωση ∆ιαφορικῶν. ῾Η ἀρχική αὐτή ὀνοµασία ὑποδηλοῖ ὅτι πρόκειται περί σχέσεως
µεταξύ τῶν διαφορικῶν dx καί dy, δηλαδή ἀπειροελαχίστων µεταβολῶν τῶν µεταβλητῶν x καί
y ἀντιστοίχως.

῾Η ἔναρξη τῆς µελέτης τῶν ∆ιαφορικῶν ᾿Εξισώσεων (∆Ε) προηγεῖται τῆς εἰσαγωγῆς τοῦ ἀνωτέ-
ϱω ὅρου καί πραγµατοποιεῖται παραλλήλως µέ τήν εἰσαγωγή καί µελέτη τῆς παραγώγου καί
γενικότερα µέ τήν ἀνάπτυξη τοῦ Ἀπειροστικοῦ Λογισµοῦ – δεύτερο ἥµισυ τοῦ 17ου αἰῶνος.
῾Ωστόσο προβλήµατα καταλήγοντα σέ µελέτη διαφορικῶν ἐξισώσεων εἶχαν τεθεῖ καί µελετηθεῖ
ἀρκετά ἐνωρίτερα, καί συγκεκριµένα πρίν κάν ὁρισθεῖ ἡ παράγωγος. Ἀναφέροµε χαρα-
κτηριστικά τό Πρῶτο πρόβληµα τοῦ de Beaune [54], τό ὁποῖο ἐτέθη τό 1638 καί στό ὁποῖο :

Ζητεῖται καµπύλη y(x) µέ τήν ἰδιότητα ὅτι γιά κάθε τῆς σηµεῖο P, ἡ ἐφαπτοµένη στό P τέµνει
τόν ἄξονα τῶν x, σέ σηµεῖο τό ὁποῖο ἀπέχει σταθερή ἀπόσταση a ἀπό τήν προβολή τοῦ P στόν
ἄξονα τῶν x.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716). Γερµανός µαθηµατικός καί ϕιλόσοφος. ῎Ισως ὁ µεγαλύτερος µα-
ϑηµατικός τῆς ἐποχῆς του. ῞Ορισε, σχεδόν ταυτοχρόνως µέ τόν Fermat, τήν παράγωγο, καί ἀπετέλεσε ἕναν ἀπό
τούς σκαπανεῖς τοῦ Ἀπειροστικοῦ Λογισµοῦ. Συνήθως ὑπέγραφε χρησιµοποιῶντας τήν ἐκλατινισµένη ἐκδοχή
τοῦ ὀνόµατός του: Gothofredo Gulielmo Leibnitio.

Florimond de Beaune (1601–1652). Γάλλος νοµοµαθής καί ἐρασιτέχνης µαθηµατικός.
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῾Η λύση τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος ἐδηµοσιεύθη τό 1684 ἀπό τόν Leibniz στό Nova methodus
pro maximis et minimis [29]. Καταλήγει δέ στήν διαφορική ἐξίσωση dy

dx
=

y
a

µέ λύση τήν
ἐκθετική συνάρτηση.

῾Η γνώση µας ἐν σχέσει µέ τήν γέννηση καί τήν νηπιακή περίοδο τῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων εἶ-
ναι µᾶλλον νεφελώδης. λόγῳ τῆς ἀπουσίας ἐπιστηµονικῶν περιοδικῶν, κυριώτερή µας πηγή
ἀποτελεῖ ἡ ἀλληλογραφία µεταξύ σηµαινόντων µαθηµατικῶν τῆς ἐποχῆς ἐκείνης. Ἀναµφιβό-
λως σηµαντική ἡµεροµηνία αὐτῆς τῆς περιόδου εἶναι ἡ ἑνδεκάτη Νοεµβρίου 1675 ὅταν ὁ
Leibniz γράφει ἐπί ϕύλλου χάρτου

∫
y dy =

1
2

y2,

ὅπου, πέραν τοῦ ὅτι ἐπιλύει µία διαφορική ἐξίσωση, ἄν καί ἰδιαιτέρως ἁπλή ἀκόµη καί γιά
τά δεδοµένα τῆς ἐποχῆς του, εἰσάγει καί τό σύµβολο τοῦ ὁλοκληρώµατος (ϐλέπε [11]). Τό
σύµβολο αὐτό ϑά ἀποτελέσει στό µέλλον ἰσχυρό ἐργαλεῖο. Στόν Leibniz ἀποδίδεται καί ὁ
σύγχρονος συµβολισµός τῶν διαφορικῶν.

Γνωστό πρόβληµα τοῦ Leibniz τό ὁποῖο καταλήγει σέ διαφορική ἐξίσωση ἀποτελεῖ τό Πρόβλη-

µα τοῦ ἰσοχρόνου. Στό πρόβληµα αὐτό, τό ὁποῖο ἐτέθη ἀπό τόν ἴδιο τόν Σεπτέµβριο τοῦ 1687
στήν ἐφηµερίδα Nouvelles de la République des lettres,

Ζητεῖται ἡ καµπύλη ἐπί τῆς ὁποίας, σῶµα κατερχόµενο ὑπό τήν ἐπίδραση τῆς ϐαρύτητος,
κατέρχεται µέ σταθερά κατακόρυφη συνιστῶσα τῆς ταχύτητος.

Τό πρόβληµα ἐλύθη ἀπό τόν Huygens, ἕνα µόλις µήνα ἀργότερα, ἄν καί κατά τρόπο ὄχι
ἀπολύτως ἱκανοποιητικό. ῾Η πρώτη αὐστηρή λύση ἐδηµοσιεύθη ἀπό τόν Leibniz τό 1689
[30]. ῾Η µέθοδος χωρισµοῦ τῶν µεταβλητῶν (separation of variables) ἐµελετήθη γιά πρώτη
ϕορά ἀπό τόν Leibniz τό 1691 [11], κατά τήν διαδικασία ἐπιλύσεως τῆς ἐξισώσεως

y
dy
dx

= X(x) Y(y),

ἡ ὁποία προέκυψε ἀπό τήν µελέτη τοῦ ἀντιστρόφου προβλήµατος τῶν ἐφαπτοµένων.

Παραλλήλως µέ τόν Leibniz, συστηµατική µελέτη τῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων ἐπραγµατοποί-
ησε ὁ Newton. Στό γνωστότερό του ἔργο Principia [39], ὑπάρχει ἐκτενής ἀναφορά στίς

 ῾Ο συστηµατικός ὑπολογισµός ὁλοκληρωµάτων, καί συγκεκριµένα µηκῶν, ἐµβαδῶν καί ὄγκων, ἀρχίζει ἤδη
ἀπό τά µέσα τοῦ 16ου αἰῶνος, ἤτοι, ἕναν αἰῶνα πρό τῆς ἀνακαλύψεως τοῦ Ἀπειροστικοῦ Λογισµοῦ.

Christaan Huygens (1629–1695), ῾Ολλανδός µαθηµατικός καί ϕυσικός ϕιλόσοφος στόν ὁποῖο ὀφείλει πολλά
ὁ Leibniz κατά τήν περίοδο κατά τήν ὁποία Ϲοῦσαν καί οἱ δύο στό Παρίσι.

Sir Isaac Newton (1642–1727). Ἄγγλος µαθηµατικός, ϕυσικός καί ϕιλόσοφος, γνωστός στήν ἑλληνική
ϐιβλιογραφία καί ὡς Νεύτων. Θεωρεῖται σίγουρα ὁ σηµαντικότερος ϐρεττανός ἐπιστήµων τῆς ἐποχῆς του. ῾Υπῆρξε
δέ ὁ πρῶτος ἄγγλος στόν ὁποῖο ἀπενεµήθη ὁ τίτλος τοῦ Sir γιά επιστηµονικά ἐπιτεύγµατα.

Philosophiæ naturalis principia mathematica (1686) ἤ Μαθηµατικές ἀρχές τῆς ϕυσικῆς ϕιλοσοφίας.



1.1. ῾Ιστορικά στοιχεῖα 

διαφορικές ἐξισώσεις καί τήν προέλευση αὐτῶν. Ιδιαιτέρως ὅµως στό ἔργο Methodus flux-
ionum et serierum infinitarum [38], ὁ Newton χωρίζει τίς διαφορικές ἐξισώσεις, καλούµενες
ἀπό τόν ἴδιο ϱοϊκές ἐξισώσεις, στίς ἀκόλουθες τρεῖς κατηγορίες :

(i) Σ’ αὐτές ὅπου ἡ ϱοή (ἤ συνάρτηση ϱοῆς) εἶναι συνάρτηση µόνο τοῦ x ἤ µόνο τοῦ y,
δηλαδή ἐξισώσεις τῆς µορφῆς

dy
dx

= f (x) ἤ dy
dx

= f (y),

(ii) Σ’ αὐτές ὅπου ἡ ϱοή εἶναι συνάρτηση καί τῶν δύο καί

(iii) Στίς διαφορικές ἐξισώσεις µέ µερικές παραγώγους.

῾Ο Newton ἐχρησιµοποιοῦσε γιά τήν παράγωγο dy
dx

τόν συµβολισµό ẏ
ẋ

. ῾Ο σύγχρονος συµ-
ϐολισµός τῶν διαφορικῶν, ἐπεκράτησε στήν Βρεττανία ἕναν αἰῶνα ἀργότερα ἀπό τήν ὑπόλοι-
πη Εὐρώπη, λόγῳ τῆς γνωστῆς διενέξεως µεταξύ Newton καί Leibniz γιά τήν πατρότητα τοῦ
Ἀπειροστικοῦ Λογισµοῦ, µέ ἐξόχως δυσάρεστες συνέπειες γιά τήν ἀνάπτυξη τοῦ ∆ιαφορικοῦ
Λογισµοῦ στήν χώρα αὐτή. Εἶναι χαρακτηριστικό ὅτι γιά δύο σχεδόν αἰῶνες, οἱ ἄγγλοι µα-
ϑηµατικοί, πιστοί στίς ὑποθῆκες τοῦ Newton, ἀπαξιοῦσαν νά ἀσχοληθοῦν µέ τίς ἀναλυτικές
µεθόδους τίς ὁποῖες εἰσήγαγε ὁ Leibniz στόν ἀπειροστικό λογισµό, µέ ἀποτέλεσµα τήν σχεδόν
πλήρη ἀποµόνωση τῶν Μαθηµατικῶν στήν Βρεττανία ἀπό τά τεκταινόµενα στήν ὑπόλοιπη
Εὐρώπη.

῾Ο Newton ἐθεώρησε τήν ἀνακάλυψη τῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων τόσο σηµαντική, ὥστε τήν
ἐκωδικοποίησε σ’ ἕνα ἀνάγραµµα τό ὁποῖο σέ ἐλεύθερη ἀπόδοση µᾶς λέγει ὅτι :

Οἱ νόµοι τῆς ϕύσεως ἐκφράζονται µέ διαφορικές ἐξισώσεις.

Τό ἔργο αὐτό, ἄν καί συνεγράφη στά λατινικά τό 1671, δέν ἐξεδόθη παρά µόνον µεταφρασµένο στά ἀγγλικά
ἀπό τόν John Colson τό 1736.

 ῾Η διαµάχη αὐτή ἄρχιζει τό 1684 ὅταν ὁ Leibniz ἐξέδωσε τό µνηµειῶδες ἔργο του Nova methodus pro maximis
et minimis [29], ὅπου ἐµφανίζεται ἡ πρώτη συστηµατική µελέτη τοῦ Ἀπειροστικοῦ Λογισµοῦ (Calculus) καί
στήν ὁποία δέν ὑπάρχει ἡ παραµικρή ἀναφορά σέ ἐργασίες τοῦ Newton. ῾Η Ἀγγλική Σχολή τῶν Μαθηµατικῶν,
ἐθεώρησε ὅτι ὁ Leibniz διέπραξε λογοκλοπία, διότι κατά τήν ἐπίσκεψή του στήν Ἀγγλία τό 1676, κατέστη κοινωνός
ἐπιστολῶν οἱ ὁποῖες περιεῖχαν τίς µέχρι τότε ἀνακαλύψεις στήν περιοχή. Σήµερα ἐπικρατεῖ ἡ ἄποψη ὅτι ὁ
Ἀπειροστικός Λογισµός ἀνεκαλύφθη ἀνεξαρτήτως καί ἀπό τούς δύο. Ἀπό τόν µέν Newton τό 1671, ἀπό τόν
δέ Leibniz κατά τήν περίοδο 1672–1675 µέ σηµαντικά διαφορετική προσέγγιση τῶν ϑεµελιωδῶν ἐννοιῶν καί
ἀποτελεσµάτων. ῾Η διένεξη ἔφθασε νά γενικευθεῖ τόσο µεταξύ τῶν ἐπιστηµονικῶν ὅσο καί τῶν διπλωµατικῶν
κύκλων τῆς Εὐρώπης. ῾Ο Newton ὑπῆρξε αὐτός ὁ ὁποίος εἶχε τά ἰσχυρότερα κοινωνικά καί πολιτικά ἐρείσµατα,
σέ ἀντίθεση µέ τήν αὐτοαποµόνωση τοῦ Leibniz. Καί ὁ µέν Newton ἀπέθανε δοξασµένος καί ἐτάφη µάλιστα
στό κοιµητήριο τοῦ Westminster Abbey, ὁ δέ Leibniz ἀπέθανε ϑεωρούµενος λογοκλόπος καί στήν κηδεία του
παρέστη µόνο ὁ προσωπικός του γραµµατέας.
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Χαρακτηριστικό παράδειγµα εἶναι ὁ Νόµος Ψύξεως τοῦ Newton

dT
dt

= −κ (T − Tπ) ,

ὅπου T = T(t), ἀποτελεῖ τήν µεταβαλλόµενη ϑερµοκρασία σώµατος τό ὁποῖο ἐκτίθεται σέ
περιβάλλον σταθερᾶς ϑερµοκρασίας Tπ καί κ ϑετική σταθερά, γνωστή ὡς σταθερά ϑερµικῆς
ἀγωγιµότητος (τοῦ συγκεκριµένου σώµατος). ῾Ο ἀνωτέρω νόµος µᾶς λέγει ὅτι ὁ ϱυθµός
µεταβολῆς τῆς ϑερµοκρασίας τοῦ σώµατος dT/dt εἶναι ἀνάλογος τῆς ἑκάστοτε διαφορᾶς
T− Tπ τῶν ϑερµοκρασιῶν σώµατος καί περιβάλλοντος.

Η Μεθοδος των ∆υναµοσειρων. Μία ἀπό τίς σηµαντικότερες συνεισφορές τοῦ Newton ἦταν
ἡ µέθοδος ἐπιλύσεως τῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων διά τοῦ ὑπολογισµοῦ τῶν συντελεστῶν τῶν
ἀντιστοίχων δυναµοσειρῶν. ῾Η ἐπίλυση διαφορικῶν ἐξισώσεων διά τῆς µεθόδου τῶν δυναµο-
σειρῶν, ἀποτελεῖ πραγµατοποίηση τοῦ δευτέρου ἀναγράµµατος τοῦ Newton τό ὁποῖο οὐσια-
στικά λέγει ὅτι :

Γιά νά ἐπιλυθεῖ µία διαφορική ἐξίσωση ϑά πρέπει νά ἀντικαταστάθοῦν οἰ συναρτήσεις µέ
δυναµοσειρές καί νά ἐξισώθοῦν οἰ συντελεστές τῶν ἀντιστοίχων δυνάµεων.

῾Ο Newton στό Methodus Fluxionum et Serierum Infinitarum [38], ἐφαρµόζοντας τήν
ἀνωτέρω ἀνακάλυψη γιά τήν ἐπίλυση τῆς διαφορικῆς ἐξισώσεως

(
dy
dx

=
)

ẏ
ẋ

= 1− 3x + y + x2 + xy,

µέ ἀρχική συνθήκη y(0) = 0, κατασκευάζει τήν ἑξῆς δυναµοσειρά:

y = x− x2 +
1
3

x3 − 1
6

x4 +
1

30
x5 − 1

45
x6 ; & c.

Ἀξίζει νά σηµειωθεῖ ἐδῶ ὅτι ἤδη ἀπό τό 1668 ἔχοµε τήν πρώτη (στήν Εὐρώπη) ἀνάπτυξη
συναρτήσεως, συγκεκριµένα τῆς log(1 + x), σέ δυναµοσειρά ἀπό τόν Nicolaus Mercator
(1620–1687), δηµοσιευµένη στό ἔργο του Logarithmotechnica, ἄν καί ἤδη δύο αἰῶνες πρίν,
µαθηµατικοί στήν νότια ᾿Ινδία εἶχαν ἀναπτύξει σέ δυναµοσειρά τριγωνοµετρικές συναρτήσεις
(ϐλέπε [23]). Οἱ δέ Σειρές Taylor ἐµφανίζονται πολύ ἀργότερα καί συγκεκριµένα τό 1715
ἀπό τόν Brook Taylor (1685–1731). ῾Ο Newton παρά τό γεγονός ὅτι ἀνέπτυξε τήν µέθοδο,

Βλέπε τήν σχετική ῾Υποενότητα 2.6.4 στήν σελίδα 97.
Τό ἀνάγραµµα ἐµφανίζεται σέ γράµµα τό ὁποῖο ἐστάλη στόν Leibniz στίς 26 ᾿Οκτωβρίου 1676, µέσῳ τοῦ

Oldenburg, κωδικοποιηµένο στήν µορφή:

6a, 2c, d, ae, 13e, 2f, 7i, 3l, 9n, 4o, 4q, 2r, 4s, 8t, 12u, x.

Ἀπεκρυπτογραφήθη ἀργότερα στά λατινικά ὡς: Data æquatione quotcumque fluentes quantitates involvente,
fluxiones invenire et vice versa.
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δέν τήν ἐχρησιµοποίησε ποτέ γιά τήν εὕρεση δυναµοσειρῶν γνωστῶν συναρτήσεων, µέσῳ τῶν
διαφορικῶν ἐξισώσεων τίς ὁποῖες οἱ συναρτήσεις αὐτές ἱκανοποιοῦν. Ἀντιθέτως, ὁ Leibniz,
µέσῳ τῆς µεθόδου αὐτῆς ἀνακάλυψε τήν δυναµοσειρά τῆς ἐκθετικῆς τό 1675. ᾿Επί τῆς
µεθόδου τῶν δυναµοσειρῶν ϐασίζεται τό Θεώρηµα τοῦ Fuchs (συµφώνως πρός τό ὁποῖο
οἱ λύσεις γραµµικῶν ἐξισώσεων µέ πραγµατικούς ἀναλυτικούς συντελεστές καί µή ὁµοιο-
γενεῖς ὅρους εἶναι ἐπίσης πραγµατικές ἀναλυτικές), ἀλλά σέ µεγάλο ϐαθµό καί ἡ µελέτη τῶν
λύσεων συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων µέ ἰδιάζοντα σηµεῖα. ᾿Επίσης τό Θεώρηµα Cauchy–
Kowalevski τό ὁποῖο ἐξασφαλίζει τοπική ὕπαρξη λύσεων σέ προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν
πραγµατικῶν ἀναλυτικῶν µερικῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων, ἀποτελεῖ καί αὐτό ἐφαρµογή τῆς
µεθόδου τῶν δυναµοσειρῶν.

Jacob καί Johann Bernoulli

Σκαπανεῖς στήν µελέτη τῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων ϑεωροῦνται καί οἱ ἀδελφοί Bernoulli,
Jacob (1654–1705) καί Johann (1667–1748), ἀπό τήν ῾Ελβετία, οἱ ὁποῖοι δέν εἶχαν πάντοτε
ἁρµονικές µεταξύ τους σχέσεις. ῾Ο Jacob, ὁ ὁποῖος ϑεωρεῖται δάσκαλος τοῦ Johann καί
µαθητής τοῦ Leibniz, ἔδωσε τήν πρώτη αὐστηρή λύση στό πρόβληµα ἰσοχρόνου τό 1690 [6],
καί κατ’ αὐτόν τόν τρόπο, ἐγκαινίασε µία ἐποχή σηµαντικῶν ἀνακαλύψεων καί αὐστηρῶν
ἀποδείξεων, στήν περιοχή τῶν ∆Ε καί τοῦ ∆ιαφορικοῦ Λογισµοῦ γενικότερα, µέ κέντρο τήν
Βασιλεία. Ἀπόγονοι, µέ τήν ἔννοια δασκάλου–µαθητοῦ, τῶν ἀδελφῶν Bernoulli εἶναι οἱ
µετέπειτα µεγάλοι µαθηµατικοί Euler καί Lagrange καθώς καί πλῆθος µεταγενεστέρων καί
συγχρόνων µαθηµατικῶν, µέ συνεισφορά στήν περιοχή τῶν ∆Ε, ὅπως οἱ Fourier, Poisson,
Dirichlet, Kronecker, Lipschitz, Klein, Lindemann, Minkowski, Hilbert, Friedrichs καί
Lax. Σηµειωτέον ὅτι στήν διένεξη µεταξύ Leibniz καί Newton οἱ ἀδελφοί Bernoulli καθώς
καί οἱ µαθητές τους ἐτάχθησαν ἀναφανδόν µέ τό µέρος τοῦ πρώτου.

Τό ὄνοµα τῶν Bernoulli ϕέρουν οἱ ἐξισώσεις τῆς µορφῆς:
dy
dx

= p(x)y + q(x)yn.

῾Η ἐπίλυση τῶν ἀνωτέρω ἀπασχόλησε τῶν Jacob γιά µεγάλο µέρος τοῦ 1695, γεγονός τό ὁποῖο
τόν ὤθησε νά ὀργανώσει ἐπίσηµο διαγωνισµό γιά τήν ἐπίλυσή τους. ῾Ο Johann πρότεινε
σχεδόν ἀµέσως δύο λύσεις [9]. Στήν κοµψότερη ἐκ τῶν δύο ἡ ἀνωτέρω ἐξίσωση καθίσταται
γραµµική µέσῳ τοῦ µετασχηµατισµοῦ u = y1−n.
Lazarus Immanuel Fuchs (1833-1902). Γερµανός µαθηµατικός.
Sophia Kowalevskaya (1850–1891). Ρωσίδα µαθηµατικός. ῾Υπῆρξε ϕοιτήτρια τοῦ Weierstrass καί ἔλαβε

διδακτορικό ἀπό τό Πανεπιστήµιο τοῦ Göttingen. Τό ϕύλο της τήν ἐµπόδισε νά λάβει ἀκαδηµαϊκή ϑέση παρά
τήν σηµαντική της συνεισφορά στά Μαθηµατικά.
 ᾿Εκτενής κατάλογος διδακτορικῶν στίς µαθηµατικές ἐπιστῆµες ἀπό τόν 17ο αἰῶνα ἔως καί σήµερα ϐρίσκεται

στήν ἰστοσελίδα The Mathematics Genealogy Project [37]. Συµφώνως πρός τήν ἰστοσελίδα αὐτή ὁ Jacob Bernoulli
ἔχει, µέχρι σήµερα, πέραν τῶν τριάντα χιλιάδων ἀπογόνων.
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Το Προβληµα του Βραχιστοχρονου. ῞Ενα ἄλλο πρόϐληµα στό ὁποῖο ἀµφότεροι οἱ ἀδελφοί
συνεισέφεραν ἦταν τό Πρόβληµα τῆς Βραχιστοχρόνου [8], ὅπου

Ζητεῖται ἡ καµπύλη ἡ ὁποία συνδέει δοθέντα σηµεῖα A καί B τοῦ κατακόρυφου ἐπιπέδου, µέ
τήν ἰδιότητα ὅτι, ἄν ὑλικό σηµεῖο κινεῖται, µόνο ὑπό τήν ἐπίδραση καί µόνον τῆς ϐαρύτητος,
ἐπί τῆς καµπύλης αὐτῆς, καταλήγει στό σηµεῖο B, ἐντός ϐραχίστου χρόνου.

Σ’ αὐτό τό πρόβληµα, µέ τό ὁποῖο εἶχε ἀσχοληθεῖ πλῆθος ἐπιφανῶν ἐπιστηµόνων, µεταξύ τῶν
ὁποίων οἱ Γαλιλαῖος καί Fermat, ὑπῆρξαν ποικίλες προσεγγίσεις καί ἐδόθησαν διάφορες
λύσεις ἀλλά καί εἰκασίες γιά τήν λύση. Συγκεκριµένα ὁ Γαλιλαῖος στό µνηµειῶδες ἔργο του,
Discorsi e dimonstrazioni matematiche [20] τό ὁποῖο ἐξεδόθη τό 1638, ἀπέδειξε ὅτι, στήν
περίπτωση ὅπου τό AB σχηµατίζει γωνία 45o µέ τό κατακόρυφο ἐπίπεδο, ἄν σῶµα κινεῖται
ἐπί τοῦ τεταρτοκυκλίου τό ὁποῖο συνδέει τά A καί B, χρειάζεται λιγότερο χρόνο παρά ἐάν
ἐκινεῖτο ἐπί τοῦ εὐθυγράµµου τµήµατος AB. Αὐτό τόν ὤθησε στό νά προβεῖ στήν ἐσφαλµένη
εἰκασία ὅτι τό τεταρτοκύκλιο ἀποτελεῖ καί τήν ϐραχιστόχρονο διαδροµή. Τό 1696, ὁ Johann
Bernoulli, κατόπιν παροτρύνσεως τοῦ ἀδελφοῦ του Jacob, ὀργάνωσε δηµόσιο διαγωνισµό
πρός ἐπίλυση τοῦ προβλήµατος [8]. Οἱ πέντε λύσεις οἱ ὁποῖες ὑπεβλήθησαν ἀπό τούς Leibniz,
Newton (ἡ ὁποία ἐστάλη ἀνωνύµως), Jacob καί Johann Bernoulli καί L’Hôpital ἦσαν ὅλες
ὀρθές.

Κοµψότερη ὅλων τῶν λύσεων ϑεωρεῖται αὐτή τοῦ Johann Bernoulli [10] καί ϐασίζεται στόν
Νόµο τῆς διαθλάσεως τοῦ Snell. (Ἀρχή τοῦ Fermat). Συµφώνως πρός τόν νόµο τοῦ Snell,
ἄν σέ δύο ὁµοιογενῆ µέσα, M1 καί M2, τά ὁποῖα χωρίζονται ἀπό διεπιφάνεια S, ἡ ταχύτης
τοῦ ϕωτός (ἤ ἄλλου κύµατος) εἶναι v1 καί v2, ἀντιστοίχως, τότε µία ἀκτίνα ϕωτός ἡ ὁποία
διαπερνᾶ τό M1 καί προσκρούει στήν S σχηµατίζουσα γωνία α1 µέ τήν κάθετο στήν S, δια-
ϑλᾶται καί συνεχίζει τήν πορεία της στό M2, σχηµατίζουσα γωνία α2 µέ τήν κάθετο στήν S,
τέτοια ὥστε : v1/ sin α1 = v2/ sin α2. Σηµειωτέον ὅτι ἡ διάθλαση τοῦ ϕωτός (ἤ οἱουδήποτε
ἄλλου κύµατος), ὀφείλεται στό ὅτι τό ϕώς ἐπιλέγει τήν ϐραχιστόχρονη διαδροµή. ῾Υποθέτοµε
λοιπόν ὅτι τό κατερχόµενο σῶµα, στήν διαδροµή του ἀπό τό A στό B, διασχίζει N λεπτά
ὁριζόντια στρώµατα. ᾿Εντός δέ τοῦ στρώµατος, τό ὁποῖο εὑρίσκεται σέ κατακόρυφη ἀπόσταση
y χαµηλότερα τοῦ A, τό σῶµα ϑά ἔχει, λόγῳ τοῦ Νόµου τοῦ Γαλιλαίου, ταχύτητα v =

√
2gy.

Λόγῳ λοιπόν τῶν διαφορετικῶν ταχυτήτων διελεύσεως στά διάφορα στρώµατα, τό σῶµα, εἰς
ἀναζήτηση τῆς ϐραχιστόχρονης διαδροµῆς, ϑά ὑποστεῖ διάθλαση σέ κάθε διεπιφάνεια ἡ ὁποί-
α χωρίζει δύο γειτονικά στρώµατα. ᾿Εφαρµόζοντας τόν Νόµο τοῦ Snell σέ κάθε διεπιφάνεια

Pierre de Fermat, (1601–1665). Γάλλος δικηγόρος καί µαθηµατικός. Θεωρεῖται καί αὐτός ἕνας ἀπό τούς
ϑεµελιωτές τοῦ Ἀπειροστικοῦ Λογισµοῦ.
Guillaume François Antoine Marquis de L’Hôpital (1661–1704). Γάλλος µαθηµατικός. Εἶχε διδαχθεῖ

Calculus ἀπό τόν Johann Bernoulli στό Παρίσι τό 1691. Εἶναι γνωστός κυρίως γιά τόν Κανόνα L’Hôpital ὁ
ὁποῖος µᾶς ἐπιτρέπει νά ϐρίσκοµε ὅρια σέ µορφές ἀπροσδιοριστίας.
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λαµβάνοµε
v1

sin α1
=

v2

sin α2
= · · · =

vN

sin αN
= c,

ὅπου αk, ἡ γωνία τήν ὁποία σχηµατίζει ἡ ταχύτης τοῦ σώµατος µέ τήν κατακόρυφη ὅταν
διασχίζει τό k−στό στρῶµα καί c σταθερά. Ἄν τώρα τό N τείνει στό ἄπειρο, ϑά λάβοµε γιά
τήν διαδροµή y = y(x) τήν διαφορική ἐξίσωση

c =
v

sin α
=

(
2gy

(
1 + (y′)2))1/2

,

διότι sin α =
(
1 + (y′)2)−1/2. ῾Ο τρόπος προσεγγίσεως

Σχῆµα .: Τό κυκλοειδές.

τοῦ προβλήµατος ἀπό τόν Johann Bernoulli ἀποτελεῖ
πρόδροµο τοῦ Λογισµοῦ τῶν Μεταβολῶν καί ταυτοχρό-
νως µία προσεγγιστική µέθοδο ἡ ὁποία εἶναι ὑλοποιή-
σιµη ἀριθµητικῶς. Σηµειωτέον ὅτι, στήν αὐστηρότερή
του διατύπωση, µέσῳ τοῦ Λογισµοῦ τῶν Μεταϐολῶν, τό
πρόβληµα τοῦ ϐραχιστοχρόνου καταλήγει ἐπίσης στήν
ἴδια διαφορική ἐξίσωση. ῾Η δέ Ϲητούµενη καµπύλη, ἀποτελεῖ τό κυκλοειδές [49], τό ὁποῖο
ἀποτελεῖ τήν τροχιά ἑνός σηµείου τῆς περιφέρειας ὅταν αὐτή κινεῖται ἐπί ὀριζόντιας εὐθείας
(ϐλέπε σχῆµα .).

Euler καί Lagrange

῾Η περιοχή τῶν ∆Ε κυριαρχεῖται, κατά τήν διάρκεια µεγάλου µέρους τοῦ 18ου αἰῶνος ἀπό τήν
παρουσία τῶν Euler καί Lagrange. ῾Ο µέν Euler ἦταν µαθητής τοῦ Johann Bernoulli ἐνῶ
ὁ Lagrange µαθητής τοῦ Euler. Κοινή αὐτῶν συνεισφορά ἡ εἰσαγωγή τῆς µεθόδου µεταβολῆς
τῶν παραµέτρων, γιά τήν ἐπίλυση τῆς µή ὁµοιογενοῦς γραµµικῆς ἐξισώσεως, ϐασισµένη σέ
ἰδέες τοῦ Euler στά 1740, ἀλλά µέ τελική µορφή ἀποδιδόµενη στόν Lagrange σέ ἐργασία τοῦ
1774 [28] (ϐλέπε ῾Ενότητα 5.5). ᾿Επίσης ἐµελέτησαν τά γραµµικά συστήµατα διαφορικῶν
ἐξισώσεων ἀπ’ ὅπου προέκυψε καί ἡ εἰσαγωγή τῶν ϑεµελιωδῶν ἐννοιῶν καί ἡ συστηµατική
µελέτη τῆς Γραµµικῆς Ἀλγέβρας. Ἀξίζει νά σηµειωθεῖ ὅτι, ἀπό τήν ἀλληλογραφία µεταξύ
Euler καί Johann Bernoulli, καί συγκεκριµένα ἀπό ἐπιστολή µέ ἡµεροµηνία 15 Σεπτεµ-
ϐρίου 1739, µαθαίνοµε ὅτι ϐρίσκεται σέ ἐξέλιξη ἡ µελέτη τῆς n−στῆς τάξεως ὁµοιογενοῦς
γραµµικῆς ἐξισώσεως µέ σταθερούς συντελεστές

αn
dny
dxn + αn−1

dn−1y
dxn−1 + · · ·+ α1

dy
dx

+ α0y = 0, (.)

Leonhard Euler (1707–1783). ῾Ελβετός µαθηµατικός, µαθητής τοῦ Johann Bernoulli.
Compte Joseph–Louis Lagrange (1736–1813). Γάλλος µαθηµατικός, µαθητής τοῦ Euler.
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καί ὅτι ἀναζητοῦνται λύσεις τῆς µορφῆς ϕ(x) = eλx. ∆ιαπιστοῦται δέ ὅτι τό λ ἀποτελεῖ ϱίζα
τοῦ χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου τῆς (.),

p(λ) = αnλn + αn−1λn−1 + · · ·+ α1λ + α0.

᾿Επίσης, στήν ἴδια ἐργασία, ἀναφέρεται ὅτι κατ’ ἀνάλογο τρόπο δύνανται νά εὑρεθοῦν (µέ τήν
χρήση κατάλληλου µετασχηµατισµοῦ) καί οἱ λύσεις τῆς ἐξισώσεως

αnxn dny
dxn + αn−1xn−1 dn−1y

dxn−1 + · · ·+ α1x
dy
dx

+ α0y = 0.

῾Η ἀνωτέρω, παρά τό γεγονός ὅτι συνήθως ϕέρει τό ὄνοµα τοῦ Euler καί σπανιότερα τοῦ
Cauchy, εἶχε µελετηθεῖ ἀπό τόν Johann Bernoulli τό 1700 περίπου. ῾Η γενική ὅµως
λύση τῆς (.), ἡ ὁποία καλύπτει καί τίς περιπτώσεις πολλαπλῶν ἤ καί µιγαδικῶν ϱιζῶν τοῦ
χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου, ἐδηµοσιεύθη τό 1743 ἀπό τόν Euler [15]. ῾Ο Euler ἐµελέτησε
καί τήν ἀντίστοιχη µή ὁµοιογενῆ, ἐνῶ ἡ περίπτωση τῶν µεταβλητῶν συντελεστῶν ἐµελετήθη
ἀργότερα ἀπό τόν Lagrange µεταξύ 1762 καί 1765 [28]. Μεταξύ ἄλλων ὁ Lagrange ἀπέδειξε
ὅτι τό σύνολο τῶν λύσεων τῆς ἐξισώσεως

αn(x)
dny
dxn + αn−1(x)

dn−1y
dxn−1 + · · ·+ α1(x)

dy
dx

+ α0(x) y = 0, (.)

ἀποτελεῖ n−διάστατο γραµµικό χῶρο, παρά τό γεγονός ὅτι τότε δέν ἦταν ἀκόµη διαθέσιµη ἡ
αὐστηρή ὁρολογία τῶν Γραµµικῆς Ἀλγέβρας.

᾿Ιδιαιτέρως νά σηµειωθεῖ ὅτι ἡ µέθοδος ὑποβιβασµοῦ τῆς τάξεως τῆς ἐξισώσεως (.), ἀνεκα-
λύϕθη ἀπό τόν d’Alembert [1] (ϐλέπε ῾Ενότητα 5.6). Στόν d’Alembert ἀποδίδεται καί ὁ
τύπος τῆς λύσεως τῆς µονοδιάστατης ἐξισώσεως κύµατος

∂2u
∂t2 = c2 ∂2u

∂x2 ,

διατυπωµένης ὡς πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν. ῾Η ἀνωτέρω ἐξίσωση περιγράφει τήν ταλάντωση
παλλοµένης χορδῆς. Τό u = u(x, t), ἀποτελεῖ τήν ἀποµάκρυνση τῆς χορδῆς ἀπό τήν ϑέση
ἰσορροπίας, ἐνῶ τό c τήν ταχύτητα διαδόσεως τοῦ ἤχου.

Τήν ἴδια περίπου ἐποχή ὁ Laplace, µελετοῦσε ϕυσικά ϕαινόµενα καί πῶς ἀπό αὐτά προκύ-
πτουν διαφορικές ἐξισώσεις. Μέ τήν παρουσία του δίδεται ἔµφαση στό πῶς τά ἤδη ὑπάρχοντα
Augustin Louis Cauchy (1789–1857). Γάλλος µαθηµατικός. Μεταξύ τῶν πολλῶν συνεισφορῶν του ἡ

αὐστηροποίηση τοῦ ὁρισµοῦ τοῦ ὁρίου διά τῆς χρήσεως τῶν δ καί ε.
∆οθέντος ὅτι γνωρίζοµε µία µή µηδενική λύση τῆς (.), µέσῳ τῆς µεθόδου αὐτῆς, εἶναι δυνατόν νά ἀναγάγοµε

τό πρόβληµά τῆς ἐπιλύσεως τῆς (.), σέ πρόβληµα ἐπιλύσεως κάποιας ἐξισώσεως τάξεως n−1.
Jean le Rond d’Alembert (1717–1783). Γάλλος µαθηµατικός καί ϕυσικός.
Marquis Pierre–Simon de Laplace (1749–1827). Γάλλος µαθηµατικός, ϕυσικός καί ἀστρονόµος. ῾Υπῆρξε

γνωστός γιά τήν συχνή χρήση τῆς ϕράσεως, il est aisé de voir.
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ἀποτελέσµατα δύνανται νά ἐφαρµοσθοῦν σέ ϕυσικά ϕαινόµενα. Τό ὄνοµά του ϕέρει καί ἡ
ἐξίσωση δυναµικοῦ

∆u =
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2 = 0,

καθώς καί ὁ ἀντίστοιχος µερικός διαφορικός τελεστής ∆ = ∑n
i=1 ∂2/∂x2

i . Σηµαντική εἶναι
ἡ συνεισφορά του στήν Οὐράνια Μηχανική ἡ ὁποία ἐπισφραγίζεται ἀπό τό πεντάτοµο ἔργο
Traité de mécanique céleste (1799–1825). Τόν µετασχηµατισµό Laplace, ἄν καί δικαίως
του ἀποδίδεται, δέν τόν ἐχρησιµοποίησε ποτέ γιά τήν ἐπίλυση διαφορικῶν ἐξισώσεων. Κάτι
τέτοιο συνέβη πολύ ἀργότερα. Ἀναµφιβόλως σηµαντική, στήν περιοχή τῶν ∆Ε, ὑπῆρξε καί
ἡ παρουσία του Gauss ὁ ὁποῖος, µεταξύ πολλῶν ἄλλων, ἀνέπτυξε τήν Θεωρία ∆ιαταραχῶν
(Perturbation Theory) [21].

᾿Εκτός τῆς Γραµµικῆς Ἀλγέβρας πολλοί ἄλλοι κλάδοι τῶν Μαθηµατικῶν ὀφείλουν τήν γένεσή
τους στίς διαφορικές ἐξισώσεις. ῾Η ∆ιαφορική Γεωµετρία ἀποκτᾶ τήν σύγχρονή της ἐκδο-
χή ὅταν ὁ Lie ἀναλύει τό πρόβληµα τῆς ὁλοκληρώσεως ἐξισώσεων ἐπί συγκεκριµένων ἐπι-
ϕανειῶν καί διαπιστώνει τήν ἀνάγκη λεπτοµεροῦς µελέτης τῆς ὁµάδος τῶν ἀµφιδιαϕορισίµων
συναρτήσεων, ἀργότερα γνωστῆς ὡς ῾Οµάδος Lie. Προσφάτως, ἡ Μαθηµατική Θεωρία τοῦ
Χάους γεννᾶται ἐν πολλοῖς ἀπό τήν ἀνάγκη κατανοήσεως χαοτικῶν ϕαινοµένων ἐµφανιζοµέ-
νων στίς διαφορικές ἐξισώσεις στά δυναµικά συστήµατα. Στήν δέ περίπτωση τῆς Ἀριθµητικῆς
Ἀναλύσεως, µέγα µέρος τοῦ κλάδου ἀσχολεῖται µέ τήν ἀριθµητική ἐπίλυση διαφορικῶν ἐξι-
σώσεων.

Σύγχρονη ἐποχή

Ἀπό τά µέσα περίπου τοῦ 19ου αἰῶνος, παύουν πλέον οἱ µαθηµατικοί νά ἀσχολοῦνται ἀπο-
κλειστικῶς µέ τήν µεθοδολογία ἐπιλύσεως διαφορικῶν ἐξισώσεων, ἀφοῦ καθίσταται πλέον
σαφές ὅτι οἱ πλεῖστες τῶν ἐξισώσεων δέν δύνανται νά ἐπιλυθοῦν καί νά προκύψει λύση ἐκπε-
ϕρασµένη µέσῳ στοιχειωδῶν συναρτήσεων καί ὁλοκληρωµάτων αὐτῶν, ἤτοι : λύση σέ κλειστή
µορφή. Εἶναι µάλιστα ἀξιοσηµείωτο ὅτι ὁ Liouville τό 1841 ἀπέδειξε ὅτι ἡ ἐξίσωση

x′ = t2 + x2,

δέν ἔχει λύση ἐκφράσιµη µέσῳ στοιχειωδῶν συναρτήσεων καί ὁλοκληρωµάτων [35].

Καθώς ϐελτιώνονται τά διαθέσιµα ἀναλυτικά ἐργαλεῖα, µελετᾶται ἡ ϕύση τῶν λύσεων, χωρίς
νά εἶναι αὐτές γνωστές. Τό ϑεώρηµα ὑπάρξεως λύσεων σέ προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν,
Carl Friedrich Gauss (1777–1855). Μεγάλος γερµανός µαθηµατικός, ἀλλά καί ϕυσικός καί ἀστρονόµος.

Θεωρεῖται ὁ µέγιστος τῆς ἐποχῆς του.
Sophus Lie (1842–1899). Νορβηγός µαθηµατικός
Joseph Liouville (1809–1882). Γάλλος µαθηµατικός.
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δηλαδή, συνδυασµοῦ διαφορικῆς ἐξισώσεως καί ἀρχικῆς συνθήκης,

dx
dt

= f (t, x), x(τ) = ξ, (.)

µέσῳ ε−προσεγγιστικῶν λύσεων ἐµφανίζεται ἀπό τόν Lipschitz τό 1876 ἄν καί ἡ διαδικασία
ἦταν γνωστή στόν Cauchy ἀπό τό 1820 περίπου. Τό δέ ϑεώρηµα ὑπάρξεως καί µοναδικότη-
τος λύσεων τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν, καί ἰδιαιτέρως τῆς ἰσοδύναµης ὁλοκληρωτικῆς
αὐτοῦ µορφῆς

x(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, x(s)

)
ds, (.)

ὅταν ἡ συνάρτηση ϱοῆς f εἶναι συνεχής Lipschitz ὡς προς x, µέσῳ τῆς ἐπαναληπτικῆς
διαδικασίας τοῦ Picard, ἤτοι, τῆς ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας

ϕ0(t) = ξ, ϕn+1(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕn(s)

)
ds, n = 0, 1, 2, . . . ,

προκύπτει ἀπό ἐργασίες τῶν Picard τό 1893 καί Lindelöf  τό 1894 ἄν καί ἡ µέθοδος αὐτή
πιστεύεται ὅτι ἦταν ἐπίσης γνωστή στόν Cauchy. ᾿Εµφανίζεται δέ γιά πρώτη ϕορά ἀπό τόν
Liouville τό 1838, στήν γραµµική της ὅµως ἐκδοχή, δηλαδή, στήν περίπτωση ὅπου

f (t, x) = p(t) x + q(t).

῾Η ἐπαναληπτική διαδικασία τοῦ Picard ἀπετέλεσε (καί ἐξακολουθεῖ νά ἀποτελεῖ) ἐξ ἴσου
σηµαντικό ἐργαλεῖο στήν Θεωρία τῶµ ᾿Εξελικτικῶν Μερικῶν ∆ιαφορικῶν ᾿Εξισώσεων. Λύσεις
προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν παραβολικῶν καί ὑπεβολικῶν ἐξισώσεων, γραµµικῶν ἀλλά καί
οἰονεῖ γραµµικῶν, δύνανται νά προκύψουν ὡς ὅρια καταλλήλων ἀναδροµικῶν ἀκολουθιῶν
Picard.

Ἀπό τά τέλη τοῦ 19ου αἰῶνος, µέ τήν συµβολή τῶν Poincaré καί Lyapunov, σηµατοδοτεῖ-
ται ἡ σύγχρονη ἐποχή στήν µελέτη τῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων. ᾿Εκτός ἀπό τήν µελέτη τῆς
ὑπάρξεως καί µοναδικότητος λύσεων λαµβάνει χώρα ἡ συστηµατική µελέτη τῆς εὐστάθειας,
τῆς ὁµαλῆς ἐξαρτήσεως τῶν λύσεων ἀπό παραµέτρους, τῆς ὑπάρξεως περιοδικῶν λύσεων καί
τῶν ἰδιοτήτων αὐτῶν, καθώς ἐπίσης καί τῆς ποιοτικῆς ϑεωρίας τῶν δυναµικῶν συστηµάτων.
Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832–1903). Γερµανός µαθηµατικός.
Οἱ ε−προσεγγιστικές λύσεις ἀποτελοῦν συναρτήσεις µέ πολυγωνικά γραφήµατα, ἤτοι, συνεχεῖς καί κατά

τµήµατα γραµµικές συναρτήσεις. ῎Εχουν τήν ἰδιότητα ὅτι σέ κάθε ὑποδιάστηµα στό ὁποῖο εἶναι γραµµικές,
ἀποτυγχάνουν νά ἱκανοποιήσουν τήν (1.4) τό πολύ κατά ε. (Βλέπε ῾Ενότητα 3.4).
Βλέπε ῾Ορισµό 3.1.5 στήν σελίδα 115.
Charles Émile Picard (1856–1941). Γάλλος µαθηµατικός
Ernst Leonard Lindelöf (1870–1946). Σουηδός µαθηµατικός.
Jules Henri Poincaré (1854–1912). Γάλλος µαθηµατικός.
Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857–1918). Ρῶσσος µαθηµατικός.
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Ἄς µή µᾶς διαφεύγει ὅτι οἱ διαφορικές ἐξισώσεις προέρχονται ἀπό ϕυσικά ϕαινόµενα στά
ὁποῖα οἱ µέν ἀρχικές συνθῆκες ἐκτιµῶνται κατά προσέγγιση, ἡ δέ συνάρτηση ϱοῆς ἀποτελεῖ
συνήθως ἁπλουστευµένη ἐκδοχή τοῦ ϕυσικοῦ προβλήµατος. Λαµβάνονται συνήθως ὑπ’ ὄ-
ψη µία σειρά ἀπό παραδοχές, οἱ ὁποῖες καθιστοῦν τήν συνάρτηση ϱοῆς εὐκολότερη πρός
µελέτη. Οἱ λύσεις τῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων ϑά ἦσαν ὡς ἐκ τούτου ἄνευ ϕυσικῆς σηµασίας
ἄν µικρές µεταβολές τῶν ἀρχικῶν τιµῶν καί τῆς συναρτήσεως ϱοῆς, εἶχαν ὡς ἀποτέλεσµα
σηµαντικές ποιοτικές ἤ ποσοτικές µεταβολές σ’ αὐτές, δοθέντος ὅτι τόσο οἱ ἀρχικές συνθῆκες
ὅσο καί οἱ ϱοές προέρχονται ἀπό προσεγγίσεις ϕυσικῶν µοντέλων. Κατέστη λοιπόν εὔλογη
ἡ µελέτη τῆς ὁµαλῆς ἐξαρτήσεως τῶν λύσεων ἀπό παραµέτρους (ὅπως γιά παράδειγµα οἱ
ἀρχικές συνθῆκες ἀλλά καί ἀπό παραµέτρους οἱ ὁποῖες συναρτοῦν τήν ἴδια τήν ϱοή) καί τοῦ
καλῶς τοποθετηµένου (well–posedness) τῶν προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν.

Ἀπό τίς ἀρχές τοῦ 20οῦ αἰῶνος, καθίσταται αἰσθητότερη ἡ παρουσία τῆς Ρωσσικῆς σχολῆς µέ
ἐκπροσώπους, ἐκτός τοῦ Lyapunov, τῶν Andronov καί Pontryagin, οἱ ὁποῖο ἀσχολήθη-
σαν, ἐκτός ἀπό τήν εὐστάθεια τῶν λύσεων (καί περιοδικῶν λύσεων) καί µέ τόν ἔλεγχο τῶν
αὐτοµάτων. ῾Ο δέ Lefschetz µελέτησε τήν ποιοτική ϑεωρία καί γεωµετρικά χαρακτηριστικά
τῶν δυναµικῶν συστηµάτων. Σηµαντικότατη εἶναι ϐεβαίως καί πρόσφατη συνεισφορά τῶν
Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903–1987) καί V.I. Arnold (1937– ) , µέ ἔµφαση τήν
γεωµετρική ϑεώρηση. Τόσο ἡ ∆ιαφορική Γεωµετρία ὅσο καί Ἀλγεβρική Τοπολογία καθί-
στανται πλέον ἀπαραίτητα ἐργαλεῖα. Τά ὀνόµατα τῶν Kolmogorov καί Arnold συνδέονται
µέ αὐτό τοῦ Jürgen Moser στό Θεώρηµα ΚΑΜ ἤ Kolmogorov–Arnold–Moser , συµφώνως
πρός τό ὁποῖο, ἐπαρκῶς µικρές διαταραχές σέ ὁλοκληρώσιµο σύστηµα, ἀφήνουν µετρήσιµη
περιοχή τοῦ χώρου ἀµετάβλητη ποιοτικῶς. Τό δέ µέτρο τῆς περιοχῆς µειοῦται ὅσο µεγαλώνει
ἡ διαταραχή.

Ἀπό τήν δεκαετία τοῦ ΄70 καί µετά ἔχει δοθεῖ νέα ὤθηση στίς διαφορικές ἐξισώσεις λόγῳ
τῆς ἀνάγκης κατανοήσεως χαοτικῶν ϕαινοµένων τά ὁποῖα συνδέονται µή γραµµικά συστή-
µατα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων. ∆έν ϑά ἦταν ὑπερβολή νά λεχθεῖ ὅτι ὅλα τά γνωστά
χαοτικά ϕαινόµενα ἐµφανίζονται καί στίς διαφορικές ἐξισώσεις καί µάλιστα σέ αὐτόνοµα
Aleksandr Aleksandrovich Andronov (1901–1952). Ρῶσσος µαθηµατικός καί ϕυσικός. Εἶναι ἀξιοσηµείωτο

ὅτι οἱ Πῶσοι ἐρίζουν τήν πατρότητα τῆς διακλαδώσεως τοῦ Hopf (Hopf bifurcation), τήν ὁποία ἀποδίδουν στόν
Andronov.
Lev Semenovich Pontryagin (1908–1988). Ρωσσοεβραϊκῆς καταγωγῆς µαθηµατικός, ὁ ὁποῖος ἐτυφλώθη σέ

ἠλικία 14 ἐτῶν.
Solomon Lefschetz (1884–1972). Ρωσσοεβραϊκῆς καταγωγῆς µαθηµατικός. Τό 1905 µετανάστευσε στίς

῾Ηνωµένες Πολιτεῖες, ὅπου καί πῆρε διδακτορικό στά Μαθηµατικά. Ἀπό τό 1925 καί µετά ὑπῆρξε καθηγητής
στό Princeton.
Τό ϑεώρηµα αὐτό ἐπροτάθη ἀπό τόν Kolmogorov στό Dokl. Akad. Nauk. USSR, 98, 527 (1954). Ἀπεδείχθη

ἀνεξαρτήτως ἀπό τούς Arnold, Uspekhi Mat. Nauk, 18, 85 (1963) καί τόν Moser, Nachr. Akad. Wiss.
Göttingen, no 1, (1962).
 ῾Ο Mitchell J. Feigenbaum (1944– ) εἶχε ὁρίσει ὡς χαοτική διαδικασία (chaotic process) αὐτή ἡ ὁποία δέν
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µή γραµµικά συστήµατα. Πολλά δέ ἐξ αὐτῶν ἐνεφανίσθησαν γιά πρώτη ϕορά στίς διαφορικές
ἐξισώσεις. Χαρακτηριστικό παράδειγµα ἀποτελεῖ τό µή γραµµικό σύστηµα





ẋ = −σx + σy
ẏ = rx− y− xz
ż = −bz + xy,

γνωστό ὡς σύστηµα Lorenz. Σ’ αὐτό τό σύστηµα, µεταβάλλοντας τίς παραµέτρους σ, r
καί b, δυνάµεθα νά παρατηρήσοµε πλειάδα χαοτικῶν ϕαινοµένων, µεταξύ τῶν ὁποίων καί
ἡ ἐπαλληλία διπλασιασµῶν περιόδου (period doubling cascade), καθώς καί ποικιλία παρά-
ξενων ἑλκυστῶν (strange attractors), γνωστῶν ὡς ἑλκυστῶν Lorenz. Στά χαοτικά αὐτά ϕαι-
νόµενα ἡ λύση ὁρίζεται γιά κάθε ϑετικό χρόνο καί παραµένει ϕραγµένη. Τό δέ σύνολο τῶν
ὁριακῶν καταστάσεων ϐρίσκεται σ’ ἕνα συµπαγές ὑποσύνολο τοῦ R3 διαστάσεως Hausdorff
µικρότερης τοῦ δύο.

᾿Αριθµητικές µέθοδοι

῎Ηδη ἀπό τήν ἐποχή τοῦ Newton, ὁ ὁποῖος εἰσήγαγε τήν µέθοδο τῶν δυναµοσειρῶν, ὑπῆρξε
ἐνδιαφέρον γιά τήν προσέγγιση τῶν λύσεων τῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων, δοθέντος ὅτι πολύ
ἐνωρίς κατέστη σαφές ὅτι ἡ µεθοδολογία ἐπιλύσεως δέν ἀποτελεῖ πανάκεια. Πέραν τῶν ἀρι-
ϑµητικῶν ἀπαντήσεων τίς ὁποῖες λαµβάνοµε χρησιµοποιῶντας µεθόδους πεπερασµένων δια-
ϕορῶν, πεπερασµένα στοιχεῖα ἤ ϕασµατικές µεθόδους, πολύ συχνά λαµβάνοµε καί πληρο-
ϕορίες οἱ ὁποῖες µᾶς ἐπιτρέπουν νά ἀναπτύξοµε τήν ποιοτική ϑεωρία. ῾Η µέθοδος µέ τήν
ὁποία ὁ Johann Bernoulli ἔλυσε τό Πρόβληµα τοῦ Βραχιστοχρόνου ἀποτελεῖ µία προσεγγι-
στική διαδικασία ὅπου διακριτοποιοῦνται οἱ τιµές τῆς ταχύτητος τοῦ κατερχοµένου σώµατος.
Καθώς ἡ λεπτότης τῆς διακριτοποιήσεως τείνει στό µηδέν οἱ προσεγγιστική λύση συγκλίνει
καί τό ὅριο ἀποτελεῖ τήν Ϲητουµένη καµπύλη. Ἀπό τό γεγονός λοιπόν ὅτι µία προσεγγιστική
διαδικασία συγκλίνει προκύπτει ἡ ἀκριβής λύση τοῦ προσεγγιζοµένου προβλήµατος.

Η µεθοδος του Euler. Πλεῖστα ἀποτελέσµατα ὑπάρξεως λύσεων προέκυψαν ἐµµέσως ἀπό
τήν σύγκλιση κάποιας προσεγγιστικῆς µεθόδου. Χαρακτηριστικό παράδειγµα ἀποτελεῖ τό
ἰσχυρότερο ἀποτέλεσµα ὑπάρξεως λύσεων τῶν Cauchy–Lipschitz, µέσῳ τῶν ε−προσεγγι-
στικῶν λύσεων, οἱ ὁποῖες οὐσιαστικά ἀποτελοῦν τίς προσεγγιστικές λύσεις τίς ὁποῖες µᾶς
παρέχει ἡ µέθοδος πεπερασµένων διαφορῶν τοῦ Euler [17]. Στήν µέθοδο αὐτή ἡ παράγωγος

περιέχει ἀναγνωρίσιµες µορφές ἤ µοτίβα (recognizable patterns) [18], [19], ἄρα ἐκ πρώτης ὄψεως ἡ ϕράση
γνωστά χαοτικά ϕαινόµενα ἔρχεται σέ ἀντίφαση µέ τόν ὁρισµό τοῦ Feigenbaum. ῾Ωστόσο σήµερα ὑπάρχει
αὐστηρός ὁρισµός, ἡ δέ γένεση καί ϕύση κάποιων χαοτικῶν διαδικασιῶν ἔχει κατανοηθεῖ σέ µεγάλο ϐαθµό.
Ἀνεκαλύφθη ἀπό τόν Ἀµερικάνο µετεωρολόγο Edward N. Lorenz (1917– ) καί πρωτοεµφανίστηκε σέ ἐργασία

του 1963 περί τῆς ϱοῆς ἀερίων µαζῶν στήν ἀτµόσφαιρα.
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x′(t) προσεγγίζεται ἀπό πηλίκο διαφορῶν

x(t + h)− x(t)
h

.

Γιά νά προσεγγισθεῖ λοιπόν ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.) στό διάστηµα
[τ, τ + γ], κατασκευάζοµε µία διαµέριση N+1 σηµείων τοῦ διαστήµατος αὐτοῦ

τ = τ0 < τ1 < · · · < tN = τ + γ,

ὅπου
τk = τ + kh = τ + k

γ

N
,

k = 0, 1, . . . , N. Ἀκολούθως ὑπολογίζοµε τίς προσεγγιστικές τιµές, xk, k = 1, . . . , N, τῆς
λύσεως στά σηµεῖα τῆς διαµερίσεως συµφώνως πρός τόν ἀναδροµικό τύπο

x0 = ξ, xk+1 = xk + h f (τk, xk).

Τέλος, ὁρίζεται ὡς προσεγγιστική λύση ἡ συνάρτηση µέ γράφηµα τήν πολυγωνική γραµµή
ἡ ὁποία συνδέει τά σηµεῖα (τk, xk), k = 0, 1, . . . , N. Ἀποδεικνύεται ὅτι, ἄν ἡ f εἶναι ἐπαρκῶς
ὁµαλή, τότε ἡ ἀνωτέρω προσέγγιση συγκλίνει στήν λύση τοῦ (.), καθώς τό h τείνει στό
µηδέν. ∆οθέντος ϐεβαίως ὅτι ὑπάρχει λύση σ’ ὅλο τό ἀνωτέρω διάστηµα. ᾿Ιδιαιτέρως, ἡ
ἀνωτέρω µέθοδος εἶναι πρώτης τάξεως ἀκριβείας, δηλαδή ἄν xh(t) ἡ προσεγγιστική λύση γιά
διαµέριση λεπτότητος h = γ/N, καί x(t) ἡ ἀκριβής λύση, τότε

max
τ≤t≤τ+γ

∣∣xh(t)− x(t)
∣∣ = O(h).

῾Η µέθοδος αὐτή ἐλάχιστα χρησιµοποεῖται σήµερα γιά ἀριθµητικές προσεγγίσεις λόγῳ τῆς
χαµηλῆς της ἀκριβείας καί τῆς ἀπουσίας ἀπολύτου εὐσταθείας. ῾Ωστόσο ἔχει χρησιµοποιηθεῖ
σέ ἀποδείξεις ὑπάρξεως λύσεων τόσο στήν περιοχή τῶν Συνήθων, ὅσο καί στήν περιοχή τῶν
Μερικῶν ∆ιαφορικῶν ᾿Εξισώσεων.

῾Η µέθοδος Euler ἀποτελεῖ προσέγγιση τῆς σειρᾶς Taylor τῆς λύσεως :

x(t + h) ≈ x(t) + h x′(t) = x(t) + h f
(
t, x(t)

)
.

Τό 1768 ὁ Euler διεπίστωσε ὅτι ἡ προσέγγιση ϐελτιώνεται ἄν στήν προσέγγιση προστεθεῖ καί
ὁ ἀµέσως ἑπόµενος ὅρος οῦ ἀναπτύγµατος Taylor τῆς λύσεως [17]:

x(t + h) ≈ x(t) + h x′(t) + 1
2 h2x′′

= x(t) + h f
(
t, x(t)

)
+ 1

2 h2
(

ft
(
t, x(t)

)
+ fx

(
t, x(t)

)
x′(t)

)

= x(t) + h f
(
t, x(t)

)
+ 1

2 h2
(

ft
(
t, x(t)

)
+ fx

(
t, x(t)

)
f
(
t, x(t)

))
.
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Κατ’ αὐτόν τόν τρόπο, τό γράφηµα τῆς προσεγγιστικῆς λύσεως καθίσταται ἕνωση παραβολῶν
(ἀντί εὐθυγράµµων τµηµάτων) καί ἡ προσέγγιση πράγµατι συγκλίνει στήν ἀκριβῆ λύση τα-
χύτεϱα, δοθέντος ὅµως ὅτι ἡ συνάρτηση ϱοῆς f εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη. Συγκεκριµένα,
ἄν xh(t) ἡ προσεγγιστική λύση γιά διαµέριση λεπτότητος h = γ/N, καί x(t) ἡ ἀκριβής
λύση, τότε

max
τ≤t≤τ+γ

∣∣xh(t)− x(t)
∣∣ = O(h2).

Οἱ Ἀριθµητικές ∆ιαφορικές ᾿Εξισώσεις ἀποτελοῦν σήµερα ἕνα τεράστιο κλάδο στόν ὁποῖο
συνεισφέρουν, ὄχι µόνο ἐφαρµοσµένοι µαθηµατικοί, ἀλλά καί µηχανικοί, ϕυσικοί, χηµικοί,
ϐιολόγοι, οἰκονοµολόγοι, καθώς ἐπίσης καί καθαροί µαθηµατικοί. ῾Η µελέτη τῆς εὐστά-
ϑειας, τῆς συγκλίσεως, τῆς ἐκτιµήσεως τοῦ σφάλµατος τῶν ἀριθµητικῶν µεθόδων ἔχει ἀνοίξει
σηµαντικά προβλήµατα σέ πλεῖστες περιοχές τῶν Μαθηµατικῶν ὅπως στήν Γραµµική Ἄλ-
γεβρα, στήν Συναρτησιακή Ἀνάλυση (Μελέτη διακριτῶν τελεστῶν, εἰδικοί χῶροι Sobolev,
ϑεωϱία διαταραχῶν, ϑεωϱία προσεγγίσεων κλπ.), καί συχνά στήν Μιγαδική Ἀνάλυση καί
στήν Γεωµετρία.

Μή ἐξαιρετέα ἀπό τήν ἀναφορά µας δέν ϑά πρέπει νά εἶναι καί τά σχετικῶς προσφάτως ἀνα-
πτυχθέντα, µέσῳ τῶν ἀριθµητικῶν µεθόδων, εἰδικευµένα γιά διαφορικές ἐξισώσεις, γραφικά
λογισµικά (graphics softwares), τά ὁποῖα ἀποτελοῦν ἄριστο ἐποπτικό µέσο, τόσο γιά τόν
ἐρευνητή, ὅσο καί γιά τόν ϕοιτητή. ᾿Εκτός ἀπό τά γραφήµατα τῶν λύσεων διαφορικῶν ἐξι-
σώσεων, µᾶς παρέχουν τήν δυνατότητα ἐποπτείας ϕασµατικῶν πεδίων, πεδίων διευθύνσεων,
ὁλοκληρωτικῶν καµπυλῶν καί ποικίλων χαοτικῶν ϕαινοµένων τά ὁποῖα ἐµφανίζονται σέ λύ-
σεις διαφορικῶν ἐξισώσεων.
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1.2 ᾿Εναρκτήριο παράδειγµα

Tractrix

᾿Ενῶ ὁ Leibniz διέµενε στό Παρίσι (1672–1676) καί ἐδιδάσκετο Μαθηµατικά ἀπό τόν Huy-
gens, ὁ διάσηµος ἀρχιτέκτων καί ἀνατόµος Claude Perrault (1613–1688) τοῦ ἔθεσε τό
ἀκόλουθο πρόβληµα (ϐλέπε [24]):

Νά ϐρεθεῖ καµπύλη µέ τήν ἰδιότητα ὅτι σέ κάθε της σηµεῖο P, ἡ ἐφαπτόµενη τέµνει τόν ἄξονα
τῶν x σέ σηµεῖο Q κατά τρόπον ὥστε τό µῆκος τοῦ εὐθυγράµµου τµήµατος PQ νά ἰσοῦται
µέ σταθερό µῆκος α.

Γιά νά καταστήσει ὁ Perrault τό ἐρώτηµα εὐληπτότερο, ἐχρησιµοποίησε ἕνα ὡρολόγιο τσέ-
πης, ἡ ἁλυσίδα τοῦ ὁποίου, εἶχε τό σταθερό µῆκος α, ἐνῶ τό κέντρο περιστροφῆς τῶν
δεικτῶν, ἀπετέλεσε τό τυχόν σηµεῖο τῆς Ϲητούµενης καµπύλης. Τό δέ ἄκρο τῆς ἁλυσίδος
ἐκινεῖτο πάνω σέ τραπέζι. Ἀνέφερε δέ ὅτι οὐδείς µαθηµατικός στό Παρίσι ἤ τήν Μασσαλία,
ὑπονοῶντας τόν Fermat, κατόρθωσε νά ϐρεῖ τήν λύση. ῾Ο Leibniz ἐδηµοσίευσε ἐν τέλει τήν
λύση στά 1693 (ϐλέπε [32]), ἰσχυριζόµενος ὅτι τήν ἐγνώριζε γιά ἀρκετό διάστηµα.

Ἄν ϑεωρήσοµε ὅτι ἡ Ϲητούµενη καµπύλη ἀποτελεῖ τό γράφηµα τῆς συναρτήσεως y = f (x),
τότε στό σηµεῖο P = (x0, y0), τοῦ γραφήµατός της, ἡ ἐξίσωση ἐφαπτοµένης ϑά εἶναι ἡ

y− y0 = f ′(x0)(x− x0),

ἡ ὁποία τέµνει τόν ἄξονα τῶν x στό σηµεῖο Q = (X(x0), 0) γιά τό ὁποῖο ἰσχύει ὅτι :

−y0 = f ′(x0)
(
X(x0)− x0

)
,

ἤ ἰσοδύναµα

X(x0) = x0 − y0

f ′(x0)
= x0 − f (x0)

f ′(x0)
.

῾Η δέ ἀπόσταση PQ ἰσοῦται µέ α, ἄρα

α2 = (xP − xQ)2 + (yP − yQ)2

=

(
x0 −

(
x0 − f (x0)

f ′(x0)

))2

+
(

f (x0)− 0
)2

=
(

f (x0)
f ′(x0)

)2

+
(

f (x0)
)2

=
(

f (x0)
)2 ·

(
1(

f ′(x0)
)2 + 1

)
.

Horologio portabili suæ thecæ argenteæ.
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Λύοντας λοιπόν ὡς πρός f ′(x0) λαµβάνοµε

f ′(x0) = ± f (x0)√
α2 − ( f (x0))

2
. (.)

Ἀντικατασταθῶντας τό x0 ἀπό τήν µεταβλητή x, τήν f (x) ἀπό τήν y καί τήν παράγωγο ἀπό
τόν κλασσικό της συµβολισµό, ἡ (.) γράφεται ὡς

dy
dx

= − y√
α2 − y2

. (.)

Τό ἀρνητικό πρόσηµο ἐπελέγη ὥστε ἡ ἐφαπτόµενη νά τέµνει τόν ἄξονα τῶν x ϕθίνουσα.
᾿Επιλογή τοῦ ϑετικοῦ προσήµου ϑά ὁδηγοῦσε στήν συµµετρική, ὡς πρός τόν ἄξονα τῶν x,
καµπύλη. ῾Η (.) ἀποτελεῖ µία ἐξίσωση στήν ὁποία ἡ κλίση τῆς Ϲητουµένης καµπύλης (ἤ ὁ
ϱυθµός µεταβολῆς τῆς συναρτήσεως τῆς ὁποίας ἀποτελεῖ τό γράφηµα) δίδεται συναρτήσει τῆς
τιµῆς της. Ἀποτελεῖ λοιπόν µιά διαφορική ἐξίσωση. Πραγµατοποιῶντας τόν µετασχηµατισµό
z2 = α2 − y2, λαµβάνοµε

z =
√

α2 − y2, y2 = α2 − z2, καί y dy = −z dz.

῾Η (.) λοιπόν λαµβάνει τήν µορφή:

dz
dx

=
α2 − z2

z2 ἤ z2

α2 − z2 ·
dz
dx

= 1.

᾿Ισοδύναµα (
−1 +

α

2

( 1
α− z

+
1

α + z

))
dz
dx

= 1,

µέ λύση

−α

2
log

(
α + z
α− z

)
− z = x + c.

῾Η σταθερά c ἡ ὁποία προκύπτει ἀπό τήν ὁλοκλήρωση δύναται νά παραλειφθεῖ, δοθέντος ὅτι
παράλληλες µετατοπίσεις τῆς Ϲητούµενης καµπύλης δέν ἀλλοιώνουν τίς ἀπαιτούµενές της
ἰδιότητες. ῾Ο ἀντίστροφος µετασχηµατισµός z =

√
α2 − y2 παρέχει ἐν τέλει τήν καµπύλη

x = −
√

α2 − y2 − α log

(
α−√

α2 − y2

y

)
.

῾Η ἀνωτέρω καµπύλη ὀνοµάζεται tractrix καί στά ἑλληνικά ἕλκουσα. ῾Ο δέ ἄξονας τῶν x
ἐπί τοῦ ὁποίου ϐρίσκεται τό ἄκρο τῆς ἁλυσίδος ἀποτελεῖ τήν directrix καί στά ἑλληνικά
διευθετοῦσα. Σηµειωτέον ὅτι, τόσο ὁ Leibniz ὅσο καί ὁ Huygens, ἐµελέτησαν περιπτώσεις
προσδιορισµοῦ τῆς ἕλκουσας γιά προβλήµατα ὅπου ἡ διευθετοῦσα δέν ἀποτελεῖ πλέον τόν
ἄξονα τῶν x ἀλλά ποικιλία γνωστῶν καµπυλῶν. ῾Ο ἀναγνώστης ἐνθαρρύνεται νά ἀνακαλύψει
τήν ἕλκουσα στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία ἡ διευθετοῦσα ἀποτελεῖ τόν κύκλο.
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1.3 ᾿Ονοµατολογία

Τό ἀντικείµενο τοῦ ἀνά χεῖρας ἐγχειριδίου εἶναι οἱ

Συνήθεις ∆ιαφορικές ᾿Εξισώσεις

(Ordinary Differential Equations)

᾿Εξισώσεις: Ἄρα ὑπάρχει κάποιο Ϲητούµενο τό ὁποῖο ἀποτελεῖ ἄγνωστη συνάρτηση. Ἀπο-
τελοῦν λοιπόν συναρτησιακές ἐξισώσεις.

∆ιαφορικές: Ἄρα τό Ϲητούµενο εἶναι συνάρτηση ἡ ὁποία ἐµφανίζεται στήν ἐξίσωση δια-
ϕορισµένη. Στήν ἐξίσωση ἐµφανίζεται ἐν γένει καί µή διαφορισµένη, ἡ Ϲητουµένη
συνάρτηση.

Συνήθεις: Προσδιορισµός εἰς ἀντιδιαστολήν πρός τίς µερικές διαφορικές ἐξισώσεις (Μ∆Ε),
ὅπου στήν ἐξίσωση ἐµφανίζονται µερικές παράγωγοι τῆς Ϲητουµένης συναρτήσεως ὡς
πρός περισσότερες ἀπό µία µεταβλητές. Στίς συνήϑεις διαφορικές ἐξισώσεις (Σ∆Ε),
οἱ Ϲητούµενες συναρτήσεις, εἶναι συναρτήσεις µιᾶς µόνο µεταβλητῆς, τήν ὁποία ϑά
καλοῦµε χρόνο.

1.3.1 Χαρακτηριστικά παραδείγµατα

Παρατίθενται κάτωθι γνωστά παραδείγµατα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων.

(i) x′ = f (t). Λύση αὐτῆς τό
ἀόριστο ὁλοκλήρωµα τῆς f .

(ii) 1
2

m ṙ2 − GmM
r

= E. ∆ιατήρηση ἐνεργείας ὑπό τήν
ἐπίδραση τῆς ϐαρύτητος.

(iii) ϑ̈ +
g
L

sin ϑ = 0. ῾Η ἐξίσωση ἡ ὁποία περιγράφει
τήν κίνηση τοῦ ἐκκρεµοῦς.

(iv) x′′ + δx′ + ω2x = 0, δ > 0. Κίνηση ἐλατηρίου µέ ἀπόσβεση.

(v) x′′ + ε(x2 − 1)x′ + x = 0. ᾿Εξίσωση ταλαντωτοῦ
τοῦ Van der Pol.

(vi) t2x′′ + tx′ + (t2 − ν2)x = 0. ᾿Εξίσωση Bessel.
Λύσεις οἱ συναρτήσεις Bessel.

Friedrich Wilhelm Bessel (1784–1846). Γερµανός ἀστρονόµος.



 Κεφάλαιο 1. Εἰσαγωγικά

(vii)
n

∑
k=0

αktkx(k) = 0. ᾿Εξίσωση Euler.

(viii)





dH
dt

= αH − βHP,

dP
dt

= −γP + δHP.

Σύστηµα ἀνταγωνιζοµένων εἰδῶν
τῶν Lotka–Volterra.

1.3.2 Τό ϐασικό πρόβληµα

῾Η γενικότερη µορφή τήν ὁποία δύναται νά λάβει µία συνήθης διαφορική ἐξίσωση εἶναι :

F
(

t, x(0), x(1), . . . , x(n)
)

= 0, (.)

ὅπου x(k) = dkx/dtk καί n ≥ 1. Οἱ συναρτήσεις F καί x δύνανται νά εἶναι ϐαθµωτές (scalar)
ἤ καί διανυσµατικές.

Τό ϐασικό πρόβληµα στίς συνήθεις διαφορικές ἐξισώσεις, εἶναι ἡ εὕρεση λύσεως, ἡ ὁποία
στήν περίπτωση τῆς (.), ἀποτελεῖ µία n ϕορές συνεχῶς διαφορίσιµη συνάρτηση ϕ, ὁρισµένη
σέ κάποιο διάστηµα I, ἡ ὁποία ἱκανοποιεῖ τήν

F
(

t, ϕ(0)(t), ϕ(1)(t), . . . , ϕ(n)(t)
)

= 0 διά κάθε t ∈ I.

῾Η (.) ἔχει, ἐν γένει, ἄπειρες τό πλῆθος λύσεις (αὐστηρός ὁρισµός τῶν ὁποίων ϑά δοθεῖ
στήν ῾Ενότητα 1.5 στήν σελίδα 27). ῾Η ἀνωτέρω µορφή τῶν συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων
δέν προσφέρεται γιά µελέτη. Σαφῶς καταλληλότερη εἶναι ἡ ἄµεση µορφή (ἤ ἄλλως λυµένη

µορφή.)

῾Ορισµός 1.3.1. ᾿Εξισώσεις ἄµεσης ἤ λυµένης µορφῆς (explicit),εἶναι οἱ συνήθεις διαφορι-
κές ἐξισώσεις στίς ὁποῖες ἡ παράγωγος τῆς ὑψηλοτέρας τάξεως τῆς Ϲητουµένης συναρτήσεως
ἡ ὁποία ἐµφανίζεται στήν ἐξίσωση, δίδεται συναρτήσει τῶν παραγώγων χαµηλοτέρας τάξεως
αὐτῆς, καθώς ἐνδεχοµένως καί τῆς µεταβλητῆς t.

Γιά παράδειγµα οἱ ἐξισώσεις

x′ = f (t, x), x′′ = g(t, x, x′)

καί γενικότερα
x(n) = h

(
t, x(0), x(1), . . . , x(n−1)

)
,

καθώς ἐπίσης καί τό σύστηµα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων




x′1 = f1(t, x1, . . . , xN),
x′2 = f2(t, x1, . . . , xN),

...
x′N = fn(t, x1, . . . , xN).
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Μία ἐξίσωση ἡ ὁποία δέν εἶναι ἄµεσης µορφῆς, ὀνοµάζεται ἔµµεσης ἤ ἄλλως πεπλεγµένης
µορφῆς(implicit). Γιά παράδειγµα ἡ ἐξίσωση διατηρήσεως ἐνέργειας ϐαρυτικοῦ πεδίου

1
2

m
(

dr
dt

)2

− GmM
r

= E,

δύναται νά ἀναχθεῖ σέ κάθε µία ἀπό τίς δύο ἐξισώσεις ἄµεσης µορφῆς

dr
dt

= ±
√

2E
m

+
2GM

r
,

ἑκάστη τῶν ὁποίων ἔχει τήν δική της ἰδιαίτερη ϕυσική σηµασία. Στήν περίπτωση τοῦ ϑετικοῦ
προσήµου, περιγράφει τήν πτώση σώµατος µάζας m καί συνολικῆς µηχανικῆς ἐνέργειας E
κατακορύφως πρός τήν γῆ (ἤ γενικότερα πρός οὐράνιο σῶµα) µάζας M, ἐνῶ στήν περίπτωση
τοῦ ἀρνητικοῦ προσήµου τήν κατακόρυφη ἀποµάκρυνση ἀπό τήν γῆ. ῾Η ἀναγωγή αὐτή εἶναι
ἐφικτή ὁποτεδήποτε δύναται νά ἐφαρµοσθεῖ τό Θεώρηµα τῆς ἐµµέσως ὁρισµένης (ἤ ἄλλως
πεπλεγµένης) συναρτήσεως. ῾Ωστόσο στό ἀνά χεῖρας ἐγχειρίδιο, ϑά ἀσχοληθοῦµε σχεδόν
ἀποκλειστικῶς, µέ συνήθεις διαφορικές ἐξισώσεις ἄµεσης µορφῆς.

῞Οπως ἔχει ἤδη λεχθεῖ ὁ ἐπιθετικός προσδιορισµός συνήθεις εἰσήχθη εἰς ἀντιδιαστολήν πρός
τόν ὅρο µερικές διαφορικές ἐξισώσεις (Μ∆Ε). Στίς ἑπόµενες δύο ὑποενότητες ϑά δοῦµε τί
εἶναι ἀφ’ ἑνός οἱ µερικές διαφορικές ἐξισώσεις καί ἀκολούθως ποιά ἄλλα εἴδη διαφορικῶν
ἐξισώσεων ὑπάρχουν.

 ῾Η ἐπικρατήσασα ῾Ελληνική ἀπόδοση τῶν ὅρων explicit (ἀντιστοίχως implicit), µέ µαθηµατικά συµφραϹό-
µενα, εἶναι λυµένης µορφῆς (ἀντιστοίχως πεπλεγµένης µορφῆς). Συµφώνως πρός τό ἀγγλοελληνικό λεξικό
Penguin–Hellenews, explicit (ἀντιστοίχως implicit) = ϱητός· σαφής, συγκεκριµένος, ἀπερίφραστος, (ἀντιστοίχως
= ὑπονοούµενος, ἀνέκφραστος, σιωπηρός). ᾿Ενῶ στό ἀγγλοαγγλικό λεξικό Oxford Dictionary, ἑρµηνεύεται ὡς :
stated in detail, leaving nothing merely implied; definite

(
ἀντιστοίχως implied though not plainly expressed,

virtually explained (in)
)
. Πράγµατι ὁ χαρακτηρισµός implicit (παράγωγο τοῦ ϱήµατος imply = συνεπάγοµαι),

εἶναι εὔστοχος. Γιά παράδειγµα, µία συνάρτηση ὀνοµάζεται implicitly defined ἄν δέν ἔχοµε στήν διάθεσή µας τόν
τύπο της, ἀλλά αὐτή ὁρίζεται µέσῳ κάποιας ἰδιότητός της. ῾Ορίζεται λοιπόν ἐµµέσως. Ἀντιθέτως ὁ ὅρος πεπλεγ-
µένη µορφή, ὡς ἀπόδοση τοῦ ὅρου implicit δέν δύναται νά χαρακτηρισθεῖ εὔστοχος διότι ὅταν ὀνοµάζοµε ἕνα µα-
ϑηµατικό ἀντικείµενο πεπλεγµένο οὐδόλως διαφωτίζοµε, δεδοµένου ὅτι ὀλίγα µαθηµατικά ἀντικείµενα δέν εἶναι
(ἤ δέν ὑπῆρξαν στό παρελθόν, πρό τῆς καλῆς κατανοήσεως αὐτῶν) πεπλεγµένα. Εἶναι λοιπόν, ὁ χαρακτηρισµός
αὐτός, ἐκ τῆς ϕύσεως τῶν µαθηµατικῶν ἀντικειµένων, καταχρηστικός. Χαρακτηριστικά ἀναφέροµε τήν ἀπόδοση
στά ῾Ελληνικά, τοῦ implicit function theorem ὡς ϑεωρήµατος πεπλεγµένης συναρτήσεως, τό ὁποῖο ἀναφέρεται σέ
συναρτήσεις οἱ ὁποῖες εἶναι ὁρίσιµες ἐφ’ ὅσον οἱ τιµές τους καί οἱ µεταβλητές τους ἱκανοποιοῦν κάποια σχέση
µεταξύ τους. Ἀξίζει ἐπίσης νά ἀναφερθεῖ ὅτι στίς Ἀριθµητικές ∆ιαφορικές ᾿Εξισώσεις ἔχοµε τά explicit (ἀντιστοίχως
implicit) schemes. ῎Ητοι, σχήµατα πεπερασµένων διαφορῶν τῶν ὁποίων ὁ ἑπόµενος ἀναδροµικός ὅρος δίδεται
ὡς συνάρτηση τῶν προηγουµένων ὅρων (ἀντιστοίχως προκύπτει ἐµµέσως ἀπό σχέση τήν ὁποία ἱκανοποιεῖ µέ
προηγούµενους ὅρους). Προτείνοµε λοιπόν ὡς καταλληλότερη ἀπόδοση, ἀναλόγως τῶν συµφραζοµένων, γιά τόν
ὅρο explicit (ἀντιστοίχως implicit) τούς ὅρους : ἄµεσος, ἀµέσως ὁριζόµενος ἤ ἀµέσως ἐκφραζόµενος (ἀντιστοίχως
ἔµµεσος, ἐµµέσως ὁριζόµενος ἤ ἐµµέσως ἐκφραζόµενος).
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1.3.3 Μερικές διαφορικές ἐξισώσεις

Οἱ µερικές διαφορικές ἐξισώσεις (partial differential equations, teilweise Differentialgle-
ichungen, equazioni differenziali parziali), ἤ διαφορικές ἐξισώσεις µέ µερικές παραγώ-
γους (équations différentielles aux derivées partielles, differencial~nye uravneni�

v qastnyh proizvodnyh), ἀποτελοῦν τρόπον τινά, γενίκευση τῶν συνήθων διαφορικῶν
ἐξισώσεων, διότι σ’ αὐτές ἐµφανίζονται µερικές παράγωγοι τῆς Ϲητουµένης συναρτήσεως ὡς
πρός διάφορες µεταβλητές. Χρονολογικῶς, οἱ µερικές διαφορικές ἐξισώσεις ἐµφανίζονται καί
µελετῶνται, σχεδόν ταυτοχρόνως µέ τίς συνήθεις.

Παραδείγµατα

(i) ut + uux = 0. ᾿Εξίσωση Burger. Περιγράφει
τά µονοδιάστατα κύµατα κρούσεως.

(ii) ut + uux = εuxxx. ᾿Εξίσωση Korteweg–de Vries.
Μοντέλο κυµάτων ἀβαθῶν ὑδάτων.

(iii) ∆u =
n

∑
i=i

∂2u
∂x2

i
= 0.

᾿Εξίσωση Laplace.
Ἀποτελεῖ τήν ἐξίσωση δυναµικοῦ.

(iv) ut = k∆u. ᾿Εξίσωση Θερµότητος.

(v) utt = c2∆u. Κυµατική ἐξίσωση.
Περιγράφει τήν διάδοση κυµάτων.

(vi) ft + rS fS + 1
2 σ2S2 fSS = r f . ᾿Εξίσωση Black–Scholes.

(vii)
{

ut + u·∇u = ν∆u,
∇·u = 0.

᾿Εξισώσεις Navier–Stokes.

Diederik Johannes Korteweg (1848–1941). ῾Ολλανδός µηχανικός καί µαθηµατικός.
 ῾Η ἐξίσωση αὐτή, ἡ ὁποία τιµολογεῖ τά προαιρετικά δικαιώµατα (options pricing), ἐµφανίζεται γιά πρώτη ϕορά

στήν ἐργασία τῶν Fischer Black (1938–1995) καί Myron Scholes (1941– ), The pricing of options and corporate
liabilities, J. Polit. Econ., 81:3, σελ. 637–654, 1973. ᾿Εξ αἰτίας τῆς ἐργασίας αὐτῆς, καθώς καί τῶν προεκτάσεών
της, ἀπενεµήθη τό ϐραβεῖο Nobel στά Οἰκονοµικά τό 1997, στούς Scholes καί Merton.
Οἱ ἐξισώσεις Navier–Stokes ἀποτελοῦν µοντέλο περιγραφῆς τῆς µή συµπιεστῆς ϱοῆς. ῾Η σταθερά ν ἀποτελεῖ

τό κινηµατικό ἰξῶδες.
Claude Navier (1785–1840). Γάλλος πολιτικός µηχανικός καί ἀργότερα µαθητής τοῦ Fourier.
George Gabriel Stokes (1819–1903). ᾿Ιρλανδός προτεστάντης µαθηµατικός.
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(viii)
{

ux = vy,
vx = −uy.

᾿Εξισώσεις Cauchy–Riemann.

1.3.4 ῎Αλλα εἴδη διαφορικῶν ἐξισώσεων

Ἀξίζει νά ἀναφερθοῦν καί τά κάτωθι παραδείγµατα διαφορικῶν ἐξισώσεων, οἱ ὁποῖες δέν
δύνανται νά χαρακτηρισθοῦν ὡς συνήθεις ἤ µερικές, ἀποτελοῦν ὡστόσο καί αὐτές διαφορικές
ἐξισώσεις καί ἡ µελέτη τους παρουσιάζει ἰδιαίτερο ἐνδιαφέρον.

(i) x′(t)+
∫ t

τ
K(t, s) x(s) ds = r(t).

῾Ολοκληροδιαφορική
ἐξίσωση.

(ii) x′(t) = x(t− d). ῾Υστεροδιαφορική ἐξίσωση.

(iii) (−∆)αu = f , α∈R. Ψευδοδιαφορική ἐξίσωση.
(Pseudo Differential Equation).

(iv) x′(t) = x
(

x(t)
)
.

Συναρτησιακή διαφορική
ἐξίσωση.

1.4 Βασικές ἔννοιες

῎Εστω ἡ συνήθης διαφορική ἐξίσωση

x′ = f (t, x).

Σ’ αὐτήν τήν µορφή, ἡ ὁποία δέν ἀποτελεῖ τήν γενικότερη δυνατή, ἀλλά τήν συνηθέστερη στό
ἀνά χεῖρας ἐγχειρίδιο, ἀπό τοῦδε καί εἰς τό ἑξῆς ϑά χρησιµοποιοῦµε γιά τά στοιχεῖα της, ἀντί
τῶν λατινικῶν χαρακτήρων, τήν κάτωθι περιγραφή:

Οἱ ἐξισώσεις αὐτές ἱκανοποιοῦνται ἀπό τά πραγµατικά καί ϕανταστικά µέρη τῶν ὁλοµόρφων συναρτήσεων.
Ἄν f ὁλόµορφη συνάρτηση καί f (z) = f (x, y) = u(x, y) + i v(x, y), ὅπου z = x + ι y, τότε οἱ συναρτήσεις u
καί v ἱκανοποιοῦν τό σύστηµα ἐξισώσεων Cauchy–Riemann.
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866). Μεγάλος Γερµανός µαθηµατικός. Μαθητής τοῦ Gauss.
῎Η ἄλλως ∆Ε µέ ὑστέρηση (delay differential equations), εἶναι οἱ ἐξισώσεις στίς ὁποῖες ὁ ϱυθµός µεταβολῆς τῆς

Ϲητουµένης συναρτήσεως, δίδεται συναρτήσει τιµῶν αὐτῆς σέ προηγούµενη ἤ προηγούµενες χρονικές στιγµές.
᾿Ενδέχεται δέ νά ἐµφανίζονται καί µερικές παράγωγοι τῆς Ϲητουµένης.
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t ῾Η µεταβλητή, ἡ ὁποία εἶναι πραγµατική.
Θά τήν καλοῦµε χρόνο.

x ῾Η Ϲητουµένη συνάρτηση ἤ ἡ λύση τῆς Σ∆Ε
ἡ ὁποία δύναται νά εἶναι ϐαθµωτή ἤ διανυσµατική.
Ἀποτελεῖ συνάρτηση τοῦ χρόνου.

f ῾Η ϱοή (flux) τῆς Σ∆Ε ἤ ἡ συνάρτηση ϱοῆς
ἡ ὁποία ἐπίσης δύναται νά εἶναι ϐαθµωτή ἤ διανυσµατική.
Ροή καλεῖται καί ἡ συνάρτηση f στήν ἐξίσωση
x(n) = f

(
t, x(0), . . . , x(n−1)).

Παρατήρηση. Οἱ τιµές τίς ὁποῖες λαµβάνουν ἡ Ϲητουµένη συνάρτηση, καθώς καί ἡ συνάρτη-
ση ϱοῆς εἶναι, στό µέγιστο µέρος τοῦ ἐγχειριδίου, πραγµατικές ἤ πραγµατικά διανύσµατα.
Περιστασιακῶς, καί ἰδιαιτέρως στά Κεφάλαια 5 καί 8, ϑά µελετηθοῦν ἐξισώσεις ὅπου τόσο ἡ
Ϲητουµένη συνάρτηση ὅσο καί ἡ συνάρτηση ϱοῆς λαµβάνουν ὡς τιµές µιγαδικούς ἀριθµούς,
ἤ γενικότερα, µιγαδικά διανύσµατα.

1.4.1 Τάξη

῾Ορισµός 1.4.1. Τάξη (order) µιᾶς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως εἶναι ἡ τάξη τῆς ὑψηλο-
τέϱας παραγώγου τῆς Ϲητουµένης συναρτήσεως ἡ ὁποία ἐµφανίζεται στήν ἐξίσωση.

Παραδείγµατα

F(t, x, x′) = 0, x′ = f (t, x). Πρώτης τάξεως.
{

x′ = y,
y′ = −x.

Σύστηµα πρώτης τάξεως.

x′′ = f (x, x′), x′′ + ω2x = 0, r̈ = −GM
r3 r. ∆ευτέρας τάξεως.

anx(n) + an−1x(n−1) + · · ·+ a0x = b. n−στῆς τάξεως.

1.4.2 Γραµµικότης

῾Ορισµός 1.4.2. ῾Η συνήθης διαφορική ἐξίσωση

F
(

t, x(0), x(1), . . . , x(n)
)

= 0,

ὀνοµάζεται γραµµική (linear), ἄν ἡ F εἶναι τῆς µορφῆς:

F = αn(t) x(n) + · · ·+ α1(t) x(1) + α0(t) x(0) + β(t).
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῾Η συνηθέστερη γραφή τῶν γραµµικῶν ἐξισώσεων εἶναι :

pn(t) x(n) + · · ·+ p1(t) x(1) + p0(t) x(0) = q(t),

ἤ ἰσοδύναµα
n

∑
k=0

pk(t) x(k) = q(t),

ὅπου pn(t) 6≡ 0. Οἱ συναρτήσεις pk ὀνοµάζονται συντελεστές τῆς ἐξισώσεως, ἐνῶ ἡ συνάρτη-
ση q ὀνοµάζεται µή ὁµοιογενής ὅρος. Ἄν ἡ συνάρτηση q εἶναι ταυτοτικῶς µηδενική, τότε ἡ
ἐξίσωση ὀνοµάϹεται ὁµοιογενής, ἐνῶ στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία q(t) 6≡ 0, ἡ ἐξίσωση
ὀνοµάζεται µή ὁµοιογενής.

῾Η γενικότερη δυνατή µορφή µιᾶς γραµµικῆς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως εἶναι :

Pn(t) x(n) + Pn−1(t) x(n−1) + · · ·+ P1(t) x(1) + P0(t) x(0) = q(t),

ὅπου οἱ συντελεστές ἀποτελοῦν πίνακες, Pk ∈ RM×N, ἐνῶ ὁ µή ὁµοιογενής ὅρος καί ἡ
Ϲητουµένη συνάρτηση εἶναι διανύσµατα, q ∈ RM καί x ∈ RN. ῾Η µορφή ὅµως αὐτή δέν
ϑά µᾶς ἀπασχολήσει ἐπί τοῦ παρόντος. Γιά λόγους οἰκονοµίας συµβόλων, οἱ γραµµικές
ἐξισώσεις γράφονται καί ὡς :

Lx = q(t), (.)

 Σχεδόν στό σύνολο τῆς ἑλληνικῆς ϐιβλιογραφίας τῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων, ὁ ἑλληνικῆς προελεύσεως
διεθνής ἐπιστηµονικός ὅρος homogeneous ἀποδίδεται διά τοῦ ὅρου «ὁµογενής» (ἤτοι : ὁ καταγόµενος ἀπό τό
ἴδιον γένος), ἀντί τοῦ ὅρου «ὁµοιογενής» (ἤτοι : ὁ ἀποτελούµενος ἀπό ὅµοια στοιχεῖα). Ἀµφότερες οἱ ἑρµηνεῖες
ἐλήφθησαν ἀπό τό Λεξικό τῆς Νέας ῾Ελληνικῆς Γλώσσας τοῦ Γ. Μπαµπινιώτη. ῾Ο ὅρος αὐτός ἀποτελεῖ ἀπόδοση
τοῦ διεθνοῦς ὅρου homogeneous. Παρά τό γεγονός ὅτι δέν ἀποτελεῖ στόχο τοῦ ἀνά χεῖρας ἐγχειριδίου ἡ εἰς ϐάθος
ἀναθεώρηση τῆς ὁρολογίας, κάποιες τροποποιήσεις οἱ ὁποῖες ἀποδίδουν ἐπιτυχέστερα τίς ἔννοιες, τίς καθιστοῦν
εὐληπτότερες καί περιορίζουν τίς συγχύσεις, εἶναι ἀπαραίτητες. ῾Ιστορικά ὁ ὅρος ὁµογενής ἐµφανίζεται µέ
µαθηµατικά συµφραζόµενα στά Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου, ὅπου ὁµιλεῖ περί λόγων ὁµογενῶν µεγεθῶν (µῆκος ἀνά
µῆκος, ἐµβαδόν ἀνά ἐµβαδόν, ὄγκος ἀνά ὄγκο). Τό δέ ὅµοιο, ὡς πρόθεµα ἤ ὡς ἐπίθετο, γιά παράδειγµα στήν
περίπτωση τῆς ὁµοιότητος τριγώνων, σηµαίνει ὅτι τά τρίγωνα αὐτά ἔχουν σταθερούς λόγους ἀντιστοίχων πλευρῶν.
Γενικότερα δύο γεωµετρικά σχήµατα καλοῦνται ὅµοια ἄν τό ἕνα ἀποτελεῖ σµίκρυνση ἤ µεγέθυνση τοῦ ἄλλου. Οἱ
ἐξισώσεις περί ὦν ὁ λόγος, χαρακτηρίζονται ἀπό τήν ἰδιότητα ὅτι : ῾Οποτεδήποτε ἡ ϕ ἀποτελεῖ λύση αὐτῶν καί
c σταθερά, τότε καί ἡ cϕ ἀποτελεῖ ἐπίσης λύση. ῾Η cϕ ὅµως ἀποτελεῖ µεγέθυνση (ἤ σµίκρυνση) τῆς ϕ. ῾Ως ἐκ
τούτου, γιά κάθε συνάρτηση τήν ὁποία περιέχει ὁ χῶρος λύσεων τῶν ἐξισώσεων αὐτῶν, περιέχει καί ὅλες τίς ὅµοιες
αὐτῆς. ᾿Επίσης ἀναφέροµε ὅτι ὁ ὅρος homogeneous, ὁ ὁποῖος ἐµφανίζεται καί στήν Χηµεία ὡς χαρακτηρισµός
µειγµάτων καί γενικότερα ὑλικῶν, ἔχει ἀποδοθεῖ ἀπό ῞Ελληνες ϕυσικούς καί χηµικούς ὡς ὁµοιογενής. Τό ἴδιο
συµβαίνει καί µέ τήν Κοινωνιολογία ὅπου ὁ ὅρος homogeneous population ἀποδίδεται ὡς ὁµοιογενής πληθυσµός.
῾Οµοιογενεῖς (καί ὄχι ὁµογενεῖς) χαρακτηρίζονται ἐνίοτε καί πληθυσµιακές ὁµάδες. Θά πρέπει τέλος νά λεχθεῖ,
ὅτι στήν νεοελληνική, οἱ ὅροι ὁµογενής καί ὁµογένεια (= ἴδιον γένος, ἐθνική προέλευση), χρησιµοποιοῦνται
κυρίως σέ σχέση µέ τόν ἑλληνισµό τῆς διασπορᾶς. Συνεπῶς, λόγῳ τῶν ἀνωτέρω, χρησιµοποιοῦµε στό ἀνά χεῖρας
τούς ὅρους ὁµοιογενής καί ὁµοιογένεια.
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ὅπου
L = pn(t)Dn + pn−1(t)Dn−1 + · · ·+ p1(t)D + p0(t)

καί D = d/dt. Τό ἀνωτέρω σύµβολο L ὀνοµάζεται γραµµικός συνήθης διαφορικός τελεστής.
Ἀποτελεῖ µία γραµµική ἀπεικόνιση µεταξύ χώρων συναρτήσεων. ῾Η σηµασία τῆς γραµ-
µικότητος ϕαίνεται στά κάτωθι ἀποτελέσµατα:

Πρόταση 1.4.1. Ἄν οἱ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm εἶναι n ϕορές διαφορίσιµες συναρτήσεις, τότε

L[c1ϕ1 + · · ·+ cm ϕm] = c1L[ϕ1] + · · ·+ cmL[ϕm],

γιά κάθε c1, c2, . . ., cm στό R. 2

Ἄµεση συνέπεια τῆς ἀνωτέρω εἶναι :

Πόρισµα 1.4.2. Ἄν οἱ συναρτήσεις ϕ1,. . .,ϕm, ἱκανοποιοῦν τήν γραµµική ἐξίσωση

Lx = 0 (.)

καί c1, c2, . . . , cm σταθερές, τότε καί ἡ ϕ = c1 ϕ1 + · · ·+ cm ϕm τήν ἱκανοποιεῖ ἐπίσης. 2

῞Οπως ϑά δοῦµε ἀργότερα, µετά τόν ὁρισµό τῆς λύσεως, τό ἀνωτέρω πόρισµα µᾶς παρέχει
ὅτι : Ἄν X τό σύνολο τῶν λύσεων τῆς (1.9), τότε τό X ἀποτελεῖ γραµµικό χῶρο.

Στήν περίπτωση δέ τῶν µή ὁµοιογενῶν ἐξισώσεων ἔχοµε :

Πόρισµα 1.4.3. Ἄν ἡ ϕ0 ἱκανοποιεῖ τήν (1.8), τότε κάθε ἄλλη συνάρτηση ἡ ὁποία ἱκανοποιεῖ
τήν (1.8) εἶναι τῆς µορφῆς ϕ0 + ϕ ὅπου ϕ∈X καί X τό σύνολο τῶν συναρτήσεων οἱ ὁποῖες
ἱκανοποιοῦν τήν (1.9). 2

1.4.3 Βαθµωτές ἐξισώσεις καί συστήµατα

῾Η συνήθης διαφορική ἐξίσωση
x′ = f (t, x),

καλεῖται ϐαθµωτή (scalar), ὅταν ἡ Ϲητουµένη συνάρτηση x, καθώς καί ἡ συνάρτηση ϱοῆς f ,
λαµβάνουν πραγµατικές τιµές. Βαθµωτή εἶναι καί ἡ n−στῆς τάξεως ἐξίσωση

x(n) = g
(
t, x(0), . . . , x(n−1)),

Τό σύµβολο 2 εἰσήχθη ἀπό τόν Οὗγγρο µαθηµατικό Paul R. Halmos (1914– ) καί σηµατοδοτεῖ τό πέρας
µαθηµατικῶν ἀποδείξεων. Εἶναι ἀξιοσηµείωτο ὅτι ὁ Halmos σέ ἐκδήλωση µετριοφροσύνης ἔγραψε στό αὐτο-
ϐιογραφικό του ἔργο, I have a photographic memory [25], ὅτι ἡ εἰσαγωγή τοῦ συµβόλου αὐτοῦ ὑπῆρξε ἡ
σηµαντικότερη συνεισφορά του στά Μαθηµατικά.
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ὅπου οἱ x καί g λαµβάνουν πραγµατικές τιµές. ᾿Ενῶ οἱ ἐξισώσεις :
{

x′ = f (t, x, y),
y′ = g(t, x, y),

ἀποτελοῦν σύστηµα (system) συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων. Συγκεκριµένα, σύστηµα δύο
ἐξισώσεων µέ δύο ἄγνωστες συναρτήσεις, ἤ σύςτηµα 2×2. Γενικότερα οἱ ἐξισώσεις :





x′1 = f1(t, x1, . . . , xN),
x′2 = f2(t, x1, . . . , xN),

...
x′N = fN(t, x1, . . . , xN),

ἤ συντοµογραφικῶς
x′ = f (t, x),

ὅπου
x = (x1, x2, . . . , xN), f = ( f1, f2, . . . , fN),

ἀποτελοῦν σύστηµα N ἐξισώσεων µέ N ἄγνωστες συναρτήσεις, ἤ σύστηµα N×N.

1.4.4 Γραµµικά συστήµατα

᾿Ιδιαίτερο ἐνδιαφέρον παρουσιάζουν τά γραµµικά συστήµατα. ῎Ητοι, συστήµατα τῆς µορφῆς




x′1 = a11(t) x1 + · · ·+ a1N(t) xN + b1(t),
x′2 = a21(t) x1 + · · ·+ a2N(t) xN + b2(t),

...
x′N = aN1(t) x1 + · · ·+ aNN(t) xN + bN(t),

τῶν ὁποίων ἡ γραφή, µέσῳ συµβολισµοῦ διανυσµάτων, ἁπλουστεύεται ὡς

x′ = A(t)x + b(t), (.)

ὅπου x καί b τά διανύσµατα στῆλες

x = (x1, . . . , xN)T, b(t) =
(
b1(t), . . . , bN(t)

)T

καί A(t) =
(
aij(t)

)
i,j=1,...,N. Τό διάνυσµα b ὀνοµάζεται µή ὁµοιογενής ὅρος. ᾿Ιδιαιτέρως

στήν περίπτωση ὅπου b ≡ 0, τό ἀνωτέρω σύστηµα ὀνοµάζεται ὁµοιογενές, ἐνῶ στήν ἀντίθετη
περίπτωση µή ὁµοιογενές. ῾Ο πίνακας A(t) εἶναι γνωστός ὡς πίνακας τῶν συντελεστῶν.
Εἰδικότερα ὅταν οἱ συντελεστές τοῦ συστήµατος aij(t) εἶναι σταθερές συναρτήσεις, τότε ἔχοµε
ἕνα σύστηµα σταθερῶν συντελεστῶν. ῾Η γραµµικότης τοῦ συστήµατος (.) µᾶς ἐπιτρέπει
διατύπωση προτάσεων ἀναλόγων τῶν 1.4.1, 1.4.2 καί 1.4.3.
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1.4.5 Αὐτόνοµες ἐξισώσεις

῾Ορισµός 1.4.3. Μία συνήθης διαφορική ἐξίσωση ὀνοµάζεται αὐτόνοµη (autonomous), ἄν
ἡ συνάρτηση ϱοῆς δέν ἐξαρτᾶται ἀπό τήν µεταβλητή t.

Γιά παράδειγµα οἱ ἐξισώσεις

x′ = f (x), x′′ = g
(
x, x′

)
, x′′′ = h

(
x, x′, x′′

)
,

εἶναι αὐτόνοµες, ὅπως ἐπίσης καί τό σύστηµα
{

x′ = f (x, y),
y′ = g(x, y),

εἶναι αὐτόνοµο, ἐνῶ οἱ ἐξισώσεις

x′ = g(t), αx′′ + βx′ + γx = sin ωt,

δέν εἶναι. Χαρακτηριστική ἰδιότης τῶν αὐτονόµων ἐξισώσεων εἶναι ἡ ἑξῆς :

Πρόταση 1.4.4. Ἄν ἡ συνάρτηση ϕ = ϕ(t) ἱκανοποιεῖ τήν ἐξίσωση x′ = f (x), τότε τό ἴδιο
ἰσχύει καί γιά τήν ψ(t) = ϕ(t + τ), γιά κάθε τ∈R. 2

Κάθε µή αὐτόνοµη ἐξίσωση, ἤ µή αὐτόνοµο σύστηµα, δύνανται νά καταστοῦν αὐτόνοµα µέ
τήν προσθήκη µιᾶς ἐπί πλέον διαστάσεως. Συγκεκριµένα, ἡ ἐξίσωση

x′ = f (t, x), (.)

καθίσταται ἰσοδύναµη µέ τό σύστηµα
{

T′ = 1,
X′ = f (T, X),

(.)

τό ὁποῖο εἶναι ϐεβαίως αὐτόνοµο. ᾿Εδῶ ἰσοδύναµη σηµαίνει ὅτι :

(i) Ἄν ἡ συνάρτηση ϕ : I → R, ἱκανοποιεῖ τήν (1.11), τότε τό Ϲεῦγος συναρτήσεων(
t, ϕ(t)

)
: I → R2 ἱκανοποιεῖ τό σύστηµα (1.12).

Ἀντιστρόφως:

(ii) Ἄν
(
τ(t), ψ(t)

)
: I → R2, ἱκανοποιεῖ τήν (1.12), τότε τ(t) = t + c, γιά κάποια

σταθερά c, ὁπότε ψ′(t) = f
(
t + c, ψ(t)

)
καί ἄρα ἡ ϕ(t) = ψ(t− c) ἱκανοποιεῖ τήν

(1.11).

Γενικότερα ἰσχύει ὅτι :
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Πρόταση 1.4.5. Τό N−διάστατο µή αὐτόνοµο σύστηµα

x′ = f (t, x),

ὅπου x, f ∈ RN, εἶναι ἰσοδύναµο µέ ἕνα αὐτόνοµο N+1−διάστατο σύστηµα στό ὁποῖο ὁ
χρόνος ἀποτελεῖ ἐπί πλέον συνιστῶσα τῆς Ϲητουµένης συναρτήσεως. ῎Ητοι :

{
T′ = 1,
X ′ = f (T, X).

Αποδειξη. Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 35. 2

᾿Ασκήσεις

.. Ποία γενική µορφή ἔχει µία δευτέρας τάξεως ϐαθµωτή, συνήθης διαφορική ἐξίσωση ;

.. Ποία γενική µορφή ἔχει µία δευτέρας τάξεως ϐαθµωτή, γραµµική, συνήθης διαφορική ἐξίσωση ;

.. Ποία γενική µορφή ἔχει µία τρίτης τάξεως ϐαθµωτή, αὐτόνοµη, συνήθης διαφορική ἐξίσωση ;

.. Νά ἀποδειχθεῖ ἡ Πρόταση 1.4.4.

.. Νά διατυπωθεῖ καί νά ἁποδειχθεῖ κατάλληλη γενίκευση τῆς Προτάσεως 1.5.1 στήν ὁποία ἀντί n−στῆς
τάξεως ϐαθµωτή ἔχοµε n−στῆς τάξεως σύστηµα N×N καί αὐτό καθίσταται ἰσοδύναµο µέ πρώτης τάξεως
nN×nN σύστηµα.

..∗Εἶναι ἄραγε δυνατόν ἕνα N×N αὐτόνοµο σύστηµα, (N >1), νά καταστεῖ ἰσοδύναµο µέ ἕνα µή αὐτόνοµο

σύστηµα (N−1)×(N−1);

1.5 Προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν

Στό ὑπόλοιπο τοῦ ἐγχειριδίου, ϑά µᾶς ἀπασχολήσουν κυρίως οἱ ἀκόλουθες µορφές συνήθων
διαφορικῶν ἐξισώσεων:

(i) x′ = f (t, x), x, f ∈ R. Βαθµωτή πρώτης τάξεως.

(ii) x′ = f (t, x), x, f ∈ RN . Σύστηµα πρώτης τάξεως.

(iii) x(n) = f
(

t, x(0), x(1), . . . , x(n−1)
)

. Βαθµωτή n−στῆς τάξεως.

Παρατηρήσεις

(i) Σηµειωτέον ὅτι ἡ µορφή (i) ἀποτελεῖ ταυτοχρόνως εἰδική πεϱίπτωση τῶν (ii) καί (iii).

(ii) ῾Η µορφή (iii) δύναται νά γενικευθεῖ περαιτέρω, ἄν τά x καί f καταστοῦν διανύσµατα
ὁπότε ἔχοµε σύστηµα n−στῆς τάξεως. Μέ κατάλληλη διαδικασία, ἀνάλογη αὐτῆς ἡ
ὁποία ἐφηρµόσθη στήν Πρόταση 1.5.1, καί αὐτή ἡ περίπτωση ἀνάγεται σέ σύστηµα
πρώτης τάξεως (ϐλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 27).
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(iii) Περιστασιακῶς ϑά µελετηθοῦν συνήθεις διαφορικές ἐξισώσεις στίς ὁποῖες τά x, f ἀνή-
κουν στό C ἤ γενικότερα x, f ∈ CN.

1.5.1 ῾Ορισµός λύσεως

῾Ορισµός 1.5.1. ῎Εστω f : D→R συνεχής συνάρτηση, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2.
῾Η συνάρτηση ϕ ἀποτελεῖ λύση (solution) τῆς ἐξισώσεως

x′ = f (t, x),

ἄν ἔχει πεδίο ὁρισµοῦ ἕνα µή κενό ἀνοικτό διάστηµα I, ἐπί τοῦ ὁποίου εἶναι συνεχῶς δια-
ϕορίσιµη καί ἱκανοποιοῦνται τά ἀκόλουθα:

(i) Γιά κάθε t∈ I ἰσχύει ὅτι
(
t, ϕ(t)

)∈D καί

(ii) ϕ′(t) = f
(
t, ϕ(t)

)
γιά κάθε t∈ I.

Παρατηρήσεις

(i) ῾Η πρώτη ἀπαίτηση τοῦ ἀνωτέρω ὁρισµοῦ εἶναι ἀπαραίτητη γιά νά δύναται νά ὁρισθεῖ
τό f

(
t, ϕ(t)

)
. ῾Η ἀπαίτηση αὐτή ἐνίοτε παραλείπεται ὡς αὐτονόητη.

(ii) Τό πεδίο ὁρισµοῦ τῆς λύσεως µιας συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως ἀποτελεῖ ὑποχρεω-
τικῶς διάστηµα. ῾Οποτεδήποτε δέν διευκρινίϹεται τό εἶδος τοῦ διαστήµατος, τότε ϑά
ὑποθέτοµε αὐτοµάτως ὅτι εἶναι ἀνοικτό. ῾Ωστόσο ὁρίζονται λύσεις καί σέ κλειστά ἤ
ἡµιανοικτά διαστήµατα. Ἀξίζει νά σηµειωθεῖ ὅτι ἡ ϕ(t) = t−1 ἀποτελεῖ λύση τῆς δια-
ϕορικῆς ἐξισώσεως x′ = −x2, σέ ὁποιοδήποτε διάστηµα τό ὁποῖο εἶναι ὑποσύνολο τοῦ
R+ ἤ R−. ∆έν δυνάµεθα ὅµως νά ὁµιλοῦµε γιά λύση στό Rr{0}. Σ’ ὅλες τίς µορφές
διαφορικῶν ἐξισώσεων, συνήθων ἤ µή, τό πεδίο ὁρισµοῦ ἀποτελεῖ ὑποχρεωτικῶς ἕνα
συνεκτικό σύνολο, διότι µία διαφορική ἐξίσωση περιγράφει τρόπο διαδόσεως πληρο-
ϕοριῶν καί ὡς ἐκ τούτου δέν ἐπιτρέπονται οἱ διακοπές.

(iii) ῾Ορισµός λύσεως δύναται ϐεβαίως νά δοθεῖ καί στήν περίπτωση συστηµάτων καθώς καί
ἐξισώσεων ἀνωτέρας τάξεως. (Βλέπε Ἄσκηση .. ἡ ὁποιά ἀκολουθεῖ.)

Παράδειγµα.

Προβληµα. ῾Η περιουσία κάποιου ἀνθρώπου µεταβάλλεται µέ ϱυθµό ἀνάλογο τοῦ τετραγώ-
νου τῆς ἑκάστοτε ἀξίας της. Ἄν πρό ἑνός ἔτους ἡ περιουσία αὐτή ἄξιζε 1000 λίρες καί σήµερα
ἀξίζει 2000 λίρες, τότε πόσο ϑά ἀξίζει µετά ἀπό ἕξη µῆνες καί πόσο µετά ἀπό δεκαοκτώ µῆνες.

Απαντηση. ῾Η ἀξία τῆς ἐν λόγῳ περιουσίας ἱκανοποιεῖ τήν διαφορική ἐξίσωση

x′ = κx2, (.i)
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ὅπου κ ϑετική σταθερά. Ἄν ὑποθέσοµε ὅτι ὁ χρόνος µετρᾶται σέ ἔτη καί τό x σέ λίρες, τότε
ἡ ἀνωτέρω ἐξίσωση ϑά συνοδεύεται ἀπό τίς συνθῆκες

x(−1) = 1000 καί x(0) = 2000. (.ii)

Χρησιµοποιῶντας µέσα, τά ὁποῖα ϑά ἀναπτύξοµε ἀναλυτικότερα στό Κεφάλαιο 2, προκύπτει
ὅτι ἡ ἡ συνάρτηση

x(t) =
2000
1− t

,

ἱκανοποιεῖ τίς (.i)–(.ii). Στήν ἐρώτηση τί συµβαίνει µετά ἀπό 0.5 καί 1.5 χρόνια,
χρησιµοποιῶντας τόν ἀνωτέρω τύπο λαµβάνοµε :

x(0.5) = 4000 καί x(1.5) = −4000.

Αὐτό ϐεβαίως δέν δύναται νά εἶναι ὀρθό, ἀφοῦ πῶς εἶναι δυνατόν ἡ περιουσία ἐνῶ αὐξάνεται
ξαφνικά νά ἀποκτήσει ἀρνητική τιµή !

∆έν ἔχοµε λάβει ἀνωτέρω ὑπ’ ὄψη ὅτι ἡ λύση µιᾶς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως ἔχει
ὡς πεδίο ὁρισµοῦ ἕνα διάστηµα. Γενικότερα ἡ λύση µιας διαφορικῆς ἐξισώσεως, µερικῆς
ἤ συνήθους, ἔχει ὡς πεδίο ὁρισµοῦ ἕνα συνεκτικό σύνολο. Εἰδικότερα ὅµως µία συνήθης
διαφορική ἐξίσωση περιγράφει τρόπο διαδόσεως κάποιας πληροφορίας. ῾Η πληροφορία δέν
εἶναι δυνατόν νά πηδᾶ ἀπό τό ἕνα διάστηµα στό ἄλλο. Στό συγκεκριµένο παράδειγµα ἡ
συνάρτηση

ϕ(t) =
2000
1− t

,

ὡς λύση συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως, δύναται νά ὁρίζεται εἴτε στό διάστηµα (−∞, 1) εἴτε
στό διάστηµα (1, ∞) καί λόγῳ τῶν λοιπῶν δεδοµένων (.ii), ἐπιλέγεται ὑποχρεωτικῶς τό
πρῶτο διάστηµα. Στήν ἐρώτηση λοιπόν : Μέ τί ἰσοῦται ἡ περιουσία µετά ἀπό δεκαοκτώ µῆ-
νες ; ῾Η ἀπάντηση εἶναι ὅτι : Τά δεδοµένα τοῦ προβλήµατος δέν ἐπιτρέπουν στήν περιουσία
νά ὁρίζεται πέραν τοῦ ἑνός ἔτους ἀπό σήµερα ἤ ὅτι : Τό συγκεκριµένο µοντέλο περιγραφῆς
τῆς περιουσίας δέν δύναται νά ἔχει ἔννοια γιά t ≥ 1.

1.5.2 ᾿Ισοδυναµία ϐαθµωτῶν ἐξισώσεων n−στῆς τάξεως µέ κατάλληλα

συστήµατα πρώτης τάξεως

Οἱ n−στῆς τάξεως ϐαθµωτές συνήθεις διαφορικές ἐξισώσεις δύνανται νά καταστοῦν ἰσοδύ-
ναµες µέ συστήµατα n×n πρώτης τάξεως. Ἄς τό δοῦµε κατ’ ἀρχάς στό κατωτέρω παράδειγµα:

x′′ = x, (.)

ὅπου, ἄν ἡ ϕ : I → R, εἶναι δίς διαφορίσιµη συνάρτηση στό I ἀνοικτό διάστηµα, ἡ ὁποία
ἀποτελεῖ λύση τῆς (.) καί ὁρίσοµε τίς ϕ1 καί ϕ2 ὡς

ϕ1 = ϕ, ϕ2 = ϕ′,
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τότε

ϕ′1 = ϕ′ = ϕ2,

ϕ′2 = ϕ′′ = ϕ = ϕ1.

῎Ητοι, τό Ϲεῦγος (ϕ1, ϕ2) ἀποτελεῖ λύση τοῦ συστήµατος
{

x′1 = x2,
x′2 = x1.

(.)

᾿Ισχύει καί τό ἀντίστροφο:

Ἄν τό Ϲεῦγος συναρτήσεων (ψ1, ψ2) ἀποτελεῖ λύση τοῦ συστήµατος (1.15) καί ϑέσοµε ψ = ψ1,
τότε ψ′1 = ψ2, ψ2 διαφορίσιµη, ἄρα ψ1 δίς διαφορίσιµη καί ψ′′ = ψ′′1 = ψ′2 = ψ1 = ψ. Ἄρα
ἡ ψ ἀποτελεῖ λύση τῆς ἐξισώσεως x′′ = x.

Γενικότερα ἰσχύει ὅτι :

Πρόταση 1.5.1. Ἄν ἡ ϕ : I → R, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα, λύση τῆς ἐξισώσεως n−στῆς
τάξεως

x(n) = f
(
t, x(0), . . . , x(n−1)) (.)

καί
ϕ1 = ϕ, ϕ2 = ϕ′, . . . , ϕn = ϕ(n−1),

τότε ἡ n−άδα (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn) ἀποτελεῖ λύση τοῦ συστήµατος ἐξισώσεων




x′1 = x2,
x′2 = x3,

...
x′n−1 = xn,
x′n = f (t, x1, x2, . . . , xn).

(.)

Ἀντιστρόφως, ἄν ἡ n−άδα ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψn), ψk ∈ C1(I), γιά k = 1, . . . , n, ἀποτελεῖ
λύση τοῦ συστήµατος ἐξισώσεων (1.17), τότε ἡ πρώτη της συνιστῶσα, ψ = ψ1, ἀποτελεῖ λύση
τῆς ἐξισώσεως (1.16). 2

῾Η ἀνωτέρω πρόταση µᾶς λέγει ὅτι οἱ (.) καί (.) εἶναι ἰσοδύναµες. ῾Η ἰσοδυναµία αὐτή
πραγµατοποιεῖται µέσῳ µιᾶς 1–1 καί ἐπί ἀντιστοιχίας τῶν λύσεων τῶν (.) καί (.). Κατ’
ἀνάλογο τρόπο, ἕνα n−στῆς τάξεως σύστηµα N × N καθίσταται ἰσοδύναµο µέ ἕνα σύστηµα
nN × nN πρώτης τάξεως (ϐλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 35).
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1.5.3 Γενική λύση

Μία συνήθης διαφορική ἐξίσωση ἔχει, ἐν γένει, ἄπειρες τό πλῆθος λύσεις. Γιά παράδειγµα
ἡ ἐξίσωση

x′ = x,

ἔχει ὡς λύσεις ὅλες τίς συναρτήσεις ϕ(t) = c et, ὅπου c∈R, ἐνῶ ἡ ἐξίσωση δευτέρας τάξεως

x′′ = x,

ἔχει ὡς λύσεις της ὅλες τίς συναρτήσεις ϕ(t) = c1 et + c2 e−t, ὅπου c1, c2 στό R. Παροµοίως
τό σύστηµα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων

{
x′1 = x2,
x′2 = x1,

ἔχει ὡς λύσεις ὅλα τά Ϲεύγη συναρτήσεων ϕ = {ϕ1, ϕ2} ὅπου

ϕ1(t) = c1 et + c2 e−t, ϕ2(t) = c1 et − c2 e−t,

γιά c1, c2∈R. Οἱ λύσεις ἐνίοτε δίδονται ἐµµέσως ὅπως γιά παράδειγµα στήν περίπτωση τῆς
ἐξισώσεως

x′ =
1 + t2

1 + x2 ,

τῆς ὁποίας οἱ λύσεις δίδονται ἐµµέσως ἀπό τήν σχέση

x +
1
3

x3 = t +
1
3

t3 + c.

Στά προηγηθέντα παραδείγµατα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων, εἴχαµε παραστάσεις στίς
ὁποῖες περιελάµβανοντο ὅλες οἱ λύσεις αὐτῶν µέ τήν ϐοήθεια παραµέτρων. Εἴχαµε τίς γενικές

τους λύσεις.

῾Ορισµός 1.5.2. Γενική (general) λύση ἤ ἄλλως γενικό ὁλοκλήρωµα συνήθους διαφορικῆς
ἐξισώσεως, καλεῖται µία παράσταση τῆς µορφῆς

x = ϕ(t, c),

ἤ ἀκόµη γενικότερα τῆς µορφῆς
Φ(t, x, c) = 0,

ὅπου c = (c1, . . . , cn), ἡ ὁποία περιλαµβάνει ὅλες τίς λύσεις τῆς ἐξισώσεως γιά τίς διάφορες
τιµές τοῦ c∈Ω, ὅπου Ω ἀνοικτό ἐν γένει ὑποσύνολο τοῦ Rn.

Εἰς ἀντιδιαστολή πρός τήν γενική λύση ἡ εἰδική (particular) λύση ἤ εἰδικό ὁλοκλήρωµα,
ἀποτελεῖ λύση ἡ ὁποία προκύπτει ἀπό συγκεκριµένη τιµή τῆς παραµέτρου c = (c1, . . . , cn).

Παρατήρηση. ῾Ο ἀνωτέρω ὁρισµός δέν συνεπάγεται ϐεβαίως καί ὕπαρξη τέτοιας γενικῆς
λύσεως. ῞Οπως ὅµως ϑά ϕανεῖ ἀργότερα, ἄν ἡ συνάρτηση ϱοῆς εἶναι ἐπαρκῶς ὁµαλή, τότε
πράγµατι αὐτό εἶναι ἐφικτό.
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1.5.4 ᾿Αρχικές συνθῆκες

Σ’ ὅλα τά προηγηθέντα παραδείγµατα, εἴδαµε ὅτι οἱ συνήθεις διαφορικές ἐξισώσεις ἔχουν
ἄπειρες τό πλῆθος λύσεις. ῾Η µοναδικότης λύσεων ἐξασφαλίζεται µέ τήν προσθήκη κάποιων
ἐπί πλέον συνθηκῶν. Μία κατηγορία τέτοιων συνθηκῶν εἶναι οἱ ἀρχικές συνθῆκες (initial

conditions), οἱ ὁποῖες ἔχουν τήν µορφή:

x(τ) = ξ, (.i)

ἄν ἡ ἐξίσωσή µας εἶναι ϐαθµωτή πρώτης τάξεως, ἤ τήν µορφή

x1(τ) = ξ1, x2(τ) = ξ2, . . . , xN(τ) = ξN, ἤ x(τ) = ξ, (.ii)

ἄν ἔχοµε σύστηµα πρώτης τάξεως ἤ τέλος τήν µορφή

x(0)(τ) = ξ1, x(1)(τ) = ξ2, . . . , x(n−1)(τ) = ξn, (.iii)

ἄν ἔχοµε n−στῆς τάξεως ϐαθµωτή συνήθη διαφορική ἐξίσωση.

῾Η σύζευξη συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως καί ἀρχικῆς συνθήκης (ἤ ἀρχικῶν συνθηκῶν),
ὀνοµάζεται πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (initial value problem) ἤ ΠΑΤ. ῎Εχει συνήθως µία ἀπό
τίς κάτωθι µορφές :

(i) Βαθµωτή πρώτης τάξεως : {
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ.

(.i)

(ii) Σύστηµα πρώτης τάξεως : {
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.ii)

ὅπου x = (x1, x2, . . . , xN), f = ( f1, f2, . . . , fN) καί ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξN).

(iii) Βαθµωτή τάξεως n:




x(n) = f
(

t, x(0), x(1), . . . , x(n−1))

x(0)(τ) = ξ1, x(1)(τ) = ξ2, . . . , x(n−1)(τ) = ξn.
(.iii)

Ἀπό τοῦδε καί εἰς τό ἑξῆς ϑά χρησιµοποιοῦµε γιά τά στοιχεῖα τῶν ἀρχικῶν συνθηκῶν τήν
κάτωθι περιγραφή:
Οἱ ἀρχικές συνθῆκες δέν ἐξασφαλίζουν πάντοτε τήν µοναδικότητα. ῞Οπως ϑά δοῦµε ἀργότερα, γιά νά ἔχοµε

µοναδικότητα, χρειαζόµαστε κάποια ἐπί πλέον στοιχεῖα, ὅπως γιά παράδειγµα τήν ὁµαλότητα τῆς συναρτήσεως

ϱοῆς.



1.5. Προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν 

τ ἀρχικός χρόνος,

ξ ἤ (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ἀρχική τιµή (ἤ ἀρχικές τιµές),

(τ, ξ) ἤ (τ, ξ) ἀρχική συνθήκη (ἤ ἀρχικές συνθῆκες).

῾Ορισµός 1.5.3. ῎Εστω f : D→R συνεχής συνάρτηση, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2

καί (τ, ξ) ∈ D. ῾Η συνάρτηση ϕ ὀνοµάζεται λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (1.19i),
ἄν ὁρίζεται ἐπί ἀνοικτοῦ διαστήµατος I, ἐπί τοῦ ὁποίου εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη καί ἐντός
τοῦ ὁποίου ϐρίσκεται ὁ ἀρχικός χρόνος τ καί ἱκανοποιοῦνται ταυτοχρόνως τά ἀκόλουθα:

(i) Γιά κάθε t∈ I ἰσχύει ὅτι
(
t, ϕ(t)

)∈D,

(ii) ϕ′(t) = f
(
t, ϕ(t)

)
γιά κάθε t∈ I καί

(iii) ϕ(τ) = ξ.

῎Ητοι : ῾Η ϕ εἶναι λύση τῆς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως καί ἱκανοποιεῖ τήν ἀρχική συν-
ϑήκη.

Παρατήρηση. Ἄν ἡ ϕ : I → R ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

καί τ∗∈ I, τότε ἡ ϕ ἀποτελεῖ καί λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ∗) = ϕ(τ∗).

Ἀποτελεῖ λοιπόν ἡ συγκεκριµένη συνάρτηση ϕ, λύση, ἀπείρων προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν,
τῆς ἰδίας συνήθους διαϕορικῆς ἐξισώσεως.

1.5.5 Περίπτωση µιγαδικοῦ χρόνου*

Στό ἀνά χεῖρας ἐγχειρίδιο δέν ϑά µᾶς ἀπασχολήσει ἡ περίπτωση ὅπου ὁ χρόνος t εἶναι µι-
γαδικός. Παρά ταῦτα, ἡ περίπτωση αὐτή παρουσιάζει ἐνδιαφέρον καί ἀκολούθως ϑά δοῦµε
σέ ποιά µορφή διατυπώνεται τό ἀντίστοιχο πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν. ῎Εστω D ἀνοικτό ὑ-
ποσύνολο τοῦ C2 καί f : D → C ἀναλυτική συνάρτηση ὡς πρός ἑκάστη τῶν δύο µεταβλητῶν
της. ῎Εστω ϕ : Ω → C, ἀναλυτική, ὅπου Ω ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ C. ῾Η ϕ ὀνοµάζεται
λύση τῆς µιγαδικῆς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως

dw
dz

= f (z, w),

ἄν ἰσχύουν τά ἀκόλουθα δύο:
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(i)
(
z, ϕ(z)

)∈D γιά κάθε z∈Ω καί

(ii) ϕ′(z) = f
(
z, ϕ(z)

)
γιά κάθε z∈Ω.

Στήν περίπτωση προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν, ἡ ἀρχική συνθήκη (ζ, ω), ϑά πρέπει νά ἀποτε-
λεῖ ἐσωτερικό σηµεῖο τοῦ D. ῾Η δέ ἱκανοποίησή τῆς ϑά ἔχει τήν µορφή ϕ(ζ) = ω. Κατ’
ἀναλογίαν δυνάµεθα ὁρίσοµε λύση µιγαδικοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν στήν περίπτωση
ἐξισώσεων n−στῆς τάξεως, καθώς καί συστηµάτων.

Παραδείγµατα

(i) Παρατηρῆστε ὅτι ἐνῶ, στήν πραγµατική του ἐκδοχή, τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′ = x2,
x(0) = 1,

ἔχει λύση ϕ(t) =
1

1− t
µέ µέγιστο πεδίο ὁρισµοῦ τό I = (−∞, 1), τό ἀντίστοιχο

µιγαδικό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:




dw
dz

= w2,

w(0) = 1,

ἔχει ὡς λύση τήν ϕ(z) =
1

1− z
µέ πεδίο ὁρισµοῦ τώρα τό Cr {1}!

(ii) Στήν περίπτωση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν




dw
dz

=
1

2w
,

w(1) = 1,

στήν µέν πραγµατική ἐκδοχή αὐτό ἔχει ὡς λύση τήν

ϕ(t) =
√

t,

ὁρισµένη στό (0, ∞), τό ὁποῖο ἀποτελεῖ καί τό µέγιστο διάστηµα στό ὁποῖο εἶναι ὁρίσιµη
ὡς λύση. Στήν δέ µιγαδική του ἐκδοχή, ἔχει ὡς λύση κάποια ἐπιφάνεια Riemann καί
συγκεκριµένα αὐτήν στήν ὁποία ὁρίζεται ἡ µιγαδική τετραγωνική ϱίζα.

᾿Ασκήσεις

.. Νά δοθοῦν ὁρισµοί τῶν λύσεων στίς περιπτώσεις (ii) καί (iii) τῆς σελίδος 27.

.. Νά δοθοῦν ὁρισµοί γιά τό τί εἶναι λύση τῶν προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν (.ii) καί (.iii), ἀνωτέρω.
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.. Νά ἀποδειχθεῖ ἡ Πρόταση 1.4.5.

Υποδειξη. Θά πρέπει νά δειχθεῖ ὅτι ὑπάρχει κατάλληλη 1–1 καί ἐπί ἀντιστοιχία µεταξύ τῶν λύσεων τῶν
δύο συστηµάτων.

.. Πῶς καθίσταται ἡ ἐξίσωση x(3) = x + 1, ἰσοδύναµη µέ σύστηµα πρώτης τάξεως ;

.. ῎Εστω A ∈ RN×N σταθερός πίνακας. Πῶς καθίσταται τό n−στῆς τάξεως N×N σύστηµα x(n) = Ax

ἰσοδύναµο µέ nN×nN σύστηµα πρώτης τάξεως ;

.. (Συνέχεια) Νά γίνει τό ἴδιο γιά τήν ἐξίσωση

x(n) = f
(
t, x(0), . . . , x(n−1)),

ὅπου x, f ∈RN .

.. Νά ἀποδειχθεῖ ἡ Πρόταση 1.5.1.

.. ∆είξατε ὅτι ἄν µία συνάρτηση ϕ : I → R, ἀποτελεῖ λύση τῆς ἐξισώσεως

x′ = αx + β,

ὅπου α, β σταθερές, τότε ϕ∈C∞(I).

.. ῎Εστω ὅτι ἡ συνάρτηση ϱοῆς f = f (t, x) εἶναι k ϕορές συνεχῶς διαφορίσιµη στό D ⊂ R2 καί ϕ ἀποτελεῖ
λύση τῆς ἐξισώσεως x′ = f (t, x) στό I. ∆είξατε ὅτι ϕ ∈ Ck+1(I). ᾿Ιδιαιτέρως ἄν f ∈ C∞(D), τότε καί
ϕ∈C∞(I).

Υποδειξη. Εἶναι εὐκολότερο νά δειχθεῖ ἐπαγωγικῶς (µέ ἐπαγωγή ἐπί τοῦ k) κάτι γενικότερο : ῎Εστω ὅτι ἡ
συνάρτηση ϱοῆς f = f (t, x1, . . . , x`) εἶναι k ϕορές συνεχῶς διαφορίσιµη στό D⊂R`+1 καί ϕ ἀποτελεῖ
λύση τῆς ἐξισώσεως

x(`) = f
(
t, x, x′, . . . , x(`−1)),

στό ἀνοικτό διάστηµα I. ∆είξατε ὅτι ϕ∈Ck+1(I).

.. (Γενίκευση) ῎Εστω ὅτι ἡ συνάρτηση ϱοῆς f εἶναι k ϕορές συνεχῶς διαφορίσιµη στό D καί ϕ ἀποτελεῖ λύση
τοῦ (.iii) στό I. ∆είξατε ὅτι ϕ∈Ck+n(I). ᾿Ιδιαιτέρως ἄν f ∈C∞(D), τότε καί ϕ ∈ C∞(I).

.. ῎Εστω ὅτι ἡ ϕ : I → R, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα, ἀποτελεῖ λύση τῆς ἐξισώσεως x′ = e−x2 . ∆είξατε ὅτι
ϕ∈C∞(I).

 ῾Υπενθυµίζοµε ὅτι, ἄν Ω ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ Rn, τότε τό Ck(Ω) ἀποτελεῖ τό σύνολο ὅλων τῶν συναρτήσεων
ἀπό τό Ω στό R (ἤ γενικότερα στό Rm) µέ συνεχεῖς ὅλες τίς µερικές παραγώγους τάξεως ἔως καί k−στῆς, δηλαδή

τίς ∂α∂β f
∂tα∂xβ

, µέ α + β ≤ k. Ἄν Ω = I, ἀνοικτό διάστηµα, ὁρίζοµε κατ’ ἀναλογίαν

Ck(I) =
{

u : I → R συνάρτηση : u(`) συνεχής γιά κάθε ` = 1, . . . , k
}

,

ἐνῶ
C∞(I) =

{
u : I → R συνάρτηση : u(`) συνεχής γιά κάθε ` ∈ N

}
.
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.. ῎Εστω ϕ : R → R λύση τῆς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως

x′ =
√

x2 + t2.

∆είξατε ὅτι
lim

t→−∞
ϕ(t) = −∞ καί lim

t→+∞
ϕ(t) = +∞.

Υποδειξη. Παρατηρῆστε ὅτι ϕ′(t) ≥ 1 ὁποτεδήποτε |t| ≥ 1.

.. Νά διατυπωθεῖ ὁ ὁρισµός λύσεως προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν γιά τήν περίπτωση n−στῆς τάξεως ϐαθµωτῆς
ἐξισώσεως, καθώς καί γιά τήν περίπτωση συστήµατος πρώτης τάξεως.

.. ῎Εστω f : D → R συνεχής, ὅπου D ⊂ R2 ἀνοικτό. Ἄν I ἀνοικτό διάστηµα καί ϕ, ψ : I → R λύσεις
τῆς ἐξισώσεως

x′ = f (t, x),

δείξατε ὅτι ἡ συνάρτηση ζ(t) = max
{

ϕ(t), ψ(t)
}

ἀποτελεῖ ἐπίσης λύση τῆς ἀνώτερω.

Υποδειξη. ῎Εστω t∈ I. ∆ιακρίνατε δύο περιπτώσεις. [Α] ϕ(t) > ψ(t), ὁπότε ζ(s) = ϕ(s) σέ κατάλληλο
ὑποδιάστηµα τοῦ I πού περιέχει τό t. [Β] ϕ(t) = ψ(t), ὁπότε ϕ′(t) = f

(
t, ϕ(t)

)
= f

(
t, ψ(t)

)
= ψ′(t).

Χρησιµοποιῶντας τόν ἐψιλοντικό ὁρισµό τῆς παραγώγου δείξατε ὅτι ἡ ζ εἶναι διαφορίσιµη στό t.

.. ῎Εστω f : D → R συνεχής, ὅπου D ⊂ R2 ἀνοικτό καί ϕ, ψ : [τ, T] → R διαφορίσιµες συναρτήσεις καί
ἔστω ὅτι ἡ ϕ ἱκανοποιεῖ τήν διαφορική ἐξίσωση

ϕ′(t) = f
(
t, ϕ(t)

)
, t ∈ [τ, T],

ἐνῶ ἡ ψ τήν διαφορική ἀνισότητα

ψ′(t) < f
(
t, ψ(t)

)
, t ∈ [τ, T].

Ἄν ἐπί πλέον ἰσχύει ὅτι
ψ(τ) < ϕ(τ), (.)

τότε δείξατε ὅτι
ψ(t) < ϕ(t),

γιά κάθε t∈ [τ, T].

Υποδειξη. Σέ ἀντίθετη περίπτωση ϑά ὑπῆρχε s∈ (τ, T] ὥστε ψ(s) = ϕ(s) καί s ἐλάχιστο µέ τήν ἰδιότητα
αὐτή. Ἄρα ψ(t) < ϕ(t) γιά κάθε t∈ [τ, s) καί ὡς ἐκ τούτου ϕ′(s) ≥ ψ′(s). Συνεπῶς ϑά εἴχαµε

f
(
s, ψ(s)

)
> ψ′(s) ≥ ϕ′(s) = f

(
s, ϕ(s)

)
= f

(
s, ψ(s)

)
.

Ἄτοπο.

.. (Συνέχεια) ∆είξατε ὅτι τό συµπέρασµα στήν προηγούµενη ἄσκηση ἰσχύει ἀκόµη καί στήν περίπτωση κατά
τήν ὁποία ἡ (.) ἀντικατασταθεῖ ἀπό τήν

ψ(τ) ≤ ϕ(τ).

..∗Νά ἐπιλυθεῖ τό (µιγαδικό) πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν

dw
dz

= e−w, w(1) = 0.

Τί ἀκριβῶς ἀποτελεῖ ἡ λύση ;
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1.6 Συνοριακές συνθῆκες*

Μία ἄλλη κατηγορία συνθηκῶν οἱ ὁποῖες συνοδεύουν τίς συνήθεις διαφορικές ἐξισώσεις
εἶναι οἱ συνοριακές συνθῆκες (boundary conditions), ὅπου µᾶς δίδονται πληροφορίες γιά τήν
Ϲητουµένη συνάρτηση στά σύνορα τοῦ πεδίου τιµῶν τῆς λύσεως, τά ὁποῖα ἀποτελοῦν συνήθως
τά ἄκρα κλειστοῦ διαστήµατος ἐντός τοῦ ὁποίου ἀναζητοῦµε τήν λύση. ῾Η σύζευξη συνήθους
διαϕορικῆς ἐξισώσεως καί συνοριακῶν συνθηκῶν ὀνοµάζεται πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν
(boundary value problem.)

Παραδείγµατα

(i)

{
x′ + x = sin t,

x(0) = x(1).

(ii)





(
p(t) x′

)′ = q(t) x + r(t),

α0x(a) + α1x′(a) = A,

β0x(b) + β1x′(b) = B.

Τό Ϲητούµενο σ’ ἕνα πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν, τό ὁποῖο περιλαµβάνει συνοριακές συν-
ϑῆκες στά a, b, εἶναι κάποια συνάρτηση ϕ ἡ ὁποία ἀποτελεῖ ταυτοχρόνως λύση τῆς δια-
ϕορικῆς ἐξισώσεως στό [a, b] καί ἱκανοποιεῖ τίς συνοριακές συνθῆκες. Τέτοιου εἴδους προ-
ϐλήµατα διατυπώνονται συνήθως γιά γραµµικές ἐξισώσεις, ὅπου εἶναι γνωστή a priori ἡ
ὕπαρξη λύσεων σ’ ὁλόκληρο τό διάστηµα στό ὁποῖο εἶναι συνεχεῖς οἱ συντελεστές τῆς ἐξ-
ισώσεως καί ὁ µή ὁµοιογενής ὅρος. Σέ µή γραµµικές ἐξισώσεις, ἔχοµε συνήθως µόνο τοπική
ὕπαρξη λύσεων καί ὡς ἐκ τούτου ἡ διατύπωση προβλήµατος συνοριακῶν τιµῶν, παρουσιάζει
ἐπιπρόσθετες δυσκολίες.

῾Η παρουσία συνοριακῶν συνθηκῶν δέν ἐξασφαλίζει πάντοτε τήν µοναδικότητα. Οἱ περι-
πτώσεις µή µοναδικότητος ἀποµονώνονται µέσῳ τῆς µελέτης τῶν προβληµάτων ἰδιοτιµῶν

(eigenvalue problems). (Βλέπε Ἄσκηση ..). Αὐτά ἀποτελοῦν προβλήµατα συνοριακῶν
τιµῶν ὅπου τόσο ἡ ἐξίσωση ὅσο καί οἱ συνοριακές συνθῆκες εἶναι ὁµοιογενεῖς (ϐλέπε ῾Ορι-
σµό 1.6.1) καί ἔχουν, ἐκτός τῆς προφανοῦς ταυτοτικῶς µηδενικῆς λύσεως, καί ἄλλες µή
µηδενικές.

Προβληµα. Γιά ποιές τιµές τῆς παραµέτρου λ τό πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν
{

x′′ + λx = 0,
x(0) = x(π) = 0,

ἔχει λύση ἐκτός τῆς µή ταυτοτικῶς µηδενικῆς ;
Βεβαίως ἐνδιαφέρον παρουσιάζουν καί µή γραµµικά προβλήµατα συνοριακῶν τιµῶν. Στό ἀνά χεῖρας

ἐγχειρίδιο ϑά µᾶς ἀπασχολήσουν µόνο γραµµικά τέτοια προβλήµατα.
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Απαντηση. ῾Η γενική λύση τῆς ἐξισώσεως x′′ + λx = 0 εἶναι :

(i) Γιά λ > 0: ϕ(t) = c1 cos
√

λ t + c2 sin
√

λ t,

(ii) Γιά λ = 0: ϕ(t) = c1t + c2,

(iii) Γιά λ < 0: ϕ(t) = c1 cosh
√−λ t + c2 sinh

√−λ t.

῾Η µοναδική περίπτωση ἐκ τῶν ἀνωτέρω ὅπου ἱκανοποιοῦνται οἱ συνοριακές συνθῆκες σέ
µή τετριµµένη λύση εἶναι ἡ ϕ(t) = sin nt, ὅπου n ∈N. Οἱ τιµές λn = n2, n∈N, ὀνοµά-
Ϲονται ἰδιοτιµές τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος. Οἱ ἀντίστοιχες (µή µηδενικές) λύσεις εἶναι οἱ
συναρτήσεις ϕn(t) = sin nt, οἱ ὁποῖες ὀνοµάζονται καί ἰδιοσυναρτήσεις (eigenfunctions) τοῦ
προβλήµατος.

Στήν συνηθέστερη τους µορφή, τά προβλήµατα συνοριακῶν τιµῶν διατυπώνονται ὡς σύζευξη

(i) Μιᾶς γραµµικῆς ϐαθµωτῆς συνήθους διαφορικῆς n−στῆς τάξεως ἐξισώσεως καί

(ii) n γραµµικῶν σχέσεων µεταξύ τῶν

x(a), x′(a), . . . , x(n−1)(a) καί x(b), x′(b), . . . , x(n−1)(b),

ὅπου a, b τά ἄκρα τοῦ διαστήµατος στό ὁποῖο ἀναζητοῦµε τήν λύση. Οἱ ἀνωτέρω σχέσεις
ἀποτελοῦν τίς συνοριακές συνθῆκες.

῞Ενα λοιπόν πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν ἔχει συνήθως τήν µορφή:




x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x = q(t), t ∈ [a, b],
n−1

∑
j=0

αijx(j)(a) +
n−1

∑
j=0

βij x(j)(b) = γi, i = 1, . . . , n,
(.)

ὅπου pk, q∈C[a, b], ἐνῶ αij, βij, γi σταθερές.

῾Ορισµός 1.6.1. Οἱ συνοριακές συνθῆκες τοῦ προβλήµατος συνοριακῶν τιµῶν (1.21) ὀνο-
µάϹονται ὁµοιογενεῖς ἄν γi = 0 γιά κάθε i = 1, . . . , n. Ἄν ἐπί πλέον q ≡ 0, τότε τό ἀνωτέρω
πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν ὀνοµάζεται ὁµοιογενές.

᾿Ασκήσεις

.. ∆είξατε ὅτι τό πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν
{

x′′ + λx = q(t),
x(a) = α, x(b) = β,
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ἔχει µοναδική λύση ἄν καί µόνο ἄν τό λ δέν ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή τοῦ ὁµοιογενοῦς προβλήµατος συνοϱιακῶν
τιµῶν: {

x′′ + λx = 0,
x(a) = x(b) = 0.

.. Ποιές οἱ ἰδιοτιµές τοῦ προβλήµατος συνοριακῶν τιµῶν
{

x′′ + λx = 0,
x(0) = x′(1) = 0

;

.. ∆είξατε ὅτι στό πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν
{

x′′ + λx = 0,
α0x(a) + α1x′(a) = 0, β0x(b) + β1x′(b) = 0,

ὅπου (α0, α1), (β0, β1) 6= (0, 0), ὑπάρχουν ἄπειρες τιµές τοῦ λ∈R, γιά τίς ὁποῖες ἔχει µή τετριµµένες

λύσεις.

1.7 Μοναδικότης

1.7.1 Τοπική καί καθολική µοναδικότης

῾Η προσθήκη ἀρχικῶν συνθηκῶν δέν περιορίζει πάντοτε τίς λύσεις σέ µία. Γιά παράδειγµα
στό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν: {

x′ = |x|1/2,
x(0) = 0,

οἱ συναρτήσεις
ϕ1(t) = 0 καί ϕ2(t) =

1
4

t2sgnt,

οἱ ὁποῖες ὁρίζονται σ’ ὅλο τό R, εἶναι ἀµφότερες λύσεις. Γενικότερα τό προβλήµα ἀρχικῶν
τιµῶν {

x′ = |x|α,
x(0) = 0,

(.)

ὅπου α∈ (0, 1), ἔχει ἄπειρες τό πλῆθος λύσεις. Συγκεκριµένα ἄν t1, t2∈R µέ t1 ≤ 0 ≤ t2,
τότε ἑκάστη τῶν συναρτήσεων οἱ ὁποῖες δίδονται ἀπό τόν τύπο:

ϕt1,t2(t) =





−(
(1− α)(t1 − t)

) 1
1−α ἄν t < t1,

0 ἄν t ∈ [t1, t2],
(
(1− α)(t− t2)

) 1
1−α ἄν t > t2,

(.)

ἀποτελεῖ λύση τοῦ (.). Λύσεις ἐπίσης προκύπτουν ὅταν τά t1 καί t2 ἀνωτέρω ἀντικατα-
σταθοῦν ἀπό τά −∞ καί +∞ ἀντιστοίχως (ϐλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 46). Εἴδαµε
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λοιπόν ὅτι τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) δέν ἔχει µοναδική λύση. Παραβιάζεται δηλαδή
ἡ µοναδικότης (uniqueness).

Τί ἀκριβῶς ὅµως εἶναι ἡ µοναδικότης λύσεων προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν ;

Στόν ὁρισµό ὁ ὁποῖος ἀκολουθεῖ διακρίνοµε δύο περιπτώσεις. Τήν τοπική καί τήν καθολική
µοναδικότητα:

῾Ορισµός 1.7.1. ῎Εστω τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ὅπου f : D → R συνεχής, D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2 καί (τ, ξ)∈D.

(i) Λέγεται ὅτι τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (1.24) ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος

(local uniqueness), ἄν ὑπάρχει ἀνοικτό διάστηµα J, τ∈ J, τέτοιο ὥστε, ὁποτεδήποτε οἱ
συναρτήσεις

ϕ1 : I1 −→ R, ϕ2 : I2 −→ R,

εἶναι λύσεις τοῦ (1.24) καί I = I1 ∩ I2 ∩ J, τότε

ϕ1|I = ϕ2|I .

῎Ητοι : Οἱ ϕ1, ϕ2 περιορισµένες στό I ταυτίζονται. Σέ µία τέτοια περίπτωση λέγεται ὅτι
τό (.) ἀπολαµβάνει µοναδικότητος στό J.

(ii) Λέγεται ὅτι τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (1.24) ἀπολαµβάνει καθολικῆς µοναδικότητος

(global uniqueness), ἄν ὁποτεδήποτε οἱ συναρτήσεις

ϕ1 : I1 −→ R, ϕ2 : I2 −→ R,

εἶναι λύσεις τοῦ (1.24), τότε
ϕ1|I1∩I2 = ϕ2|I1∩I2 .

῎Ητοι : Οἱ ϕ1, ϕ2 ταυτίζονται σ’ ὅλο τό κοινό πεδίο ὁρισµοῦ τους.

Γεωµετρικῶς ἡ τοπική µοναδικότης τῶν λύσεων σηµαίνει ὅτι :

Γιά κάθε σηµεῖο (τ, ξ) στό D, ὑπάρχει περιοχή αὐτοῦ Ω, ὥστε ἄν τά γραφήµατα δύο λύσεων
συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως διέρχονται ἀπό τό (τ, ξ), τότε τά γραφήµατα αὐτά ταυτίζονται
σ’ ὅλο τό Ω.
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1.7.2 Παράδειγµα προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν ἀπολαµβάνοντος τοπικῆς

ἀλλά ὄχι καί καθολικῆς µοναδικότητος

Στό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) παραβιάζεται ἡ µοναδικότης, διότι ὅπως ϑά δοῦµε
ἀργότερα, ἡ συνάρτηση ϱοῆς f (x) = |x|α, α ∈ (0, 1), δέν εἶναι ἐπαρκῶς ὁµαλή κοντά
στό x = 0. Εἶναι συνεχής, ἀλλά ὄχι συνεχῶς διαφορίσιµη καί ὡς ἐκ τούτου τό ϑεώρηµα
µοναδικότητος λύσεων, τό ὁποῖο ϑά δοῦµε ἀργότερα (Θεώρηµα 3.2.1), δέν ἐφαρµόζεται.
Ἀντιϑέτως, γύρω ἀπό ὁποιαδήποτε ἄλλη τιµή τοῦ x, γιά παράδειγµα γύρω ἀπό τό x = 1, ἡ
συνάρτηση ϱοῆς εἶναι ἐπαρκῶς ὁµαλή καί µάλιστα

|x|α ∈ C∞(R+).

῾Η ὁµαλότης τῆς ϱοῆς, ὅπως ϑά δοῦµε στό Κεφάλαιο 3, ἐξασφαλίζει τήν τοπική µοναδικότητα
στό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = |x|α, α ∈ (0, 1)
x(0) = 1,

(.)

γεγονός ὅµως, τό ὁποῖο στό συγκεκριµένο παράδειγµα, ἀποδεικνύεται καί µέ στοιχειωδέστε-
ϱα µέσα:

῎Εστω ϕ : I → R λύση τοῦ (.), ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα καί 0∈ I. ᾿Επειδή ϕ(0) = 1 6= 0,
τότε λόγῳ συνεχείας τῆς ϕ ὑπάρχει ἀνοικτό διάστηµα J, ὑποσύνολο τοῦ I, στό ὁποῖο ἀνήκει
τό 0 καί στό ὁποῖο ἡ ϕ εἶναι ϑετική. ῾Οπότε ϑά ἔχοµε ὅτι :

ϕ′(t)(
ϕ(t)

)α = 1 γιά κάθε t ∈ J.

῾Ολοκληρώνοντας τήν ἀνωτέρω στό τυχόν διάστηµα [0, t] ⊂ J, λαµβάνοµε

1
1− α

(
ϕ(t)

)1−α = t + c, (.)

τό ὁποῖο ἰσχύει ὑποχρεωτικῶς γιά κάθε t στό J, γιά κάποια σταθερά c. ῾Η σταθερά c, λόγῳ

τῆς ἀρχικῆς συνθήκης x(0) = 1, ἰσοῦται µέ c =
1

1− α
. Συνεπῶς ἡ (.) παρέχει ὅτι

ϕ(t) =
(
(1− α)t + 1

) 1
1−α , (.)

γιά κάθε t στό J. ᾿Ιδιαιτέρως ἡ συνάρτηση

ϕ̃(t) =
(
(1− α)t + 1

) 1
1−α , t ∈ J̃ =

(
− 1

1− α
, +∞

)
, (.)

ἀποτελεῖ λύση τοῦ (.), ὁρισµένη σ’ ὅλο το J̃.
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Θά δείξοµε τώρα ὅτι ἡ ϕ ταυτίζεται µέ τήν ϕ̃ στό κοινό πεδίο ὁρισµοῦ αὐτῶν, ἤτοι στό ἀνοικτό
διάστηµα I ∩ J̃, ἀπ’ ὅπου ϑά προκύψει ὅτι τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) ἀπολαµβάνει
µοναδικότητος σ’ ὅλο τό J̃. Ἄν αὐτό δέν συνέβαινε, τότε ϑά ὑπῆρχε τ ∈ I ∩ J̃ ὥστε ϕ(τ) 6=
ϕ̃(τ). ῎Εστω τ > 0. (Παροµοίως ἀντιµετωπίζεται καί ἡ περίπτωση τ < 0.) ῾Ορίζοµε

S =
{

t ∈ I ∩ J̃ & t ≥ 0 : ϕ|[0,t] = ϕ̃|[0,t]
}

.

Προφανῶς S 6= Ø. ᾿Ιδιαιτέρως, ἔχοµε ἤδη διαπιστώσει ὅτι J ∩ [0, +∞) ⊂ S, δηλαδή τό S
περιέχει ἀνοικτό διάστηµα τό ὁποῖο περιλαµβάνει τό 0. Τό S εἶναι ἄνω ϕραγµένο ἀπό τό τ.
῎Εστω T = sup S.

Κατ’ ἀρχάς ἰσχύει ὅτι ϕ|[0,T) = ϕ̃|[0,T). Πράγµατι, ἄν T′ ∈ (0, T), τότε τό T′ δέν ἀποτελεῖ
ἄνω ϕράγµα τοῦ S. Ἄρα ὑπάρχει T′′ > T′ ὥστε T′′∈S, δηλαδή οἱ ϕ καί ϕ̃ ταυτίζονται στό
[0, T′′] καί ἰδιαιτέρως ϕ(T′) = ϕ̃(T′).

῞Οµως οἱ ϕ καί ϕ̃ εἶναι συνεχεῖς στό T καί ἐπειδή ταυτίζονται στό [0, T), ὑποχρεωτικῶς ταυτί-
Ϲονται καί στό T. ᾿Επίσης, ἡ ϕ̃ εἶναι ϑετική στό T, καί τό ἴδιο ἰσχύει καί γιά τήν ϕ ἡ ὁποία
ἱκανοποιεῖ καί τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = |x|α
x(T) = ϕ̃(T) > 0.

᾿Επαλαµβάνοντας τήν ἴδια διαδικασία µέ αὐτήν τήν ὁποία ἀκολουθήσαµε στήν ἀρχή τῆς
παραγράφου, καταλήγοµε ἐκ νέου στήν ἱκανοποίηση τῆς (.) ἀπό τήν ϕ, αὐτή ὅµως τήν
ϕορά σέ κάποιο ἀνοικτό διάστηµα J′ τό ὁποῖο περιλαµβάνει τό T. Αὐτό σηµαίνει ὅτι οἱ ϕ καί
ϕ̃ ταυτίζονται καί πέραν τοῦ T. Ἄτοπο διότι εἴχαµε ὑποθέσει ὅτι τό T εἶναι τό ἐλάχιστο ἄνω
ϕράγµα τοῦ S. Ἀπολαµβάνει λοιπόν τό (.) τοπικῆς µοναδικότητος.

Ἀπολαµβάνει µόνον τοπικῆς καί ὄχι καθολικῆς µοναδικότητος, διότι, ἀριστερά τοῦ σηµείου

τ = − 1
1− α

, ὅπου ϕ(τ) = 0, ἡ µοναδικότης παραβιάζεται. ῾Η ϕ δύναται νά ἐπεκταθεῖ

ἀριστερά τοῦ τ κατά ἄπειρους τρόπους, ἀφοῦ ϑά πρέπει νά ἱκανοποιεῖ τό πρόϐληµα ἀρ-
χικῶν τιµῶν {

x′ = |x|α,
x(τ) = 0,

τό ὁποῖο ἔχει ἄπειρες τό πλῆθος λύσεις. ∆ύναται εὐκόλως µάλιστα νά διαπιστωθεῖ ὅτι γιά
κάθε t1 ≤ τ = − 1

1− α
, οἱ συναρτήσεις ψt1 , ὅπου

ψt1(t) =





−(
(1− α)(t1 − t)

) 1
1−α ἄν t < t1,

0 ἄν t ∈ [t1, τ],
(
(1− α)(t− τ)

) 1
1−α ἄν t > τ,

(.)
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ἀποτελοῦν λύσεις τοῦ (.). Κατασκευάσαµε λοιπόν ἄπειρες τό πλῆθος λύσεις τοῦ προβλή-
µατος ἀρχικῶν τιµῶν (.). Ναί µέν οἱ ψt1 εἶναι ἄπειρες τό πλῆθος, ἀλλά ταυτίζονται ὅλες
στό διάστηµα

J̃ =
(
− 1

1− α
, ∞

)
.

῾Η µοναδικότης λοιπόν, µόνον ὡς ἔννοια τοπική, ὑφίσταται στό (.).

Παρατήρηση. Ἄν τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος στά διαστήµατα J1 καί J2 (τ∈ J1 ∩ J2), τότε ἀπολαµβάνει
τοπικῆς µοναδικότητος καί στήν ἕνωση αὐτῶν J1∪ J2, ὅπως προκύπτει ἄµεσα ἀπό τόν ὁρισµό.
Γενικότερα, ἄν τό (.) ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος στά διαστήµατα Ji, i∈ S, τότε
ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος καί στό διάστηµα J = ∪i∈S Ji. ᾿Ιδιαιτέρως, ἄν ϑέσοµε

U =
{

J : J ἀνοικτό διάστηµα στό ὁποῖο τό (.) ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος
}

,

τότε τό (.) ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος στό Jmax = ∪J∈U J, τό ὁποῖο εἶναι ϐεβαίως
καί τό µέγιστο διάστηµα µέ τήν ἰδιότητα αὐτή. Ἀποδείξαµε λοιπόν τό κατωτέρω ἀποτέλεσµα:

Πρόταση 1.7.1. Ἄν τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος,

τότε ὑπάρχει µέγιστο διάστηµα Jmax στό ὁποῖο ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος. 2

1.7.3 Τοπική µοναδικότης παντοῦ συνεπάγεται καθολική µοναδικότητα

ἐπίσης παντοῦ!

῾Η παραβίαση τῆς καθολικῆς µοναδικότητος σέ κάποιο πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν, συνεπάγε-
ται ὅτι παραβιάζεται σέ κάποιο ἄλλο πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν ἡ τοπική µοναδικότης, ὅπως
προκύπτει ἀπό τό ἀκόλουθο ἀποτέλεσµα:

Πρόταση 1.7.2. ῎Εστω f : D → R συνεχής. Ἄν τό πρόβληµα ἀρχικῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος γιά κάθε (τ, ξ)∈D, τότε ἀπολαµβάνει καί καθολικῆς
µοναδικότητος γιά κάθε (τ, ξ)∈D.

Αποδειξη. ῎Εστω ὅτι γιά κάποιο (τ, ξ) ∈ D τό (.) δέν ἀπολαµβάνει καθολικῆς µοναδι-
κότητος. Τότε ϑά ὑπῆρχαν λύσεις

ϕ1 : I1 → R καί ϕ2 : I2 → R,
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τοῦ (.) ὥστε τ ∈ I = I1 ∩ I2 καί
ϕ1|I 6= ϕ2|I .

῎Εστω t1 ∈ I, ὥστε ϕ1(t1) 6= ϕ2(t1). Ἄς ὑποθέσοµε ὅτι t1 > τ. (῾Η περίπτωση t1 < τ

ἀντιµετωπίζεται παροµοίως). Τότε τό σύνολο

S =
{

t ∈ I ∩ [τ, ∞) : ϕ1|[τ,t) = ϕ2|[τ,t)
}

,

εἶναι µή κενό, (ἀφοῦ λόγῳ τοπικῆς µοναδικότητος οἱ ϕ1 καί ϕ2 ϑά πρέπει νά ταυτίζονται
σέ κάποια περιοχή τοῦ τ). ᾿Επίσης εἶναι ἄνω ϕραγµένο, ἀφοῦ κάθε στοιχεῖο τοῦ S εἶναι
µικρότερο τοῦ t1. Ἄρα τό σύνολο S ἔχει ἐλάχιστο ἄνω ϕράγµα τ∗ = sup S. ᾿Ισχύει ὅτι
τ∗∈ (τ, t1] καί ὡς ἐκ τούτου τ∗∈ I. ᾿Επί πλέον ϑά πρέπει νά ἰσχύει ὅτι :

ϕ1|[τ,τ∗) = ϕ2|[τ,τ∗),

διότι ἄν γιά κάποιο t2∈ [τ, τ∗), ἴσχυε ὅτι ϕ1(t2) 6= ϕ2(t2), τότε ϑά εἴχαµε ὅτι

ϕ1|[τ,t) 6= ϕ2|[τ,t) γιά κάθε t > t2

καί ὡς ἐκ τούτου τό t2 ϑά ἦταν ἄνω ϕράγµα τοῦ S, ἄρα t2 ≥ τ∗, ὅπερ ἄτοπο.

Λόγῳ ὅµως τῆς συνεχείας τῶν ϕ1 καί ϕ2 στό τ∗ ϑά ἔχοµε ὅτι :

ϕ1(τ∗) = lim
t→τ∗−

ϕ1(t) = lim
t→τ∗−

ϕ2(t) = ϕ2(τ∗).

῎Εστω ξ∗ = ϕ1(τ∗) = ϕ2(τ∗). Τότε οἱ ϕ1, ϕ2, πέραν τοῦ ὅτι ταυτίζονται στό τ∗, ἀποτελοῦν
καί λύσεις τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x),
x(τ∗) = ξ∗,

τό ὁποῖο ὅµως, ἐξ ὑποθέσεως, ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος. ῎Ητοι, ὑπάρχει περιοχή
Iε = (τ∗ − ε, τ∗ + ε), στήν ὁποία οἱ ϕ1, ϕ2 ταυτίζονται.

Συνολικῶς λοιπόν οἱ ϕ1 καί ϕ2 ταυτίζονται σ’ ὅλο τό [τ, τ∗) ∪ Iε = [τ, τ∗ + ε) καί ὡς ἐκ
τούτου ϑά εἴχαµε ὅτι :

τ∗ + ε ≤ sup S = τ∗.

῞Οπερ ἄτοπο. 2

1.7.4 Μιγαδική ἐκδοχή τῆς µοναδικότητος*

Στήν περίπτωση τοῦ µιγαδικοῦ χρόνου ἡ συνάρτηση ϱοῆς εἶναι ἀναλυτική ὡς πρός ἑκάστη
τῶν µεταβλητῶν της καί ἡ Ϲητουµένη λύση εἶναι ἐπίσης ἀναλυτική. ῾Η ἔννοια τῆς τοπικῆς
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µοναδικότητος δέν ὑφίσταται λόγῳ τῆς ἐγγενοῦς ὁµαλότητος τῆς συναρτήσεως ϱοῆς. Τά προβ-
λήµατα ἀρχικῶν τιµῶν µιγαδικοῦ χρόνου ἀπολαµβάνουν λοιπόν καθολικῆς µοναδικότητος.
῞Οµως,ἐπειδή ἡ τοµή διδιαστάτων ἀνοικτῶν συνεκτικῶν συνόλων δένἀποτελεῖ ἀπαραιτήτως
συνεκτικό σύνολο, δύο λύσεις τοῦἰδίου προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν δέν ὑποχρεοῦνται νάἰσοῦν-
ται σ’ ὁλη τήν τοµή τῶν πεδίων ὁρισµοῦ αὐτῶν,ἀλλά σέ κατάλληλη συνεκτική συνιστῶσα:

῾Ορισµός 1.7.2. ῎Εστω τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν:




dw
dz

= f (z, w),

w(ζ) = ω,
(.)

ὅπου D ⊂ C2 ἀνοικτό καί f : D → C ἀναλυτική ὡς πρός ἀµφότερες τίς µεταβλητές
της καί (ζ, ω)∈D. Λέγεται ὅτι τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) ἀπολαµβάνει καθολικῆς

µοναδικότητος, ἄν ὁποτεδήποτε οἱ συναρτήσεις

ϕ1 : U1 −→ C, ϕ2 : U2 −→ C,

εἶναι λύσεις τοῦ (.), τότε ϕ1|U = ϕ2|U, ὅπου U ἡ συνεκτική συνιστῶσα τοῦ συνόλου
U1 ∩U2 ἡ ὁποία περιέχει τό ζ.

Στήν περίπτωση πραγµατικοῦ χρόνου ἡ µοναδικότης ἐξασφαλίζεται µέσῳ τῆς ὁµαλότητος τῆς
ϱοῆς. Στήν περίπτωση τοῦ µιγαδικοῦ χρόνου ἡ ϱοή εἶναι ἀναλυτική. Αὐτό τό γεγονός ἔχει
ὡς συνέπεια τήν κάτωθι πρόταση:

Πρόταση 1.7.3. Τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) ἀπολαµβάνει καθολικῆς µοναδικότητος.

Αποδειξη. Ἄν ϕ1 καί ϕ2 λύσεις τοῦ (.), τότε αὐτές εἶναι ἄπειρες ϕορές διαφορίσιµες, ὡς
ἀναλυτικές, καί ἰδιαιτέρως, ἐπαγωγικῶς ἀποδεικνύεται ὅτι

ϕ
(n)
1 (ζ) = ϕ

(n)
2 (ζ) διά κάθε n ∈ N.

᾿Επειδή οἱ ϕ1 καί ϕ2 εἶναι ἀναλυτικές, ἡ ἀνωτέρω ἔχει ὡς συνέπεια ὅτι αὐτές ταυτίζονται στήν
συνεκτική συνιστῶσα τῆς τοµῆς τῶν πεδίων ὁρισµοῦ αὐτῶν ἡ ὁποία περιέχει τό ζ.

Παρατήρηση. ῾Υπάρχουν πλεῖστα παράδειγµατα λύσεων µιγαδικῶν προβληµάτων ἀρχικῶν
τιµῶν µέ λύσεις οἱ ὁποῖες δέν ταυτίζονται στό κοινό πεδίο ὁρισµοῦ αὐτῶν. Στά παραδείγµατα
αὐτά οἱ λύσεις ἀποτελοῦν ἐπιφάνειες Riemann. (Βλέπε ῾Ενότητα 3.5.)

᾿Ασκήσεις

.. Ἀποδείξατε ὅτι πράγµατι ὅλες οἱ ϕt1,t2 οἱ ὁποῖες ὁρίζονται ἀπό τήν (.) ἀποτελοῦν λύσεις τοῦ (.).
Ἀποδείξατε ἐπίσης ὅτι λύσεις τοῦ (.) ἀποτελοῦν τόσο ἡ ταυτοτικῶς µηδενική συνάρτηση, ὅσο καί οἱ
συναρτήσεις

ϕt1,∞ =





−(
(1− α)(t1 − t)

) 1
1−α ἄν t < t1,

0 ἄν t ≥ t1,
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γιά κάθε t1 ≤ 0, καθώς καί οἱ

ϕ−∞,t2 =





0 ἄν t ≤ t2,
(
(1− α)(t− t2)

) 1
1−α ἄν t > t2,

γιά κάθε t2 ≥ 0.

..∗(Συνέχεια) ∆είξατε ὅτι ἄν ϕ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.), τότε ἡ ϕ ϑά ταυτίζεται, ἐκεῖ ὅπου
ὁρίζεται, εἴτε µέ τήν ταυτοτικῶς µηδενική συνάρτηση, εἴτε µέ κάποια ἐκ τῶν ϕt1,t2 γιά κατάλληλα t1, t2,
εἴτε µέ κάποια ἀπό τίς ϕt1,∞ ἤ ϕ−∞,t2 γιά ἐπίσης κατάλληλο t1 ἤ t2.

.. Ἀποδείξατε ὅτι ὅλες οἱ ψt1,t2 οἱ ὁποῖες ὁρίζονται ἀπό τήν (.) ἀποτελοῦν πράγµατι λύσεις τοῦ (.).
᾿Ιδιαιτέρως ἄν I = (− 1

1−α , ∞), τότε
ψt1,t2 |I = ψt′1,t′2 |I ,

γιά κάθε t1, t′1 ≤ 0 καί t2, t′2 ≥ 0.

.. Νά δοθοῦν οἱ λεπτοµέρειες τῆς ἀποδείξεως ὅτι γιά κάθε πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν ἀπολαµβάνοντος
τοπικῆς µοναδικότητος ὑπάρχει µέγιστο ἀνοικτό διάστηµα στό ὁποῖο τό πρόβληµα αὐτό ἀπολαµβάνει
µοναδικότητος. (Βλέπε σχετική Παρατήρηση σελίδος 43.)

.. Κατασκευάστε ἄπειρες τό πλῆθος λύσεις γιά τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′ = |x− 1|1/2,
x(0) = 1.

.. Κατασκευάστε ὅλες τίς λύσεις τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = |x2 − 1|1/2,

x(0) = 1.

Υποδειξη. ῾Η συνάρτηση ϕ(t) ≡ 1 ἀποτελεῖ λύση τοῦ ἀνωτέρω. Τό ἴδιο καί ἡ συνάρτηση

ψ(t) =





− cosh(−t + π) ἄν t ≤ −π,
cos t ἄν t ∈ (−π, 1),

cosh t ἄν t ≥ 1.

Οἱ ὑπόλοιπες λύσεις κατασκευάζονται κατά τρόπο ἀνάλογο µέ τίς λύσεις τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
(.).

.. Κατασκευάστε ὅλες τίς λύσεις τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = p(t)|x|α
x(0) = 1,

ὅπου p∈C(R) καί α∈ (0, 1).

.. ∆είξατε ὅτι τά προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν

(i)
{

x′ = x,
x(0) = 0,

(ii)
{

x′ = p(t) x
x(0) = 0,

ὅπου p συνεχής συνάρτηση.
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(iii)∗
{

x′ = |x|α
x(0) = 0,

ὅπου α ≥ 1.

ἔχουν ὅλα µοναδική λύση, τήν ταυτοτικῶς µηδενική.

Υποδειξεις. Στό (i) ἄν πολλαπλασιάσουµε ἐπί τῆς συναρτήσεως µ(t) = e−t, τότε ἡ ∆Ε καθίσταται ἰσοδύ-
ναµη µέ τήν (e−tx)′ = 0 καί λόγῳ τῆς ἀρχικῆς συνθήκης, ἡ συνάρτηση x εἶναι ἡ µηδενική.

Στό (ii) ὁ ὁλοκληρωτικός παράγων εἶναι : µ(t) = e−
∫ t

0 p(s) ds.

Στό (iii) ἀρχικῶς µελετοῦµε τήν περίπτωση t ≥ 0. ῎Εστω ϕ λύση διάφορη τῆς µηδενικῆς. ᾿Επειδή ϕ

αὔξουσα, τότε ϕ(t0) > 0 γιά κάποιο t0 > 0. ᾿Ιδιαιτέρως ϑά ὑπάρχει κάποιο t1 > 0 ὥστε 0 < ϕ(t1) < 1.
῾Οπότε στό διάστηµα [0, t1] ἡ ϕ ϑά ἱκανοποιεῖ :

ϕ′ − ϕ ≤ ϕ′ − |ϕ|α = 0.

Ἄν λοιπόν πολλαπλασιάσοµε ἐπί e−t καί ὁλοκληρώσοµε στό [0, t1] καταλήγοµε στό ὅτι ϕ(t1) ≤ 0, τό
ὁποῖο εἶναι ἄτοπο.

.. Ἀποδείξατε, χρησιµοποιῶντας τίς µέχρι τώρα γνώσεις σας, ὅτι τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = |x|1/2,
x(0) = 1,

(.)

ἀπολαµβάνει πράγµατι τοπικῆς µοναδικότητος.

Υποδειξη. Χρησιµοποιῶντας συνεπαγωγές, ἀποδείξατε ὅτι ἄν ἡ συνάρτηση ϕ : I → R, ὅπου 0 ∈ I,
ἱκανοποιεῖ τό (.), τότε ὑποχρεωτικῶς ϕ(t) = 1

4 (t + 1)2, γιά κάθε t στό διάστηµα (−1, ∞).

..∗῎Εστω ὅτι D ⊂ R2 ἀνοικτό, f : D→R συνεχής καί γιά κάθε (τ, ξ)∈R2 τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

ἀπολαµβάνει καθολικῆς µοναδικότητος. ∆είξατε ὅτι ὑπάρχει διαµέριση τοῦ D τῆς ὁποίας τά στοιχεῖα εἶναι
τά γραφήµατα τῶν λύσεων τῆς x′ = f (t, x).

Υποδειξη. Στό σύνολο D ὁρίζοµε τήν ἑξῆς σχέση:

(τ1, ξ1) ∼ (τ2, ξ2),

ἄν καί µόνον ἄν, τά (τ1, ξ1) καί (τ2, ξ2) ἀνήκουν στό γράφηµα τῆς ἴδιας λύσεως. ∆εῖξτε ὅτι πράγµατι ∼
ἀποτελεῖ σχέση ἰσοδυναµίας. Εἶναι ἀπαραίτητο νά δειχθεῖ ὅτι κάθε λύση ἐπεκτείνεται σέ λύση ὁρισµένη
σέ µέγιστο διάστηµα.

..∗Μιµούµενοι τήν διαδικασία στήν παρατήρηση τῆς σελίδος 41 ἀποδεῖξτε ὅτι, ἄν f : R → R συνεχής καί
f (x) 6= 0 γιά κάθε x∈R, τότε τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (x),
x(τ) = ξ,

ἀπολαµβάνει καθολικῆς µοναδικότητος γιά κάθε (τ, ξ) στό R2.
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1.8 Γεωµετρική ϑεώρηση

Ἀπό τήν Ἀναλυτική Γεωµετρία ὑπενθυµίζοµε ὅτι :

Ἄν x : I −→ R διαφορίσιµη συνάρτηση, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα, τότε τό διάνυσµα

t =
(

1,
dx(t∗)

dt

)
,

ἐφάπτεται στό γράφηµα τῆς συναρτήσεως στό σηµεῖο
(
t∗, x(t∗)

)
. ᾿Ενῶ τό διάνυσµα

n =
(
−dx(t∗)

dt
, 1

)
,

τέµνει καθέτως τό γράφηµα τῆς προαναφερθείσης συναρτήσεως στό ἴδιο σηµεῖο. ῾Η γωνία ω,
τήν ὁποία σχηµατίζει τό διάνυσµα t µέ τόν ἄξονα τῶν t, ἔχει ἐφαπτοµένη

tan ω =
dx(t∗)

dt
.

Γενικότερα, ἄν ἡ
ξ(s) =

(
t(s), x(s)

)
, s ∈ I,

ἀποτελεῖ διαφορίσιµη καµπύλη στό ἐπίπεδο t− x, τότε τό διάνυσµα:

t =
(

dt(s∗)
ds

,
dx(s∗)

ds

)
,

ἐφάπτεται στήν καµπύλη στό σηµεῖο
(
t(s∗), x(s∗)

)
, ἐνῶ τό διάνυσµα:

n =
(
− dx(s∗)

ds
,

dt(s∗)
ds

)
,

τήν τέµνει καθέτως στό ἴδιο σηµεῖο.

῎Εστω τώρα ἡ συνήθης διαφορική ἐξίσωση:

xx′ + t = 0, (.)

ἡ ὁποία δύναται νά ὁλοκληρωθεῖ καί νά µᾶς παραχωρήσει

x2 + t2 = c.

῎Ητοι : Οἰκογένεια ὁµόκεντρων κύκλων, µέ κέντρο τήν ἀρχή τῶν ἀξόνων.

Καµµία καµπύλη τῆς ἀνωτέρω οἰκογενείας δέν ἀποτελεῖ συνάρτηση. ῾Η (.), γιά x 6= 0,
λαµβάνει τήν ἑξῆς ἄµεση µορφή:

x′ = − t
x
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καί ἔχει ὡς λύσεις ὅλες τίς συναρτήσεις τῆς µορφῆς:

ϕ(t) =
√

c− t2 καί ϕ(t) = −
√

c− t2.

ὅπου c > 0 καί t ∈ (−√c,
√

c). Τό γράφηµα ἑκάστης τῶν ἀνωτέρω κεῖται ἐπί περιφέρειας
κύκλου µέ κέντρο τήν ἀρχή τῶν ἀξόνων.

῞Οπως ϕαίνεται ἀπό τό ἀνωτέρω παράδειγµα, οἱ καµπύλες αὐτές, τίς ὁποῖες ϑά καλοῦµε
ὁλοκληρωτικές καµπύλες (integral curves) καί προσεκτικός ὁρισµός τους ϑά δοθεῖ στή-
ν συνέχεια, ἀποτελοῦν γενίκευση τῶν λύσεων συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων, δεδοµένου
ὅτι οἱ λύσεις εἶναι ὑποχρεωτικῶς συναρτήσεις. Οἱ ὁλοκληρωτικές καµπύλες δέν δύνανται
νά ἐκφρασθοῦν παραµετρικῶς µέ παράµετρο τό t ἤ τό x πάντοτε. Θά ἦταν ὅµως δυνατόν
νά ἐκφρασθοῦν παραµετρικῶς ἀπό µία τρίτη µεταβλητή, ὥστε νά ἀποτελοῦν κανονικές καµ-
πύλες.

῾Ορισµός 1.8.1. Μία καµπύλη x : I → Rn ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα, ϑά ὀνοµάζεται
κανονική (regular) ἄν ἰσχύουν τά ἀκόλουθα:

(i) ῾Η x εἶναι διαφορίσιµη σ’ ὅλο τό I καί

(ii) ẋ(s) 6= 0 γιά κάθε s ∈ I, ὅπου ˙ =
d
ds

.

Ἄν λοιπόν ἐκφράσοµε παραµετρικῶς τίς ὁλοκληρωτικές καµπύλες τῆς (.) µέ τήν παρά-
µετρο s, δηλαδή:

t = t(s), x = x(s),

ϑά ἔχοµε ὅτι :
0 =

1
2

d
ds

(t2 + x2) = tṫ + xẋ.

῎Ητοι, ἡ καµπύλη ἡ ὁποία ἔχει ἐκφρασθεῖ παραµετρικῶς ἀπό τό s, ἔχει τήν ἰδιότητα ὅτι,
σέ κάθε της σηµεῖο (t∗, x∗), τό ἐφαπτόµενό της διάνυσµα στό σηµεῖο αὐτό εἶναι κάθετο στό
(t∗, x∗). Σηµειωτέον ὅτι, ἄν ἡ x = x(t) ἀποτελεῖ λύση τῆς

x′ = f (t, x), (.)

τότε, δεδοµένου ὅτι τό ἐφαπτόµενο διάνυσµα στό σηµεῖο
(
t∗, x(t∗)

)
τοῦ γραφήµατός της,

εἶναι παράλληλο πρός τό διάνυσµα
(
1, x′(t∗)

)
, εἶναι δυνατόν νά γραφεῖ ἡ (.) ὡς σχέση

καθετότητος διανυσµάτων

0 = x′ − f (t, x) =
(
1, x′

) · (− f (t, x), 1
)
,

Χρησιµοποιοῦµε στό ἀνά χεῖρας τήν περίφραση ἐκφράζω παραµετρικῶς εἰς ἀπόδοση τοῦ ἀγγλοσαξωνικοῦ
ὅρου parametrize. ᾿Εµφανίζεται συχνά στήν ἑλληνική ϐιβλιογραφία καί ἡ ἀπόδοση παραµετρικοποιῶ.
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τό ὁποῖο γεωµετρικῶς περιγράφεται ὡς ἑξῆς :

Λύση τῆς (1.35) εἶναι κάθε διαφορίσιµη συνάρτηση τῆς ὁποίας τό γράϕηµα εἶναι κάθετο
στό διάνυσµα

(− f (t, x), 1
)
, ἤ ἰσοδύναµα, ἐφαπτόµενο στό διάνυσµα

(
1, f (t, x)

)
, σέ κάθε

σηµεῖο (t, x) ἀπό τό ὁποῖο διέρχεται.

῾Η ἐξίσωση (.) ἐµφανίζεται ἐναλλακτικῶς στήν ϐιβλιογραφία καί ὡς

tṫ + xẋ = 0, (.)

ἤ
t dt + x dx = 0.

᾿Εννοιεῖται ὅτι τά dt καί dx, ἐδῶ δέν ἀποτελοῦν διαφορικά, ἀλλά τίς συνιστῶσες t καί x,
ἀντιστοίχως, τοῦ ἐφαπτοµένου διανύσµατος. Οἱ ἀνωτέρω µορφές ἐπιτρέπουν ἱκανοποίησή
τους, ὄχι µόνον ἀπό λύσεις τῆς (.), οἱ ὁποῖες εἶναι ϐεβαίως συναρτήσεις, ἀλλά καί ἀπό
καµπύλες, οἱ ὁποῖες δέν ἀποτελοῦν γραφήµατα συναρτήσεων, ὅπως γιά παράδειγµα ἀπό τόν
κύκλο. Πράγµατι, ἡ καµπύλη

t = $ cos s, x = $ sin s, s ∈ R,

ἱκανοποιεῖ τήν (.) χωρίς νά ἀποτελεῖ γράφηµα συναρτήσεως.

Ἄν ὅµως ἡ καµπύλη
t = T(s), x = X(s), s ∈ I,

ἱκανοποιεῖ τήν ἐξίσωση
M(t, x) ṫ + N(t, x) ẋ = 0

καί Ṫ(s) 6= 0 γιά κάθε s∈K ⊂ I, ὅπου K ἀνοικτό διάστηµα, τότε ἡ καµπύλη
(
T(s), X(s)

)
,

s ∈ K, δύναται νά ἐκφρασθεῖ παραµετρικῶς ἀπό τό t. Πράγµατι ἡ T = T(s) ϑά εἶναι 1–1
στό K, ἐπί ἑνός ἐπίσης ἀνοικτοῦ διαστήµατος J. ᾿Επίσης, ἡ T−1 : J → K, ϑά εἶναι ἐπίσης
1–1, ἐπί καί διαφορίσιµη. Ἄν ϑέσοµε ϕ(t) = X

(
T−1(t)

)
, τότε ἡ ϕ : J → R, ϑά εἶναι

διαφορίσιµη, ὡς σύνθεση τέτοιων, καί ϑά ἰσχύει ὅτι :

ϕ′(t) =
dX
ds
· dT−1(t)

dt
=

dX
ds

(
dT
ds

)−1

=
Ẋ
Ṫ

,

ὁπότε τελικῶς
Ṫ
(
T−1(t)

)
ϕ′(t) = Ẋ

(
T−1(t)

)
, (.)

γιά κάθε t∈ J. ῾Εποµένως, ἄν γιά κάθε s∈K ἰσχύει ὅτι :

M
(
T(s), X(s)

)
Ṫ(s) + N

(
T(s), X(s)

)
Ẋ(s) = 0,

τότε λόγῳ τῆς (.) ϑά ἰσχύει καί ὅτι :

M
(
t, ϕ(t)

)
+ N

(
t, ϕ(t)

)
ϕ′(t) = 0,

γιά κάθε t∈ J.
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1.8.1 ῾Ολοκληρωτικές καµπύλες

῾Ορισµός 1.8.2. ῎Εστω ἡ συνήθης διαφορική ἐξίσωση

M(t, x) dt + N(t, x) dx = 0, (.)

ὅπου M, N, συνεχεῖς ἐπί τοῦ D, καί D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2. ῾Υποθέτοµε ἐπίσης ὅτι :
(

M(t, x), N(t, x)
) 6= (0, 0),

γιά κάθε (t, x)∈D. Μία κανονική καµπύλη ζ(s) =
(
T(s), X(s)

)
µέ s ∈ I, ὅπου I ἀνοικτό

διάστηµα, ὀνοµάζεται ὁλοκληϱωτική καµπύλη τῆς ἐξισώσεως (.), ἄν γιά κάθε s∈ I,
(

M
(
ζ(s)

)
, N

(
ζ(s)

)) · ζ̇(s) = 0,

ἤ ἰσοδύναµα
M

(
ζ(s)

)dT
ds

+ N
(
ζ(s)

)dX
ds

= 0.

῎Ητοι, τό διάνυσµα P
(
ζ(s)

)
=

(
M

(
ζ(s)

)
, N(ζ(s)

))
, εἶναι κάθετο στήν καµπύλη στό σηµεῖο

ζ(s) =
(
T(s), X(s)

)
.

Παρατηρήσεις

(i) Ἄν γιά κάποιο s0 ∈ I, ἔχοµε ὅτι T(s0) 6= 0, τότε ὑπάρχει ἀνοικτό διάστηµα J, ὥστε
s0∈ J ⊂ I, ὅπου

T(s) 6= 0, γιά κάθε s ∈ J.

Τότε ἡ ὁλοκληρωτική καµπύλη, περιορισµένη στό J, ϑά ἀποτελεῖ γράϕηµα λύσεως τῆς
συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως

M(t, x) + N(t, x) x′ = 0.

Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 52.

(ii) ῾Η ἔννοια τῆς µοναδικότητος ἐπεκτείνεται κατά ϕυσιολογικό τρόπο καί στίς ὁλοκληϱω-
τικές καµπύλες τίς διερχόµενες ἀπό δοθέν σηµεῖο (τ, ξ). ᾿Επεκτείνεται τόσο ὡς ἔννοια
τοπική, ὅσο καί ὡς ἔννοια καθολική (ϐλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 52).

(iii) Στήν περίπτωση ὅπου ὑπάρχουν συνθῆκες ἐξασφαλίζουσες τήν µοναδικότητα, γιά τίς
ὁλοκληρωτικές καµπύλες τῆς

M(t, x) + N(t, x)x′ = 0,

ὅπου M, N ∈ C(D) καί D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2, δηλαδή ἐξασφαλίζουσες ὅτι,
ἀπό κάθε (τ, ξ) ∈ D, διέρχεται µόνο µία ὁλοκληρωτική καµπύλη, ἀποδεικνύεται ὅτι
οἱ ὁλοκληρωτικές καµπύλες ἀποτελοῦν διαµέριση τοῦ D (ϐλέπε Ἄσκηση .. στήν
σελίδα 53).
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1.8.2 Πεδία διευθύνσεων καί γραµµικά στοιχεῖα

Πεδία διευθύνσεων. Θά ἦταν δυνατόν νά ϑεωρήσοµε µία ϐαθµωτή συνήθη διαφορική
ἐξίσωση πρώτης τάξεως ὡς µία συνάρτηση ἡ ὁποία ἀπεικονίζει τά σηµεῖα (t, x) τοῦ ἐπιπέδου(
ἤ γενικότερα (t, x)∈D ⊂ Rn+1 στήν διανυσµατική περίπτωση

)
, σέ διάνυσµατα

(
1, f (t, x)

)
(
ἤ γενικότερα στά (1, f (t, x)

))
. Ἀποτελεῖ λοιπόν ἕνα πεδίο διευθύνσεων ἤ διανυσµατικό

πεδίο (vector field), στόν R2 (ἤ γενικότερα στό D). Γενικότερα ἔχοµε τόν ἀκόλουθο ὁρισµό:

῾Ορισµός 1.8.3. ῎Εστω Ω ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ Rn καί F : Ω → Rn συνεχής. Ἄν
F (x) 6= 0, γιά κάθε x∈Ω, τότε ἡ F ϑά λέγεται ὅτι ἀποτελεῖ ἕνα πεδίο διευθύνσεων στό Ω.
Ἄν δέ x∈Ω, τό διάνυσµα F (x) ϑά ἀποτελεῖ τήν διεύθυνση τοῦ πεδίου στό σηµεῖο x.

Τό δέ Ϲητούµενο, ἤ λύση, ϑά εἶναι ὑπό αὐτή τήν ϑεώρηση, µία καµπύλη, ἡ ὁποία, σέ κάθε
σηµεῖο ἀπό τό ὁποῖο διέρχεται, ἐφάπτεται τοῦ διανύσµατος στό σηµεῖο ἐκεῖνο.

Γραµµικά στοιχεῖα. Μία συνήθης διαφορική ἐξίσωση ὁρίζει σέ κάθε σηµεῖο τοῦ ἐπιπέδου
ἕνα γραµµικό στοιχεῖο (linear element).

῾Ορισµός 1.8.4. Μία τριάδα (t, x, p) ὀνοµάζεται γραµµικό στοιχεῖο, ἄν τό Ϲεῦγος (t, x) ἀπο-
τελεῖ σηµεῖο τοῦ ἐπιπέδου ἐνῶ ἡ p ὁρίζει τήν κλίση εὐθείας ἡ ὁποία διέρχεται ἀπό τό σηµεῖο
αὐτό.

Παρατηρῆστε ὅτι τό γραµµικό στοιχεῖο δύναται νά ὁρισθεῖ ἀκόµη καί στήν περίπτωση ἐξι-
σώσεως ἔµµεσης µορφῆς F(t, x, x′) = 0. ῾Οπότε, τά γραµµικά στοιχεῖα ϑά ἀποτελοῦν τό
σύνολο

E =
{
(t, x, p) ∈ R3 : F(t, x, p) = 0

}
.

᾿Ασκήσεις

.. ῎Εστωσαν οἱ ὁλοκληρωτικές καµπύλες Φ1(t, x) = c1, Φ2(t, x) = c2, τῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων x′ =
f1(t, x), x′ = f2(t, x), ἀντιστοίχως. Ἄν ἰσχύει ὅτι

f1(t, x) f2(t, x) = −1,

γιά κάθε t, x, τότε δείξατε ὅτι σέ κάθε σηµεῖο στό ὁποῖο τέµνονται οἱ ἀνωτέρω καµπύλες, τέµνονται
καθέτως.

.. (Συνέχεια) Τί ϑά ἔπρεπε νά ἰσχύει ὥστε νά τέµνονται ὑπό γωνία α;

.. Πῶς ϑά ἦταν δυνατόν νά ὁρισθοῦν οἱ ἔννοιες τῆς τοπικῆς καί καθολικῆς µοναδικότητος στίς ὁλοκληϱωτικές
καµπύλες ;

.. ᾿Εξηγῆστε γιατί ἰσχύουν τά ὅσα ἀναφέρονται στήν παρατήρηση (i) τῆς σελίδος 51.
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.. ∆είξατε ὅτι ὅταν ὑπάρχουν συνθῆκες ἐξασφαλίζουσες τήν µοναδικότητα, γιά τίς ὁλοκληρωτικές καµπύλες
τῆς

M(t, x) + N(t, x)x′ = 0,

ὅπου M, N ∈ C(D) καί D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2, τότε οἱ ὁλοκληρωτικές καµπύλες ἀποτελοῦν

διαµέριση τοῦ D.

1.9 ῾Ολοκληρωτική µορφή

Τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν {
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

εἶναι δυνατόν νά γραφεῖ καί ὡς :

x(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, x(s)

)
ds,

ἡ ὁποία ἀποτελεῖ τήν ὁλοκληρωτική µορφή (integral form) ἤ ἄλλως ὁλοκληρωτική διατύπωση

(integral formulation) αὐτοῦ. ῾Η πρόταση ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ ϑεµελιώνει τήν ἰσοδυναµία τῶν
δύο µορφῶν.

Πρόταση 1.9.1. (᾿Αρχή τῆς ἰσοδυναµίας) ῎Εστω ὅτι ἡ συνάρτηση f : D → R εἶναι
συνεχής, ὅπου D ὑποσύνολο τοῦ R2 ἀνοικτό, ϕ : I → R διαφορίσιµη συνάρτηση, ὅπου
I ἀνοικτό διάστηµα,

(
t, ϕ(t)

) ∈ D γιά κάθε t ∈ I καί τ ∈ I. Τότε τά ἀκόλουθα εἶναι
ἰσοδύναµα: {

ϕ′(t) = f
(
t, ϕ(t)

)
, γιά κάθε t ∈ I

ϕ(τ) = ξ,
(.i)

καί
ϕ(t) = ξ +

∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds, γιά κάθε t ∈ I. (.ii)

Αποδειξη. Κατ’ ἀρχάς ϑά χρησιµοποιήσοµε τό ἀκόλουθο Λῆµµα:

Λῆµµα. Μέ τίς ὑποθέσεις τῆς ἀνωτέρω προτάσεως ἡ συνάρτηση ψ(t) = f
(
t, ϕ(t)

)
εἶναι

συνεχής στό I.

Αποδειξη του Ληµµατος. Κατ’ ἀρχάς ϑά δείξοµε ὅτι ἡ συνάρτηση ψ(t) = f
(
t, ϕ(t)

)
ϑά

εἶναι συνεχής στό I. ῾Η συνέχεια τῆς f δύναται νά ὁρισθεῖ ὡς ἑξῆς :

῾Η f εἶναι συνεχής στό (t0, x0) ∈ D ἄν διά κάθε ε > 0 ὑπάρχει δ = δ(ε) > 0 ὥστε
ὁποτεδήποτε (t, x)∈D καί

|t− t0| < δ καί |x− x0| < δ,



 Κεφάλαιο 1. Εἰσαγωγικά

τότε
| f (t, x)− f (t0, x0)| < ε.

῎Εστω τώρα t0 ∈ I καί ε > 0. ᾿Επειδή ἡ ϕ εἶναι συνεχής στό t0, τότε γιά τό δ1 = δ1(ε) τό
ὁποῖο λαµβάνοµε ἀπό τήν συνέχεια τῆς f στό

(
t0, ϕ(t0)

)
ὑπάρχει δ2 > 0 ὥστε :

|t− t0| < δ2 =⇒ |ϕ(t)− ϕ(t0)| < δ1.

῎Εστω δ = min(δ1, δ2) καί |t− t0| < δ. Λόγῳ τῆς ἀνωτέρω ἔχοµε : |ϕ(t)− ϕ(t0)| < δ1 ≤ δ

καί συνεπῶς
|t− t0| < δ καί |ϕ(t)− ϕ(t0)| < δ.

Συνολικῶς, ἡ συνέχεια τῆς f στό
(
t0, ϕ(t0)

)
σέ συνδυασµό µέ τό γεγονός ὅτι δ1 ≤ δ παρέχει

ὅτι
|ψ(t)− ψ(t0)| =

∣∣ f
(
t, ϕ(t)

)− f
(
t0, ϕ(t0)

)∣∣ < ε. 2

(1.39i) =⇒ (1.39ii):

Λόγῳ τοῦ ἀνωτέρω Λήµµατος, ἡ ψ εἶναι συνεχής στό I ἀρα εἶναι καί ὁλοκληρώσιµη στό ἴδιο
διάστηµα. ∆ηλαδή ἡ ϕ′ εἶναι ὁλοκληρώσιµη σέ κάθε κλειστό ὑποδιάστηµα τοῦ I. ῞Οταν
ὁλοκληρώσοµε τήν διαφορική ἐξίσωση τοῦ (.i) στό [τ, t] λαµβάνοµε :

∫ t

τ
ϕ′(s) ds =

∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds (.)

καί λόγῳ τοῦ Θεµελιώδους Θεωρήµατος τοῦ Ἀπειροστικοῦ Λογισµοῦ:

ϕ(t)− ϕ(τ) =
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds.

᾿Ενσωµατώνοντας τήν ἀρχική συνθήκη ϕ(τ) = ξ στήν ἀνωτέρω λαµβάνοµε

ϕ(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds,

ἡ ὁποία ἰσχύει γιά κάθε t ∈ I, λόγῳ τοῦ αὐθαιρέτου στήν ἐπιλογή τοῦ t. Τό t ἐπιτρέπεται
ϐεβαίως νά εἶναι καί µικρότερο τοῦ τ ὁπότε ἁπλῶς ἀλλάζει ἡ ϕορά τῆς ὁλοκληρώσεως στήν
(.).

(1.39ii) =⇒ (1.39i): ῞Οταν παραγωγίσοµε τήν (.ii) λαµβάνοµε

ϕ′(t) = f
(
t, ϕ(t)

)
,
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γιά κάθε t∈ I. Ἄν ϑέσοµε στήν (.ii) t = τ, λαµβάνοµε ϕ(τ) = ξ. ὅ.ἔ.δ.

᾿Ασκήσεις

.. Νά διατυπωθεῖ ἡ ὁλοκληρωτική µορφή ἡ ὁποία ἀντιστοιχεῖ στό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.ii), καί
ἀκολούθως νά διατυπωθεῖ καί νά ἀποδειχθεῖ ἡ ἀντίστοιχη ἀρχή ἰσοδυναµίας.

.. Νά διατυπωθεῖ ἡ ὁλοκληρωτική µορφή ἡ ὁποία ἀντιστοιχεῖ στό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.iii), καί
ἀκολούθως νά διατυπωθεῖ καί νά ἀποδειχθεῖ ἡ ἀντίστοιχη ἀρχή ἰσοδυναµίας.

.. Ἄν ἡ συνάρτηση ϕ : I → R ἀποτελεῖ λύση τῆς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως x′ = f (t, x), ὅπου f
συνεχής ἐπί τοῦ γραφήµατος τῆς ϕ, τότε γιά κάθε s, t∈ I ἰσχύει ὅτι

ϕ(s)− ϕ(t) =
∫ t

s
f
(
σ, ϕ(σ)

)
dσ.

.. ῎Εστω f ∈Ck(D) καί ϕ∈C(I) ὥστε

ϕ(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds,

γιά κάθε t∈ I. ∆είξατε ὅτι ϕ∈Ck+1(I).

.. ῎Εστω ὅτι ἡ ϕ ἀποτελεῖ λύση τῆς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως x′ = f (t, x) στό I = (a, b), ὅπου
a, b ∈ R καί f ∈ C(R2). Ἄν ἡ ϕ εἶναι ϕραγµένη στό I, τότε τά ὅρια

lim
t→a+

ϕ(t), lim
t→b−

ϕ(t),

ὑπάρχουν στό R.

Υποδειξη. ῎Εστω {tn}n∈N ⊂ (a, b) ἀκολουθία µέ ὅριο τό b. Τότε ἡ ἀκολουθία {ϕ(tn)}n∈N ἐπειδή εἶναι
ϕραγµένη ἔχει συγκλίνουσα ὑπακολουθία, ἔστω τήν {ϕ(sn)}n∈N µέ ὅριο τό `∈ [A, B] = [inf ϕ, sup ϕ].
Γιά κάθε t∈ (a, b) καί n∈N ϑά ἔχοµε

ϕ(t)− ϕ(sn) =
∫ t

sn

f
(
s, ϕ(s)

)
ds. (.)

Ἄν K = [a, b]× [A, B] καί
M = max

(t,x)∈K
| f (t, x)| < ∞,

τότε τό δεξιό µέλος τῆς (.) δύναται νά ϕραχθεῖ ἀπολύτως, γιά sn ≥ t, ὡς
∣∣∣
∫ sn

t
f
(
s, ϕ(s)

)
ds

∣∣∣ ≤
∫ sn

t

∣∣ f
(
s, ϕ(s)

)∣∣ ds ≤ M|sn − t| ≤ M|b− t|,
ὁπότε ἡ (.) συνεπάγεται ὅτι

|ϕ(t)− ϕ(sn)| ≤ M|t− b|,
τό ὁποῖο ἔχει ὡς συνέπεια, καθώς τό n τείνει στό ἄπειρο, τήν ἀνισότητα

|ϕ(t)− `| ≤ M|t− b|,
ἀπό τήν ὁποία ἕπεται τό Ϲητούµενο.

Ἀποτελοῦν τά ἀρχικά τῶν λέξεων ὅπερ ἔδει δεῖξαι, τά ὁποῖα ἐµφανίζονται γιά πρώτη ϕορά στά Στοιχεῖα
τοῦ Εὐκλείδου (4ος αἰών π.Χ.) γιά νά σηµατοδοτήσουν τό πέρας µαθηµατικῶν ἀποδείξεων. Ἀπεδόθησαν δέ
στά λατινικά ὡς quod erat demostrandum, µέ τά γνώριµα ἀρχικά QED. Σηµειωτέον ὅτι στά ἀρχαῖα ἑλληνικά
µαθηµατικά κειµένα ἐµφανίζονται καί τά ἀρχικά ὅ.ἔ.π., τά ὁποῖα ἀποτελοῦν τά ἀρχικά τῆς ϕράσεως ὅπερ ἔδει
ποιῆσαι, ϕράση ἡ ὁποία ἀκολουθοῦσε τήν ὁλοκλήρωση γεωµετρικῶν κατασκευῶν. ῾Η ϕράση αὐτή ἀπεδόθη στά
λατινικά ὡς quod erat faciendum.
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.. (Γενίκευση) ῎Εστω ὅτι ἡ διανυσµατική συνάρτηση ϕ : I → RN ἀποτελεῖ λύση τοῦ συστήµατος συνήθων
διαφορικῶν ἐξισώσεων x′ = f (t, x) στό διάστηµα I = (a, b), ὅπου a, b∈R καί ἔστω ὅτι f ∈ C(RN).
Ἄν ἡ ϕ εἶναι ϕραγµένη στό I, τότε ἀµφότερα τά ὅρια

lim
t→a+

ϕ(t), lim
t→b−

ϕ(t),

ὑπάρχουν στό RN .

.. ῎Εστω f ∈C(R2) καί ἔστω ὅτι ἡ συνάρτηση ϕ ἀποτελεῖ λύση τῆς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως x′ =
f (t, x) στό ἀνοικτό διάστηµα (α, β), µέ β<∞, καί ἡ ϕ(t) δέν συγκλίνει σέ πραγµατικό ἀριθµό καθώς τό
t τείνει στό β ἐξ ἀριστερῶν, τότε δείξατε ὅτι limt→β− ϕ(t)∈{−∞, +∞}.

Υποδειξη. Ἄν limt→β− ϕ(t) 6∈R ∪ {−∞, +∞}, τότε ϑά A, B∈R καί ἀκολουθίες {sn}n∈N καί {tn}n∈N

ὥστε :

sn, tn → β−, sn < tn < sn+1 < tn+1, ϕ(sn) = A < B = ϕ(tn), ϕ[sn, tn] = [A, B].

῞Οµως

B− A =
∣∣ϕ(sn)− ϕ(tn)

∣∣ =
∣∣∣
∫ tn

sn

f
(
s, ϕ(s)

)
ds

∣∣∣ ≤ M|sn − tn|,
ὅπου

M = max
(t,x)∈[s1,β]×[A,B]

∣∣ f (t, x)
∣∣.

῞Οπερ ἄτοπο.

.. (Γενίκευση) ῎Εστω f : RN+1 → RN συνεχής καί ἔστω ὅτι ἡ συνάρτηση ϕ : I → RN , ὅπου I = (α, β)

ἀνοικτό διάστηµα µέ β < ∞, ἀποτελεῖ λύση τοῦ συστήµατος συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων x′ =

f (t, x) στό I. ῎Εστω ἐπίσης ὅτι ἡ ϕ(t) δέν συγκλίνει σέ κάποιο στοιχεῖο τοῦ RN καθώς τό t τείνει στό β.

∆είξατε ὅτι limt→β− ‖ϕ(t)‖ = ∞.



Κεφάλαιο 2

᾿Εξισώσεις πρώτης τάξεως

Στό παρόν κεφάλαιο, ϑά ἀσχοληθοῦµε µέ τήν µεθοδολογία ἐπιλύσεως ϐαθµωτῶν συνήθων
διαφορικῶν ἐξισώσεων πρώτης τάξεως τῆς µορφῆς:

x′ = f (t, x). (.)

Τό µεγαλύτερο µέρος τῆς µεθοδολογίας ἀναφέρεται σέ γραµµικές ἐξισώσεις, ἐξισώσεις χωρι-
Ϲοµένων µεταβλητῶν ἤ περιπτώσεων οἱ ὁποῖες ἀνάγονται στά προηγούµενα δύο εἴδη. ᾿Επίσης
ϑά µελετήσοµε στοιχειώδη ϑεωρητικά ἀποτελέσµατα ὑπάρξεως, µοναδικότητος καί καθο-
λικότητος τῶν λύσεων τά ὁποῖα συνοδεύουν τήν µεθοδολογία.

᾿Ιδιαίτερη ἔµφαση δίδεται στήν µελέτη παραδειγµάτων ἐξισώσεων πρώτης τάξεως ἐµφανι-
Ϲοµένων σέ ϕυσικές ἐφαρµογές καί συγκεκριµένα παραδειγµάτων ἀπό τήν Φυσική, Χηµεία,
Βιολογία καί Οἰκονοµικά.

Παρά τήν ἁπλή µορφή τῆς (.), δέν ὑπάρχει γενική µέθοδος δυνάµενη νά τήν ἐπιλύσει καί
νά µᾶς ἐπιτρέψει νά ἐκφράσοµε τήν λύση της µέσῳ στοιχειωδῶν συναρτήσεων. ∆έν εἶναι
πάντοτε ἐφικτή ἡ εὕρεση λύσεων σέ κλειστή µορφή.

Μία συνήθης διαφορική ἐξίσωση ἔχει λύση σέ κλειστή µορφή (closed form solution), ἄν ἡ
λύση της εἶναι ἐκφράσιµη µέσῳ στοιχειωδῶν συναρτήσεων καί ὁλοκληρωµάτων αὐτῶν.

῾Η δυνατότης εὑρέσεως τέτοιας µορφῆς δυστυχῶς δέν ἀποτελεῖ τόν κανόνα. Θά ἦταν δυνατόν
νά παραφράσοµε σχετική ϱήση τοῦ Isaac Newton ἀναφερόµενη στόν ὑπολογισµό ὁλοκλη-
ϱωµάτων:

῾Οποτεδήποτε µία συνήθης διαφορική ἐξίσωση ἔχει λύση σέ κλειστή µορφή, αὐτό ἀποτελεῖ
ἕνα εὐχάριστο ἀτύχηµα.
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 Κεφάλαιο 2. ᾿Εξισώσεις πρώτης τάξεως

2.1 Γραµµικές ἐξισώσεις

Στίς γραµµικές ϐαθµωτές ἐξισώσεις πρώτης τάξεως

x′ = p(t)x + q(t), (.)

ὅπου p, q συνεχεῖς συναρτήσεις ἐπί ἀνοικτοῦ διαστήµατος I, ἡ συνάρτηση q ὀνοµάζεται µή

ὁµοιογενής ὅρος, ἐνῶ ἡ συνάρτηση p συντελεστής τῆς ἐξισώσεως. ᾿Ιδιαιτέρως ὅταν q ≡ 0, τότε
ἡ ἐξίσωση ὀνοµάζεται ὁµοιογενής, ἐνῶ ἄν q 6≡ 0, τότε ἡ ἐξίσωση ὀνοµάζεται µή ὁµοιογενής.

Στήν περίπτωση τῆς ὁµοιογενοῦς ἐξισώσεως, πολύ συχνά παρουσιάζεται στήν ϐιβλιογραφία
ἡ ἀκόλουθη µεθοδολογία ἐπιλύσεως αὐτῆς :

x′ = p(t) x

=⇒ dx
x

= p(t) dt

=⇒
∫ dx

x
=

∫
p(t) dt

=⇒ log |x| =
∫

p(t) dt + c

=⇒ x = c̃ e
∫

p(t) dt

῾Η ἀνωτέρω διαδικασία χρειάζεται διευκρινίσεις καί περιορισµούς, ὡστόσο, ὅπως ϑά δοῦ-
µε ἀµέσως µετά, εἶναι δυνατόν νά αὐστηροποιηθεῖ ἡ ἀνωτέρω διαδικασία. ᾿Ιδιαιτέρως ἡ
συνάρτηση ἡ ὁποία προέκυψε ἀνωτέρω

µ(t) = e−
∫

p(t) dt, (.)

ὀνοµάζεται ὁλοκληρωτικός παράγων (integrating factor) τῆς (.). ᾿ΟνοµάϹεται κατ’ αὐτό τόν
τρόπο, διότι ὅπως ϑά δοῦµε ἐν συνεχείᾳ, ὅταν πολλαπλασιάσοµε τήν ἐξίσωση, µέ τήν ϑετική
αὐτή συνάρτηση, ἡ ἐξίσωση καθίσταται ὁλοκληρώσιµη.

Αὐστηροποίηση. ῎Εστω λοιπόν ὅτι ἡ συνάρτηση ϕ : J → R, ἱκανοποιεῖ τό πρόϐληµα
ἀρχικῶν τιµῶν τῆς ἀντίστοιχης µή ὁµοιογενοῦς ἐξισώσεως :

{
x′ = p(t)x + q(t),

x(τ) = ξ,
(.)

ὅπου J ἀνοικτό διάστηµα. ᾿Εννοεῖται ἐδῶ ϐεβαίως ὅτι τ∈ J ⊂ I καί ὅτι ἡ ϕ εἶναι συνεχῶς δια-
ϕορίσιµη ἐπί τοῦ J. Ἄν πολλαπλασιάσοµε µέ τόν ὁλοκληρωτικό παράγοντα (.) καταλλήλως
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διαµορφωµένο, λαµβάνοµε τίς ἀκόλουθες ἰσοδύναµες µορφές :

e
− ∫ t

τ p(s) ds(
ϕ′(t)− p(t)ϕ(t)

)
= e−

∫ t
τ p(s) dsq(t), ϕ(τ) = ξ

⇐⇒
(

e−
∫ t

τ p(s) ds ϕ(t)
)′

= e−
∫ t

τ p(s) dsq(t), ϕ(τ) = ξ

⇐⇒ e−
∫ s

τ p(σ) dσ ϕ(s)
∣∣∣
t

τ
=

∫ t

τ
e−

∫ s
τ p(σ)dσq(s) ds, ϕ(τ) = ξ

⇐⇒ e−
∫ t

τ p(s) ds ϕ(t)− ϕ(τ) =
∫ t

τ
e−

∫ s
τ p(σ) dσq(s) ds, ϕ(τ) = ξ

⇐⇒ ϕ(t) = e
∫ t

τ p(s) ds ϕ(τ) + e
∫ t

τ p(s) ds
∫ t

τ
e−

∫ s
τ p(σ) dσq(s) ds, ϕ(τ) = ξ.

῞Ολες οἱ ἀνωτέρω ἰσχύουν γιά κάθε t∈ J. Οἱ τελευταῖες δύο σχέσεις εἶναι ἰσοδύναµες µέ τήν

ϕ(t) = e
∫ t

τ p(s) dsξ + e
∫ t

τ p(s) ds
∫ t

τ
e−

∫ s
τ p(σ) dσq(s) ds,

ἤ ἁπλούστερα

ϕ(t) = e
∫ t

τ p(s) dsξ +
∫ t

τ
e
∫ t

s p(σ)dσq(s) ds, (.)

γιά κάθε t∈ J. ῾Ο τύπος (.) ὅτι µᾶς παρέχει λύση σέ κλειστή µορφή ἐπί τοῦ διαστήµατος J.
᾿Επίσης τό δεξιό µέλος τῆς (2.5) ὁρίζεται ἐφ’ ὅλου τοῦ I, ὄχι µόνον ἐπί τοῦ J.

῎Εχοµε λοιπόν τό πρῶτο ἀποτέλεσµα ὑπάρξεως καί µοναδικότητος:

Πρόταση 2.1.1. ῎Εστωσαν p, q συνεχεῖς συναρτήσεις ἐπί τοῦ ἀνοικτοῦ διαστήµατος I καί
τ∈ I. Τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν (2.4) ἔχει µοναδική λύση ἡ ὁποία ὁρίζεται σ’ ὅλο τό
I καί δίδεται ἀπό τήν (2.5).

Αποδειξη. Προκύπτει ἀπό τίς ἀνωτέρω ἰσοδυναµίες.

Πράγµατι ἡ κατεύθυνση ‘=⇒¨ ἀποτελεῖ τήν ἀπόδειξη τῆς µοναδικότητος:

Ἄν ψ(t) ἄλλη λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.), τότε λόγῳ τῶν προηγηθεισῶν
συνεπαγωγῶν,

=⇒ · · · =⇒ ψ(t) = e
∫ t

τ p(s)dsξ +
∫ t

τ
e
∫ t

s p(σ) dσq(s) ds = ϕ(t)

καί ἐπί πλέον ἡ ψ ἀνωτέρω ὁρίζεται σ’ ὅλο τό I.

῾Η δέ κατεύθυνση ‘⇐=¨ τῶν ἀνωτέρω ἰσοδυναµιῶν, ἀποτελεῖ τήν ἀπόδειξη τῆς ὑπάρξεως

λύσεων:

῎Εστω ὅτι ἡ συνάρτηση ϕ : I → R δίδεται ἀπό τόν τύπο:

ϕ(t) = e
∫ t

τ p(s) dsξ +
∫ t

τ
e
∫ t

s p(σ) dσq(s) ds. (.)
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Τότε λόγῳ τῶν ἀντιστρόφων συνεπαγωγῶν:

=⇒ · · · =⇒
{

ϕ′(t) = p(t)ϕ(t) + q(t), t ∈ I
ϕ(τ) = ξ.

Ἄρα ἡ ϕ ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.) στό διάστηµα I καί συνεπῶς
πράγµατι ὑπάρχει λύση στό I. 2

Παρατηρήσεις

(i) Τό ἀνωτέρω ἀποτέλεσµα µᾶς παρέχει τρία στοιχεῖα :

α΄. ῞Υπαρξη λύσεως τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν,

ϐ΄. Μοναδικότητα τῶν λύσεων αὐτοῦ καί

γ΄. Καθολικότητα τῆς λύσεως, δηλαδή ὁρισιµότητά της σ’ ὅλο τό I, τό ἀνοικτό διάστηµα
στό ὁποῖο εἶναι συνεχεῖς οἱ p καί q. Πρέπει νά τονισθεῖ ἐδῶ ὅτι εἶναι σπάνια τά
ἀποτελέσµατα ὑπάρξεως στίς διαφορικές ἐξισώσεις ὅπου ἡ λύση ὁρίζεται καθολικῶς.
Τά πλεῖστα ἀποτελέσµατα ὑπάρξεως µᾶς ἐξασφαλίζουν τοπική λύση, δηλαδή λύση σέ
κάποιο ἀνοικτό διάστηµα, τό ὁποῖο ἀποτελεῖ µικρή συνήθως περιοχή τοῦ ἀρχικοῦ
χρόνου καί γνήσιο ὑποσύνολο µεγιστικοῦ διαστήµατος στό ὁποῖο εἶναι δυνατόν νά
ὁρισθεῖ ἡ λύση.

Εἶναι ἐπίσης δυνατόν νά ἐξαχθοῦν καί τά ἑξῆς συµπεράσµατα:

δ΄. ῾Η ϕ, ὅπως ϕαίνεται στήν (.), πέραν τοῦ ὅτι εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη ὡς πρός
t, ἐξαρτᾶται ὁµαλῶς καί ὡς ἀπό τόν ἀρχικό χρόνο τ καί τήν ἀρχική τιµή ξ. Πόσο
ὁµαλῶς ; (Βλέπε Ἄσκηση .. ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ).

ε΄. Ἄν εἴχαµε ὅτι p, q ∈ Ck(I), τότε ϑά εἴχαµε ὅτι ϕ ∈ Ck+1(I). ᾿Ιδιαιτέρως στήν
περίπτωση ὅπου ἰσχύει ὅτι p, q∈ C∞(I), τότε καί γιά τήν λύση ἰσχύει κατ’ ἀναλο-
γίαν ὅτι ϕ∈C∞(I) (ϐλέπε Ἄσκηση .. ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ).

ϝ΄. Ἄν γράψοµε τήν λύση του προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = p(t)x + q(t),
x(τ) = ξ,

(.)

ὡς ϕ = ϕ(t; ξ, q), τότε ἔχοµε ὅτι :

ϕ(t; ξ, q) = ξ ϕ(t; 1, 0) + ϕ(t; 0, q).

῾Ως ἐκ τούτου, κάθε λύση τῆς ἐξισώσεως x′ = p(t)x + q(t) γράφεται ὡς ἄθροισµα
κάποιας εἰδικῆς λύσεως τῆς µή ὁµοιογενοῦς ἐξισώσεως σύν καταλλήλο πολλαπλάσιο
ἐπίσης εἰδικῆς, µή µηδενικῆς, λύσεως τῆς ἀντίστοιχης ὁµοιογενοῦς.



2.1. Γραµµικές ἐξισώσεις 

᾿Ιδιαιτέρως, ἡ λύση ϕ(t; ξ, q) εἶναι γραµµική ὡς πρός (ξ, q). Αὐτό σηµαίνει ὅτι, γιά
κάθε c1, c2, ξ1, ξ2∈R, q1, q2∈C(I), ἰσχύει ὅτι

ϕ
(
t; c1(ξ1, q1) + c2(ξ2, q2)

)
= c1 ϕ(t; ξ1, q1) + c2 ϕ(t; ξ2, q2).

(ii) ῞Οπως ἔχει ἤδη ἀναφερθεῖ, ἡ λύση ἡ ὁποία δίδεται ἀπό τήν (.), ἀποτελεῖ λύση σέ
κλειστή µορφή, παρά τό γεγονός ὅτι ὁ ὑπολογισµός τῶν ἀορίστων ὁλοκληϱωµάτων τά
ὁποῖα ἐµφανίζονται στό δεξιό µέλος τῆς (.) δέν εἶναι πάντοτε ἐφικτός µέσῳ στοιχειωδῶν
συναρτήσεων.

(iii) ῎Εστω ὁ πυρήνας S(t, s) = e
∫ t

s p(σ) dσ. Τότε ὁ τύπος (.) λαµβάνει τήν µορφή

x(t) = S(t, τ)ξ +
∫ t

τ
S(t, s) q(s) ds. (.)

Αὐτό ἀποτελεῖ τήν Ἀρχή τοῦ Duhamel . ᾿Ιδιαιτέρως, στήν περίπτωση τῆς ὁµοιογενοῦς
ἐξισώσεως x′ = p(t)x, κάθε λύση τῆς ϕ, ἱκανοποιεῖ τήν

ϕ(t) = S(t, s) ϕ(s). (.)

῾Η τελευταία ἰδιότης καθιστᾶ τόν πυρῆνα S(t, s) ἡµιοµάδα. ᾿Εκφράσεις ἀνάλογες τῶν
(.) καί (.) ἐµφανίζονται τόσο σέ γραµµικά συστήµατα συνήθων διαφορικῶν ἐξι-
σώσεων, ὅσο καί σέ ἐξελικτικές γραµµικές µερικές διαφορικές ἐξισώσεις.

Παραδείγµατα

(i) ῎Εστω I ἀνοικτό διάστηµα, p, q∈C(I) καί ψ : I → R λύση τῆς ἐξισώσεως

x′ = p(t)x + q(t). (.)

∆είξατε ὅτι κάθε ἄλλη λύση ϕ : I → R τῆς (2.10) ἔχει τήν µορφή ϕ = ψ + c ζ, ὅπου
c σταθερά, ϕ µή µηδενική λύση τῆς (2.10) καί ζ µή µηδενική λύση τῆς ἀντίστοιχης
ὁµοιογενοῦς ἐξισώσεως.

Αποδειξη. Οἱ ϕ, ψ : I → R ἱκανοποιοῦν ἀµφότερες τήν (.). Ἄρα :

ϕ′(t) = p(t)ϕ(t) + q(t), ψ′(t) = p(t)ψ(t) + q(t),

ὁπότε ἡ διαφορά αὐτῶν ζ(t) = ϕ(t)− ψ(t) ϑά ἱκανοποιεῖ τήν ἐξίσωη

x′ = p(t)x. (.)
Jean–Marie Duhamel (1797–1872). Γάλλος µαθηµατικός.
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Ισχυρισµος. ῎Εστω τ∈ I. Τότε κάθε τῆς (2.11) εἶναι τῆς µορφῆς

ζ(t) = c e
∫ t

τ p(s) ds,

γιά κάποιο c∈R.

Πράγµατι, ἄν ζ ′(t) = p(t)ζ(t), τότε e−
∫ t

τ p(s) ds(ζ ′(t)− p(t)ζ(t)
)

= 0 ἤ ἰσοδύναµα
(

e−
∫ t

τ p(s) dsζ(t)
)′

= 0,

ἤτοι ὑπάρχει σταθερά c ὥστε
e−

∫ t
τ p(s) dsζ(t) = c,

ἀπ’ ὅπου προκύπτει τελικῶς ὅτι :

ζ(t) = c e
∫ t

τ p(s) ds.

∆ύναται νά λεχθεῖ ὅτι :

῾Η γενική λύση τῆς µή ὁµοιογενοῦς ἐξισώσεως γράφεται ὡς ἄϑροισµα εἰδικῆς λύσεως
τῆς µή ὁµοιογενοῦς καί τῆς γενικῆς λύσεως τῆς ὁµοιογενοῦς.

(ii) Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως :

t x′ = α x + 1, α 6= 0. (.)

Επιλυση. ῾Η ἀνωτέρω ἐξίσωση γράφεται, σέ ἄµεση µορφή ὡς:

x′ =
αx
t

+
1
t

καί ἔχει λύσεις µέ πεδίο ὁρισµοῦ τό R− ἤ τό R+. Κάθε συνάρτηση τῆς µορφῆς:

e−
∫

(α/t)dt = c|t|−α

ἀποτελεῖ ὁλοκληρωτικό της παράγοντα. ᾿Ιδιαιτέρως, ἄν πολλαπλασιασθεῖ ἡ ἐξίσωσή
µας ἐπί µ(t) = |t|−α, λαµβάνοµε :

|t|−α
(

x′ − α

t
x
)

=
|t|−α

t
ἤ

(|t|−αx
)′ =

|t|−α

t
,

ἤ ἰσοδύναµα:

|t|−αx = −|t|
−α

α
+ c,

ὅπου c σταθερά καί τελικῶς
x = −1

α
+ c|t|α. (.)
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῾Η x ἀνωτέρω ἀποτελεῖ τήν γενική λύση τῆς (.). Σηµειωτέον ὅτι, ἐπειδή ἡ ϱοή ὁρίζεται
ὅταν t 6= 0 καί οἱ λύσεις τῆς (.) ϑά ὁρίζονται στό R− ἤ στό R+. ῎Οχι ὅµως σ’ ὅλο το
Rr{0}.

(iii) Νά λυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:




x′ =
αx + 1

t
,

x(1) = 1.
(.)

Επιλυση. ῾Ο ἀρχικός χρόνος µᾶς ἐπιβάλλει νά ἐπιλέξοµε ὡς πεδίο ὁρισµοῦ τῆς λύσεως
τό ἀνοικτό διάστηµα R+. Γιά νά εὕροµε τήν λύση ἀποµένει νά προσδιορίσοµε τήν τιµή
τοῦ c στήν (.). ∆ηλαδή:

1 = x(1) = −1
α

+ c,

ὁπότε c = 1 +
1
α

καί ἐν τέλει

x = −1
α

+
(

1 +
1
α

)
|t|α.

᾿Ιδιαιτέρως, ἡ λύση τοῦ (.), ἡ ὁποία ὁρίζεται σ’ ὁλο τό R+, εἶναι ἡ

ϕ(t) = −1
α

+
(

1 +
1
α

)
tα. (.)

Παρατηρῆστε ὅτι τό δεξιό µέλος τῆς (.) ἔχει ὡς πεδίο ὁρισµοῦ ὅλο τό R στήν
περίπτωση ὅπου τό α εἶναι ϑετικό ἀκέραιος, ὄχι ὅµως καί ἡ λύση τοῦ προβλήµατος
ἀρχικῶν τιµῶν (.).

(iv) Ποιές συνεχεῖς συναρτήσεις f ἱκανοποιοῦν τήν σχέση

f (t) =
∫ t

0
f (s) ds, (.)

γιά κάθε t σέ κάποιο ἀνοικτό διάστηµα I στό ὁποῖο ἀνήκει καί τό 0.

Επιλυση. ᾿Εφ’ ὅσον ἡ f εἶναι συνεχής, τότε τό δεξιό µέλος τῆς (.) ἀποτελεῖ συνεχῶς
διαφορίσιµη συνάρτηση, ὡς ἀόριστο ὁλοκλήρωµα συνεχοῦς. Ἄρα τό ἴδιο συµβαίνει
καί στό ἀριστερό µέλος. ῎Ητοι, ἡ f εἶναι, ἐκεῖ ὅπου ὁρίζεται, συνεχῶς διαφορίσιµη.
Παραγωγίζοντας τήν (.) λαµβάνοµε

f ′(t) = f (t).
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Ἄρα ἡ f ἀποτελεῖ λύση τῆς x′ = x καί ὡς ἐκ τούτου f (t) = c et. (Γιατί ;) ῞Οµως ἀπό
τήν (.) προκύπτει ὅτι f (0) = 0 καί κατά συνέπεια c = 0. ᾿Εν τέλει λοιπόν, ἄν ἡ f
ἱκανοποιεῖ τήν (.), ϑά πρέπει f ≡ 0.

Μέχρι αὐτοῦ τοῦ σηµείου, µέ τήν ϐοήθεια λογικῶν συλλογισµῶν, διεπιστώθη ὅτι, ἄν
µία συνάρτηση f ἱκανοποιεῖ τήν (.), τότε f ≡ 0. ῎Ητοι, ὅτι τό σύνολο τῶν λύσεων τῆς
(.) εἶναι ὑποσύνολο τοῦ µονοσυνόλου µέ στοχεῖο τήν συνάρτηση f ≡ 0. Ἀποµένει
νά διαπιστωθεῖ ὅτι ἡ συνάρτηση f ≡ 0 πράγµατι ἱκανοποιεῖ τήν (.) τό ὁποῖο εἶναι
ἐµφανές. Τό τελευταῖο αὐτό ϐῆµα ἀποτελεῖ τήν ἐπαλήθευση.

᾿Ασκήσεις

.. Σέ κάθε ἕνα ἀπό τά κατωτέρω προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν, νά ϐρεθεῖ τό µέγιστο πεδίο ὁρισµοῦ τῆς λύσεως
χωρίς νά λυθεῖ τό ἴδιο :

(i) (log t) x′ + e1/t x = sin t, x(2) = 0,

(ii) x′ + (tan t) x = sin t, x
( 3

π

)
= 0,

(iii) (1− t2)x′ + tx = 1, x(0) = 1,

(iv) x′ + (cot t)x =
1
t

, x
( 3π

2
)

= 0,

(v)
(

log(2t− 1)
)

x′ + (cot t)x = (1− t2)1/2, x
( 3

4
)

= 0.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν κατωτέρω ἐξισώσεων:

(i) x′ + 1
t

x =
et

t
, t > 0,

(ii) t x′ + x = e−t, t < 0,

(iii) t2 x′ + 3tx =
e−t

t
, t > 0,

(iv) x′ − (tan t)x = cos t, t ∈ (−π
2 , π

2 ),

(v) x′ + x =
1

1 + t2 .

.. Νά ἐπιλυθοῦν τά κάτωθι προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν. Σέ ποιό ἀνοικτό διάστηµα ὁρίζονται οἱ λύσεις τους ;

(i) x′ + (cot t) x = sin t, x
(

π
2
)

= 1,

(ii) tx′ + 2x =
sin t

t
, x

(
π
2
)

= 0,

(iii) t(2 + t) x′ + 2(1 + t) x = 1 + 3t2, x(−1) = 1,

(iv) (1− t2) x′ − t x = t(1− t2), x(0) = 0,

(v) x′ − 1
t

x = sin t, x
(

π
2
)

= 0.

.. ῞Ενα ὄχι ἀσύνηθες λάθος στόν Ἀπειροστικό Λογισµό εἶναι νά πιστεύει κανείς ὅτι ὁ κανόνας τοῦ γινοµένου
γιά τίς παραγώγους λέγει ὅτι ( f g)′ = f ′g′. Ἄν f (x) = ex2

, τότε νά διαπιστωθεῖ µέ ἀπόδειξη κατά
πόσον ὑπάρχει ἀνοικτό διάστηµα (a, b) καί µή µηδενική συνάρτηση g ὁρισµένη ἐπί τοῦ (a, b) ὥστε ὁ
λανθασµένος αὐτός κανόνας τοῦ γινοµένου νά ἰσχύει γιά κάθε x στό (a, b).

Putnam 1988. Βλέπε [45].
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.. Γιά κάθε µία ἀπό τίς κατωτέρω σχέσεις νά ϐρεθεῖ συνεχής συνάρτηση f ἡ ὁποία ἱκανοποεῖ τήν σχέση σέ
κάποιο διάστηµα I:

(i) f (t) = 1 +
∫ t

0
f (s) ds, 0∈ I,

(ii) f (t) = ξ + α
∫ t

τ
f (s) ds, τ∈ I,

(iii) f (t) = 1−
∫ t

0
s f (s) ds, 0∈ I,

(iv) f (t) = t−
∫ t

1
e−s f (s) ds, 1∈ I,

(v)∗ f (t) =
∫ t

0

(∫ s

0
f (σ) dσ

)
ds, 0∈ I.

Υποδειξη. Στήν περίπτωση (v) ἄν προσθέσοµε κατά µέλη
∫ t

0 f (s) ds λαµβάνοµε

f (t) +
∫ t

0
f (s) ds =

∫ t

0

(∫ s

0
f (σ) dσ

)
ds +

∫ t

0
f (s) ds.

Συνεπῶς ἄν ϑέσοµε g(t) = f (t) +
∫ t

0 f (s) ds, τότε ἡ g ἱκανοποιεῖ τήν g(t) =
∫ t

0 g(s) ds (ϐλέπε λυµένο
παράδειγµα (iv) στήν σελίδα 63).

.. Νά ϐρεθοῦν ὅλες οἱ πραγµατικές, συνεχῶς διαφορίσιµες συναρτήσεις, ὁρισµένες σ’ ὅλο τό R, οἱ ὁποῖες
ἱκανοποιοῦν τήν σχέση (

f (x)
)2 =

∫ x

0

[(
f (t)

)2 +
(

f ′(t)
)2] dt + 1990.

Putnam 1990. Βλέπε [45].

.. ῎Εστω ὅτι p, q∈C(I) καί τ∈ I. ∆είξατε ὅτι ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = p(t)x + q(t),
x(τ) = ξ,

(.)

εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη ὡς πρός τ καί ξ.

.. (Συνέχεια) Ἄν ὑποτεθεῖ ὅτι p, q ∈ Ck(I), δείξατε ὅτι κάθε λύση ϕ : I → R τῆς x′ = p(t)x + q(t), ἀνήκει
στό Ck+1(I). ᾿Επίσης, ἡ εἶναι k + 1 ϕορές συνεχῶς διαφορίσιµη ὡς πρός τ καί ξ.

.. ῎Εστω ϕ : R → R λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ − x = 1,
x(0) = ξ.

Πῶς ἐξαρτᾶται τό ὅριο limt→+∞ ϕ(t) ἀπό τήν ἀρχική τιµή ξ.

.. ῎Εστω α, β ϑετικές σταθερές. ∆είξατε ὅτι κάθε λύση τῆς ἐξισώσεως

x′ + αx = e−βt,

τείνει στό µηδέν ὅταν τό t τείνει στό σύν ἄπειρον.

.. Ἄν ἡ συνάρτηση p : R → R εἶναι συνεχής καί περιοδική, µέ περίοδο T, δείξατε ὅτι τό πρόϐληµα ἀρχικῶν
τιµῶν:

x′ + x = p(t), x(0) = ξ,
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ἔχει, γιά κατάλληλο ξ ∈R, περιοδική λύση ψ, µέ περίοδο T. Ἄν ϕ ἄλλη λύση τῆς ἰδίας ἐξισώσεως, τότε
δείξατε ὅτι :

lim
t→+∞

(
ϕ(t)− ψ(t)

)
= 0.

Υποδειξη. Τό ξ γιά τό ὁποῖο τό ἀνωτέρω πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν ἔχει περιοδική λύση εἶναι

ξ =
1

1− e−T

∫ T

0
es p(s) ds.

.. ∆ίδονται οἱ συνεχεῖς συναρτήσεις p, q : R → R , οἱ ὁποῖες ἱκανοποιοῦν τίς

p(t) ≤ −ε γιά κάθε t ∈ R, (.)

ὅπου ε > 0 καί
lim

t→+∞
q(t) = 0.

∆είξατε ὅτι κάθε λύση τῆς
x′ = p(t)x + q(t),

τείνει στό µηδέν ὅταν τό t τείνει στό σύν ἄπειρο.

..∗(Συνέχεια) Τό συµπέρασµα τῆς προηγουµένης ἀσκήσεως ἐξακολουθεῖ νά ἰσχύει, ἄν ἡ ὑπόθεση (.)
ἀντικατασταθεῖ ἀπό τήν ∫ ∞

0
p(t) dt = −∞.

.. ∆είξατε ὅτι ἄν ἡ συνάρτηση ϕk ἀποτελεῖ λύση τῆς ἐξισώσεως x′ = pk(t)x, γιά k = 1, . . . , n, τότε ἡ
ϕ = ϕ1 ϕ2 . . . ϕn ἀποτελεῖ λύση τῆς ἐξισώσεως

x′ =
(

p1(t) + . . . + pn(t)
)

x.

.. ῎Εστω I ἀνοικτό διάστηµα. Ἄν οἱ συναρτήσεις ϕj : I → R, j = 1, . . . , n, ἱκανοποιοῦν τίς διαφορικές
ἐξισώσεις

ϕ′j = p ϕj + qj, j = 1, . . . , n,

ὅπου p, qj ∈ C(I), τότε ἡ ϕ = ∑n
j=1 ϕj ἱκανοποιεῖ τήν ἐξίσωση ϕ′ = pϕ + q, ὅπου q = ∑n

j=1 qj.

.. ∆ίδονται οἱ συνεχῶς διαφορίσιµες συναρτήσεις ϕ1, ϕ2 : I → R, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα. Ποία γραµµική
ἐξίσωση πρώτης τάξεως ἔχει ὡς γενική λύση τήν

x = c ϕ1 + ϕ2,

ὅπου c σταθερά ;

.. ᾿Εξισώσεις Bernoulli: ∆ίδεται ἡ συνήθης διαφορική ἐξίσωση

x′ = p(t)x + q(t)xn, (.)

ὅπου p, q : I → R συνεχεῖς καί n 6= 0, 1.

(i) ∆ιαπιστώσατε ὅτι ὁ µετασχηµατισµός
y = x1−n,

τήν καθιστᾶ γραµµική ὡς πρός y.

Οἱ ἐξισώσεις αὐτές ἔλαβαν τήν ὀνοµασία τους ἀπό τόν Jacob Bernoulli. ῾Η ἐπίλυσή τους ὅµως ἐδόθη ἀπό τόν
Leibniz τό 1696.
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(ii) Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως (.).

(iii) Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν ἀκολούθων ἐξισώσεων Bernoulli:

(i) x′ =
t
x

+
x
t
,

(ii) t x′ − x + t3x2 = 0,

(iii) x′ = 4x + e−tx
3
4 ,

(iv) t x′ − x + 3t2x2 = 0,

(v) x′ =
e−t − 2x2

x
.

.. Νά ἐπιλυθεῖ τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν:




x′ = x +
t− t2

x
,

x(1) = 1.

Σέ ποιό διάστηµα ὁρίζεται ἡ λύση ;

.. Νά προσδιορισθοῦν ὅλες οἱ συνεχεῖς καί ϑετικές συναρτήσεις f : [0, a] → R, ὅπου a > 0, τῶν ὁποίων ἡ
µέση τιµή σέ κάθε διάστηµα [0, x] ⊂ [0, a], ὅπου x > 0, εἶναι ἴση µέ τόν γεωµετρικό µέσο τῶν f (0) καί
f (x). (῾Υπενθυµίζεται ὅτι ἡ µέση τιµή τῆς συναρτήσεως f στό [a, b] δίδεται ἀπό τόν τύπο

f̄ =
1

b− a

∫ b

a
f (x) dx,

ἐνῶ ὁ γεωµετρικός µέσος τῶν A καί B δίδεται ἀπό τόν τύπο
√

AB.)

.. ∆είξατε ὅτι ἡ λύση ϕ = ϕ(t, ε) τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′ = εx− x3,
x(0) = 1,

ἱκανοποιεῖ τήν
lim
ε→0

ϕ(t, ε) = (2t + 1)−
1
2 .

Ποιό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν ἱκανοποιεῖ τό ἀνωτέρω ὅριο ;

.. ᾿Εξισώσεις Riccati: ῎Εστω ἡ συνήθης διαφορική ἐξίσωση:

x′ = α(t) + β(t) x + γ(t) x2. (.)

Ἄν καί δέν ὑπάρχει γενική µέθοδος ἐπιλύσεως τῆς ἀνωτέρω, δυνάµεθα νά εὕροµε τήν γενική της λύση,
µέ τήν προϋπόθεση ὅτι γνωρίζοµε κάποια εἰδική της λύση. ∆είξατε ὅτι ἄν ϕ εἰδική λύση τῆς (.) καί
ϑέσοµε

x = ϕ +
1
v

,

τότε ἡ v ἱκανοποιεῖ τήν γραµµική ἐξίσωση

v′ = −(
β(t) + 2γ(t)ϕ(t)

)
v− γ(t).

Οἱ ἐξισώσεις αὐτές ἔλαβαν τήν ὀνοµασία τους ἀπό τόν ῾Ενετό εὐγενῆ καί µαθηµατικό Jacopo Francesco
Riccati (1676–1754), ὁ ὁποῖος ἐµελέτησε εἰδική τους περίπτωση τό 1712 [46]. ῾Η γενικότερή τους ἐκδοχή
ἐµελετήθη ἀπό τόν d’Alembert το 1763.



 Κεφάλαιο 2. ᾿Εξισώσεις πρώτης τάξεως

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν κατωτέρω ἐξισώσεων Riccati, τῶν ὁποίων δίδεται εἰδική λύση:

(i) x′ = 1 + t2 − 2tx + x2, ϕ(t) = t,

(ii) x′ = sin2 t + (cot t)x− x2, ϕ(t) = sin t,

(iii) x′ = 1− t etx + etx2, ϕ(t) = t,

(iv) x′ = 1 + (1− 2 cosh t)x + x2, ϕ(t) = et.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως

x′ = αh(t) +
(
α + h(t)

)
x + x2,

ἡ ὁποία ἀποτελεῖ ἐξίσωση Riccati, ἀφοῦ ϐρεθεῖ προφανής εἰδική της λύση.

.. Ἄν στήν δευτέρας τάξεως γραµµική ὁµοιογενῆ

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0,

ϑέσοµε x = ey, τότε ἡ ἀνωτέρω ἀνάγεται σέ ἐξίσωση Riccati µέ Ϲητούµενη συνάρτηση τήν z = y′. Νά
λυθεῖ κατ’ αὐτό τόν τρόπο ἡ ἐξίσωση:

x′′ + x = 0.

.. Κατά κλάδους ὁρισµένη ϱοή: ῎Εστω ὅτι δίδεται τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν

x′ =





2x− 1 ἄν x ≥ 3
5 ,

2− 3x ἄν x < 3
5 ,

x(0) = 0.

Νά ἐπιλυθεῖ ἀφοῦ παρατηρήσετε ὅτι ἡ συνάρτηση ϱοῆς εἶναι συνεχής.

Υποδειξη. ∆οθέντος ὅτι ἡ ἀρχική τιµή εἶναι µικρότερη τοῦ 3
5 , τότε ἡ λύση ϕ τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν

τιµῶν σέ κάποια περιοχή τοῦ ἀρχικοῦ χρόνου τ = 0, ϑά ἱκανοποιεῖ τήν ἀνισότητα ϕ(t) < 3
5 καί κατά

συνέπεια ϑά ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

x′ = 2− 3x, x(0) = 0,

τό ὁποῖο ὁρίζει λύση σ’ ὅλο τό διάστηµα ὅπου ἡ ϕ εἶναι µικρότερη τοῦ 3
5 . ᾿Εκεῖ ὅπου λαµβάνει τήν τιµή

3
5 καθώς καί µεγαλύτερες αὐτῆς τιµές, ἡ ϕ ϑά ἱκανοποιεῖ τόν ἄλλο κλάδο τῆς διαφορικῆς ἐξισώσεως.

.. Νά ἐπιλυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′ = |x|+ 1,
x(0) = 0.

.. Νά ἐπιλυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′ = x2 + 4 max{x + 1, 0},
x(2) = −2.

.. ῎Εστω ὅτι ἡ οἰκογένεια τῶν ὁλοκληρωτικῶν καµπυλῶν τῆς ἐξισώσεως :

x′ = p(t)x + q(t),

τέµνεται ἀπό τήν εὐθεῖα t = τ. ∆εῖξτε ὅτι οἱ ἐφαπτόµενες τῶν σηµείων τοµῆς εἴτε εἶναι µεταξύ τους

παράλληλες, εἴτε διέρχονται ἀπό τό ἴδιο σηµεῖο.
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2.2 ᾿Εξισώσεις χωριζοµένων µεταβλητῶν

Συνήθεις διαφορικές ἐξισώσεις χωριζοµένων µεταβλητῶν ἤ διαχωριζόµενες (separable), εἶναι
οἱ ἐξισώσεις στίς ὁποῖες ἡ ϱοή ἔχει τήν µορφή:

f (t, x) = g(t) h(x). (.)

Οἱ ἐξισώσεις αὐτές ἐµελετήθησαν γιά πρώτη ϕορά ἀπό τόν Leibniz περί τό 1691. ∆έν εἶναι
καθόλου ἀσυνήθης, στήν ἀσκησιολογική λογοτεχνία τῶν συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων, ἡ
κατωτέρω διαδικασία :

x′ = g(t) h(x)

⇐⇒ dx
dt

= g(t) h(x)

⇐⇒ dx
h(x)

= g(t) dt

⇐⇒
∫ dx

h(x)
=

∫
g(t) dt + c.

∆υστυχῶς ἡ ἀνωτέρω διαδικασία οὐδόλως δύναται νά χαρακτηρισθεῖ ὡς µαθηµατική, παρά
τό γεγονός ὅτι καταλήγει συνήθως στό ὀρθό ἀποτέλεσµα. ῾Οδηγούµεθα ἐνίοτε σέ ἐπισφαλῆ
συµπεράσµατα ὅταν ϑεωροῦµε τήν παράγωγο ὡς πηλίκο διαφορικῶν καί πραγµατοποιοῦµε
ἀκολούθως τόν ἀνωτέρω συµβολικό λογισµό (ϐλέπε Ἄσκηση ..). ῾Ωστόσο, στήν διαδικασία
αὐτή ἐµπεριέχονται ὅλες οἱ ἀπαιτούµενες πληροφορίες οἱ ὁποῖες µας ἐπιτρέπουν νά τήν
καταστήσοµε αὐστηρή ὑπό κατάλληλες προϋποθέσεις. ῞Οταν δέ καταστεῖ αὐστηρή, δύναται
πράγµατι νά ἀποτελέσει µία µνηµονική µέθοδο ἐπιλύσεως τῶν ἐξισώσεων αὐτῶν.

Αὐστηροποίηση. ῎Εστω ὅτι ἔχοµε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = g(t) h(x),
x(τ) = ξ,

(.)

ὅπου g : (τ1, τ2) → R, h : (ξ1, ξ2) → R συνεχεῖς συναρτήσεις καί τ∈ (τ1, τ2), ξ∈ (ξ1, ξ2).

Περιπτωση Ι. Ἄν h(ξ) = 0, τότε ἡ σταθερή συνάρτηση ϕ(t) = ξ ἀποτελεῖ λύση τοῦ (.).
Σηµειωτέον ὅτι ἡ συνάρτηση ϕ(t) = ξ δέν ἀποτελεῖ ἀπαραιτήτως καί τήν µοναδική λύση.(
Βλέπε πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) στήν σελίδα 39 ὅπου ἡ σταθερή λύση δέν ἀποτελεῖ

καί τήν µόνη λύση.
)
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Περιπτωση ΙΙ. Ἄν h(ξ) 6= 0, τότε λόγῳ συνεχείας τῆς συναρτήσεως h ὑπάρχει ἀνοικτό διάστη-
µα (x1, x2) ⊂ (ξ1, ξ2) στό ὁποῖο ἡ h δέν µηδενίζεται καί ὡς ἐκ τούτου διατηρεῖ πρόσηµο.
῎Εστω ὅτι ἡ συνάρτηση ϕ : I → R, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα καί τ ∈ I, ἀποτελεῖ λύση
τοῦ (.). Τότε ϕ(τ) = ξ ∈ (x1, x2) καί λόγῳ τῆς συνεχείας τῆς ϕ στό τ ὑπάρχει ἀνοικτό
διάστηµα J ⊂ I, τ∈ J, ὥστε ϕ(t)∈ (x1, x2), γιά κάθε t∈ J. ῾Ως ἐκ τούτου λοιπόν

h
(

ϕ(t)
) 6= 0, γιά κάθε t ∈ J.

῎Εχοµε λοιπόν ὅτι γιά κάθε t∈ J

ϕ′(t) = g(t) h
(

ϕ(t)
)

ἤ ϕ′(t)
h
(

ϕ(t)
) = g(t).

Συνεπῶς, ὁλοκληρώνοντας στό διάστηµα [τ, t], ὅπου t∈ J, λαµβάνοµε ἰσοδύναµα ὅτι :
∫ t

τ

ϕ′(s)
h
(

ϕ(s)
) ds =

∫ t

τ
g(s) ds,

γιά κάθε t∈ J, καί χρησιµοποιῶντας τό κανόνα τῆς ἁλυσίδος λαµβάνοµε :
∫ ϕ(t)

ϕ(τ)

1
h(η)

dη =
∫ t

τ
g(s) ds, (.)

γιά κάθε t∈ J. ῾Οπότε ἄν ὁρίσοµε τίς συναρτήσεις G, H ὡς:

H(x) =
∫ x

ξ

1
h(z)

dz καί G(t) =
∫ t

τ
g(s) ,

τότε ἡ (.) γράφεται ὡς :

H
(

ϕ(t)
)− H

(
ϕ(τ)

)
= G(t)− G(τ), γιά κάθε t ∈ J.

Χρησιµοποιῶντας δέ ὅτι H
(

ϕ(τ)
)

= H(ξ) = 0 καθώς καί ὅτι G(τ) = 0, ἡ ἀνωτέρω γράφεται
ἁπλούστερα ὡς

H
(

ϕ(t)
)

= G(t), γιά κάθε t ∈ J. (.)

Μοναδικοτης. ῎Εστω ψ : Ĩ → R µία ἄλλη λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.).
᾿Επαναλαµβάνοντας τήν διαδικασία τήν ὁποία ἀκολουθήσαµε γιά τήν ϕ, λαµβάνοµε ὅτι ὑπάρ-
χει (µέγιστο) διάστηµα J̃ ⊂ Ĩ, µέ τ ∈ J̃, ὥστε νά ἰσχύει ὅτι ψ(t) ∈ (x1, x2), h

(
ψ(t)

) 6= 0
καί

H
(
ψ(t)

)
= G(t), γιά κάθε t ∈ J̃. (.)

∆υνάµεθα µάλιστα νά ὑποθέσοµε ὅτι τό διάστηµα (x1, x2) εἶναι καί τό µέγιστο στό ὁποῖο ἀφ’ ἑνός περιέχεται
τό ξ καί ἀφ’ ἑτέρου δέν µηδενίζεται ἡ h. Πράγµατι, ἔστω γιά παράδειγµα ὅτι ξ ∈R+. ᾿Εφ’ ὅσον ἡ συνάρτηση
h : (ξ1, ξ2) → R εἶναι συνεχής καί τό σύνολο R+ εἶναι ἀνοικτό, τότε καί τό σύνολο U = h−1[R+]

εἶναι ἐπίσης
ἀνοικτό καί συνεπῶς ἀποτελεῖ ἕνωση ξένων ἀνά δύο ἀνοικτῶν διαστηµάτων, ἤτοι, U =

⋃
a∈A Ia. Τό Ϲητούµενο

διάστηµα (x1, x2) ϑά εἶναι τό µοναδικό ἐκ τῶν ἀνοικτῶν διαστηµάτων Ia, a ∈ A, στό ὁποῖο ἀνήκει τό ξ. Τά δέ
ἄκρα x1, x2 εἴτε ταυτίζονται µέ τά ξ1, ξ2, εἴτε σέ κάποιο (ἤ ἀµφότερα) µηδενίζεται ἡ h.
Παροµοίως, δυνάµεθα νά ὑποθέσοµε ὅτι τό J ἀποτελεῖ τό µέγιστο ὑποδιάστηµα τοῦ I µέ τίς ἰδιότητες αὐτές.
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Συνδυάζοντας τίς (.) καί (.) λαµβάνοµε ὅτι

H
(

ϕ(t)
)

= H
(
ψ(t)

)
,

γιά κάθε t∈ J ∩ J̃. ᾿Επειδή ὅµως ἡ h διατηρεῖ πρόσηµο στό διάστηµα (x1, x2), τότε ἡ H εἶναι
γνησίως µονότονη καί ἄρα ἡ ἀνωτέρω ἔχει ὡς συνέπεια ὅτι :

ϕ(t) = ψ(t),

γιά κάθε t∈ J ∩ J̃.

Αµεση εκφραση της λυσεως. ᾿Ιδιαιτέρως, ἡ συνάρτηση H εἶναι, στό διάστηµα (x1, x2), γνησίως
µονότονη, συνεχῶς διαϕορίσιµη καί

H′(x) =
1

h(x)
6= 0.

Ἄρα Ran(H) = (η1, η2) γιά κάποια η1, η2∈R∪ {−∞, +∞} (γιατί ;). Μάλιστα 0∈ (η1, η2)
διότι H(ξ) = 0. ᾿Επί πλέον ἡ H ἔχει (µοναδική) ἀντίστροφη

H−1 : (η1, η2) → (x1, x2),

ἡ ὁποία εἶναι ἐπίσης γνησίως αὔξουσα, συνεχῶς διαφορίσιµη καί ἐπί. Ἄρα ἡ (.) συνεπάγε-
ται ὅτι

ϕ(t) = H−1(G(t)
)
, (.)

γιά κάθε t∈ J.

Πεδιο τοπικης µοναδικοτητος. Τό τελευταῖο ἐρώτηµα εἶναι : Ποῦ ὁρίζεται ἡ λύση τοῦ προβ-
λήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (2.22) κατά µοναδικό τρόπο ; Τό δεξιό µέλος τῆς (.) ἔχει ἔννοια
ἐφ’ ὅσον τό G(t) ἀνήκει στό πεδίο ὁρισµοῦ τῆς H−1. ∆ηλαδή ἄν G(t) ∈ (η1, η2). Μέγιστο
ἀνοικτό διάστηµα, ὑποδιάστηµα (t∗1 , t∗2) τοῦ πεδίου ὁρισµοῦ τῆς G

(
τό ὁποῖο ταυτίζεται µέ

τό πεδίο ὁρισµοῦ τῆς g, ἤτοι, τό (τ1, τ2)
)
στό ὁποῖο ἱκανοποιεῖται ἡ ἀνωτέρω καί στο ὁποῖο

ἀνήκει τό τ, δυνάµεθα ἐπίσης νά ὁρίσουµε. (Πῶς ;) Στό διάστηµα (t∗1 , t∗2) ὁρίζεται τό δεξ-
ιό µέλος τῆς (.), ἱκανοποιεῖ τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) καί ταυτοχρόνως ἡ λύση
ἀπολαµβάνει µοναδικότητος. Τό διάστηµα αὐτό εἶναι µέγιστο ὑπό τήν ἔννοια ὅτι πέραν τῶν
ἄκρων του εἴτε ἡ g δέν ὁρίζεται εἴτε ἡ h ◦ ϕ µηδενίζεται, ὁπότε ἡ µοναδικότης ἐνδέχεται νά
παραβιάζεται.

Παρατήρηση. Μέ ἰσοδυναµίες λοιπόν λαµβάνοµε τήν ὁλοκληρωτική καµπύλη/λύση τοῦ
προϐλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.):

H(x)− G(t) = 0.
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Γενικότερα, τό γενικό ὁλοκλήρωµα τῆς x′ = g(t)h(x) περιγράφεται ἀπό τήν οἰκογένεια
καµπυλῶν

H(x)− G(t) = c,

ὅπου c∈R.

Παραδείγµατα

(i) Νά ϐρεθοῦν οἱ ὁλοκληρωτικές καµπύλες τῆς ἐξισώσεως :

x′ =
2t

1 + 3x2 . (.)

Επιλυση. ῾Η (.) δύναται νά γραφεῖ ἰσοδύναµα ὡς:

(1 + 3x2) x′ = 2t. (.)

Τόσο τό δεξιό, ὅσο καί τό ἀριστερό της µέλος ἀποτελοῦν παραγώγους, ὡς πρός t,
γνωστῶν µας παραστάσεων. ῾Ως ἐκ τούτου ἡ (.) γράφεται :

d
dt

(
x + x3) =

d
dt

t2,

ἤ ἰσοδύναµα:
x + x3 − t2 = c, (.)

ὅπου c αὐθαίρετη σταθερά. ῾Η (.) περιγράφει µία µονοπαραµετρική οἰκογένεια
καµπυλῶν στό ἐπίπεδο, τίς ὁλοκληρωτικές καµπύλες τῆς (.)

(ii) Νά λυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

x′ =
2t

1 + 3x2 , x(0) = 0. (.)

Επιλυση. ῾Η ἀρχική συνθήκη ϑά µᾶς ἐπιτρέψει νά ἐπιλέξοµε τήν τιµή τῆς σταθερᾶς c
στήν (.). ῎Εχοµε :

c = x(0) +
(

x(0)
)3 − 02 = 0.

Ἄρα ἡ ὁλοκληρωτική καµπύλη ἡ ὁποία περιέχει τό γράφηµα τῆς λύσεως τοῦ προβλή-
µατος ἀρχικῶν τιµῶν (.) εἶναι ἡ

x + x3 − t2 = 0. (.)

Στήν πραγµατικότητα, ὅπως ϑά δοῦµε κατωτέρω, ἡ καµπύλη ἡ ὁποία περιγράφεται
ἀνωτέρω, δηλαδή ἡ

Γ =
{
(t, x) ∈ R2 : x + x3 − t2 = 0

}
,
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ἀποτελεῖ τό γράφηµα συναρτήσεως ϕ : R → R, δηλαδή συναρτήσεως µέ πεδίο ὁρισµοῦ
ὁλόκληρο τό R. ῎Ητοι, τό ἀνωτέρω πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν ἔχει καθολικῶς ὁρισµένη
λύση.

Αὐτό ἀποδεικνύεται ὡς ἑξῆς :

῾Η α(x) = x + x3 εἶναι συνάρτηση 1-1 καί ἐπί ἀπό τό R στό R, διότι α′(x) ≥ 1,
α(0) = 0, ἄρα α(x) ≥ x γιά x ≥ 0, ἐνῶ α(x) ≤ x γιά x < 0. Ἄρα λόγῳ συνεχείας
λαµβάνει ὅλες τίς πραγµατικές τιµές καί λόγῳ γνήσιας µονοτονίας τίς λαµβάνει ἀπό
µία ϕορά. Ἄρα ἡ α ἔχει ἀντίστροφη α−1 : R → R, ἡ ὁποία εἶναι 1–1, ἐπί, συνεχής καί
συνεχῶς διαφορίσιµη.

Γενικότερα εἶναι δυνατόν νά ἀποδειχθεῖ ὅτι :

Πρόταση 2.2.1. ῎Εστω α :R→R συνεχῶς διαφορίσιµη συνάρτηση ἡ ὁποία ἱκανοποιεῖ

α′(x)>0 γιά κάθε x∈R καί lim
x→±∞

α(x) = ±∞.

Τότε ἡ α ἔχει συνεχῶς διαφορίσιµη ἀντίστροφη β :R→R ἡ ὁποία ἐπίσης ἱκανοποιεῖ

β′(x)>0 γιά κάθε x∈R καί lim
x→±∞

β(x) = ±∞. 2

Κατά συνέπεια ἡ α ἔχει ἀντίστροφη συνάρτηση, ἔστω β, ἡ ὁποία εἶναι ἐπίσης 1–1, ἐπί
καί γνησίως αὔξουσα. ᾿Ιδιαιτέρως :

β′(x) =
1

α′
(

β(x)
) =

1
1 + β2(x)

καί ὡς ἐκ τούτου β ∈ C∞(R). Συνεπῶς

x + x3 − t2 = 0 ⇐⇒ α(x)− t2 = 0

⇐⇒ x = β(t2).

Ἄρα ἡ συνάρτηση β ὁρίζεται σ’ ὅλο τό R καί εἶναι C∞ ὡς σύνθεση τέτοιων. ῾Ωστόσο ἡ
ἀνωτέρω διαδικασία δέν µᾶς προσφέρει τήν λύση σέ ἄµεση µορφή. Μᾶς τήν προσφέρει
σέ ἔµµεση µορφή. Αὐτό ἀποτελεῖ τόν κανόνα στήν ἐπίλυση τῶν ἐξισώσεων χωριζοµένων
µεταβλητῶν.

(iii) ∆ίδεται τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

x′ =
2t− 1
x3 − x

, x(−1) = −2. (.)

Νά ϐρεθεῖ ἡ λύση καθώς καί τό µέγιστο διάστηµα στό ὁποῖο αὐτή ὁρίζεται.
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Επιλυση. ῾Η ἐξίσωσή µας εἶναι διαχωριζόµενη καί δύναται νά γραφεῖ ὡς :

(x3 − x)x′ = 2t− 1,

µέ τήν προϋπόθεση ὅτι x3 − x 6= 0 ἤ ἰσοδύναµα x 6= −1, 0, 1. ῾Η ἀρχική συνθήκη
ἐπιβάλλει ὡς µέγιστο πεδίο ὁρισµοῦ τῆς h(x) = 1

x3−x , τό I = (−∞,−1). ῾Εποµένως
ὁλοκληρώνοντάς την λαµβάνοµε :

x4

4
− x2

2
= t2 − t + c. (.)

Λόγῳ τῆς ἀρχικῆς συνθήκης x(−1) = −2, δυνάµεθα νά δοῦµε ἀµέσως ὅτι c = 0,
ὁπότε ἡ (.) λαµβάνει τήν µορφή:

x4 − 2x2 = 4t2 − 4t,

ἡ ὁποία κατά σύµπτωση δύναται νά ϐελτιωθεῖ πολύ ἄν προσθέσοµε τήν µονάδα καί στά
δύο της µέλη:

x4 − 2x2 + 1 = 4t2 − 4t + 1,

ἤ ἰσοδύναµα
(x2 − 1)2 = (2t− 1)2,

ἄρα
x2 − 1 = ±(2t− 1).

ἤ
x2 = 1± (2t− 1). (.)

῾Η ἀρχική συνθήκη x(−1) = −2, µᾶς ἐπιβάλλει νά ἐπιλέξοµε τό ἀρνητικό πρόσηµο.
῾Ως ἐκ τούτου ἡ (.) λαµβάνει τήν µορφή:

x2 = 1− (2t− 1) = 2− 2t.

Ἄρα
x = ±√2− 2t.

᾿Επικαλούµενοι ἐκ νέου τήν ἀρχική συνθήκη ὁδηγούµεθα καί πάλιν στήν ἐπιλογή τοῦ
ἀρνητικοῦ προσήµου. ῾Η (µοναδική) λύση λοιπόν τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
(.) εἶναι ἡ συνάρτηση

ϕ(t) = −√2− 2t.

Τό πεδίο ὁρισµοῦ τοῦ δεξιοῦ µέλους τῆς ἀνωτέρω εἶναι τό ἀνοικτό διάστηµα I =
(−∞, 1). ᾿Επειδή ὅµως, ὅπως ἤδη ἔχοµε δεῖ, x 6= −1, 0, 1, τό πεδίο ὁρισµοῦ τῆς
λύσεως ϑά πρέπει νά περιορισθεῖ στό διάστηµα:

I = (−∞, 1/2),

ὥστε ἡ ϕ νά µήν λαµβάνει τίς τιµές −1, 0 καί 1.
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(iv) ∆ίδεται ἡ ἐξίσωση
g(t)dt + h(x)dx = 0.

Νά ϐρεθεῖ ἡ ὁλοκληρωτική της καµπύλη ἡ ὁποία διέρχεται ἀπό τό σηµεῖο (τ, ξ).

Επιλυση. Πρόκειται οὐσιαστικά περί τῆς ἐξισώσεως

g(t) + h(x)x′ = 0. (.)

Ἄν ϑέσοµε G′ = g καί H′ = h, τότε ἡ (.) καθίσταται ἰσοδύναµη µέ

d
dt

(
G(t) + H

(
x(t)

))
= 0

ἤ
G(t) + H(x) = c.

῾Η τιµή τῆς σταθερᾶς c προσδιορίζεται ἀπό τήν ἀρχική συνθήκη, δηλαδή τήν ὑποχρέωση
τῆς ὁλοκληρωτικῆς καµπύλης νά διέρχεται ἀπό τό (τ, ξ). Ἄρα τελικῶς ἡ Ϲητούµενη
ὁλοκληρωτική καµπύλη περιγράφεται ἀπό τήν ἐξίσωση:

G(t) + H(x) = G(τ) + H(ξ).

Παρατηρῆστε ὅτι ἡ ἀνωτέρω γράφεται ἰσοδύναµα καί ὡς
∫ t

τ
g(s)ds +

∫ x

ξ
h(y)dy = 0.

2.2.1 ᾿Εξισώσεις ὁµοιογενῶν ϱοῶν

Εἰδική κατηγορία ἐξισώσεων, οἱ ὁποῖες µέ κατάλληλο µετασχηµατισµό ἀνάγονται σέ διαχω-
ϱιϹόµενες ἐξισώσεις, εἶναι οἱ ἐξισώσεις ὁµοιογενῶν ϱοῶν. Αὐτές εἶναι οἱ πρώτης τάξεως
ἐξισώσεις στίς ὁποῖες ἡ συνάρτηση ϱοῆς εἶναι ὁµοιογενής ὡς πρός t καί x. ∆ηλαδή ἔχει τήν
ἰδιότητα

f (t, x) = g
( x

t

)
,

ἡ ὁποία εἶναι ἰσοδύναµη µέ τήν ἰδιότητα

f (λt, λx) = f (t, x), (.)
Στά πλεῖστα τῶν ῾Ελληνικῶν συγγραµµάτων συνήθων διαφορικῶν ἐξίσωσεων, χρησιµοποιεῖται ὁ ἀτυχέστατος

ὅρος ὁµογενεῖς ἐξισώσεις γιά νά περιγράψει τίς ἀνωτέρω, καθ’ ἦν στιγµήν, ὁ ἴδιος ἀκριβῶς χαρακτηρισµός,
χρησιµοποιεῖται γιά τήν περιγραφή κάποιων ἐξισώσεων ἐντελῶς διαφορετικῆς µορφῆς. Βλέπε σελίδα 23 καί
σχετική ὑποσηµείωση στήν ἴδια σελίδα.
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γιά κάθε λ 6= 0. ῾Η (.) µᾶς λέγει ὅτι ἡ f εἶναι ὁµοιογενής ϐαθµοῦ µηδέν ὡς πρός (t, x).
῾Η ἐπίλυση ἐξισώσεων µέ ὁµοιογενεῖς ϱοές ἀνάγεται στήν ἐπίλυση ἐξισώσεων χωριζοµένων
µεταβλητῶν. Ἄν ϑέσοµε

u =
x
t

ἤ x = t u,

λαµβάνοµε:

x′ = g
( x

t

)
⇐⇒ (t u)′ = g(u)

⇐⇒ t u′ + u = g(u)

⇐⇒ u′ =
(

g(u)− u
)

t
.

῾Η τελευταία ἀποτελεῖ πράγµατι ἐξίσωση χωριζοµένων µεταβλητῶν.

Παραδείγµατα

(i) Νά ἐπιλυθεῖ ἡ ἐξίσωση

x′ =
t2 + 3x2

2tx
. (.)

Επιλυση. ῾Η ϱοή τῆς (.) εἶναι ὁµοιογενής. Παρατηρῆστε ὅτι ἡ διαφορική ἐξίσωση
ἔχει ἔννοια ὅταν x, t 6= 0. ῾Η (.) γράφεται καί ὡς

x′ =
t2 + 3x2

2tx
=

1 + 3(x/t)2

2(x/t)
= g

( x
t

)
,

ὅπου
g(u) =

1 + 3u2

2u
.

Ἄν λοιπόν ϑέσοµε x = tu, τότε ἡ ἐξίσωση τήν ὁποία ἱκανοποιεῖ εἶναι ἡ

u′ =
g(u)− u

t
=

1
t

(
1 + 3u2

2u
− u

)
=

1
t
· 1 + u2

2u
.

῾Η ἀνωτέρω γράφεται ἰσοδύναµα ὡς

2uu′

1 + u2 =
1
t

,

ἡ ὁποία µᾶς ἐπιτρέπει νά ὁλοκληρώσοµε ὡς πρός t καί νά λάβοµε :

log(1 + u2) = log |t|+ c̄.

Μιά συνάρτηση f = f (x1, . . . , xn) ὀνοµάζεται ὁµοιογενής ϐαθµοῦ α, ὅπου α πραγµατικός ἀριθµός, ἄν γιά
κάθε λ > 0 ἰσχύει ὅτι :

f (λx1, . . . , λxn) = λα f (x1, . . . , xn).

Οἱ συναρτήσεις αὐτές ἀποτελοῦν τίς λύσεις τῆς µερικῆς διαφορικῆς ἐξισώσεως τοῦ Euler x · ∇u = αu.
Τό τέχνασµα αὐτό χρησιµοποιήθηκε γιά πρώτη ϕορά ἀπό τόν Leibniz τό 1691.
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ἤ ἁπλούστερα 1 + u2 = ct, ὁπότε 1 +
x2

t2 = ct, ἤ καλύτερα

t2 + x2 = ct3, (.)

ὅπου t∈R− ἤ t∈R+.

(ii) Νά ἐπιλυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν

x′ =
t2 + 3x2

2tx
, x(1) = 1.

Ποιό εἶναι τό µέγιστο πεδίο ὁρισµοῦ τῆς λύσεως ;

Επιλυση. Λόγῳ τοῦ προηγουµένου παραδείγµατος ἡ λύση τῆς διαφορικῆς ἐξισώσεως
ἱκανοποιεῖ τήν (.). ῞Οταν ἐνσωµατώσοµε τήν ἀρχική συνθήκη, x(1) = 1, λαµβάνοµε
ὅτι c = 2. Τελικῶς :

x = ±
√

2t3 − t2

καί λόγῳ τῆς ἀρχικῆς συνθήκης ἐπιλέγοµε τό ϑετικό πρόσηµο, ἐνῶ ἡ λύση ϑά ἔχει ὡς
πεδίο ὁρισµοῦ τό διάστηµα (1/2, ∞).

᾿Ασκήσεις

.. Νά ἀποδειχθεῖ ἡ πρόταση 2.2.1.

.. Νά ἐπιλυθοῦν οἱ κάτωθι ἐξισώσεις, ἀφοῦ διαπιστωθεῖ ὅτι εἶναι χωριζοµένων µεταβλητῶν

(i) x′ =
tm

xn ,

(ii) x′ =
t2

1 + x2 ,

(iii) x′ =
t + et

x− 1
,

(iv) x′ =
at + b
cx + d

,

(v) x′ = 1 + t + x + tx.

.. Νά ἐπιλυθοῦν τά κατωτέρω προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν:

(i) xx′ + t et = 0, x(0) = 1,

(ii) cos(3x)x′ + sin(2t) = 0, x
(

π
2
)

= π
3 ,

(iii) x′ =
x2

t
, x(1) = 2,

(iv) (3x2 − 4) x′ − 3t2 = 0, x(1) = 0,

(v) 3t2 − (3x2 − 4) x′ = −1, x(0) = 1.
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.. Προσπαθῆστε νά ϐρεῖτε τήν γενική λύση τῆς ἐξισώσεως

x′ = x1/3,

ἀκολουθῶντας τόν συµβολικό λογισµό στήν σελίδα 69. Ἀκολούθως ϐρέστε τήν σωστή ἀπάντηση.

Υποδειξη. Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 46.

.. Νά ϐρεθεῖ κατάλληλος µετασχηµατισµός, ὁ ὁποῖος νά καθιστᾶ τήν ἐξίσωση ἐπιλύει τήν

x′ = f (at + bx + c),

χωριζοµένων µεταβλητῶν.

..∗∆ίδεται τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν {
x′ = g(t) h(x),
x(τ) = ξ,

(.)

ὅπου g, h ∈ C(R).

(i) Ἄν ὑπάρχουν c1, c2 ≥ 0, ὥστε
0 < h(x) ≤ c1|x|+ c2, (.)

γιά κάθε x ∈R, τότε δείξατε ὅτι τό ἀνωτέρω πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν ἔχει καθολικῶς ὁρισµένη
λύση.

(ii) Τί συµβαίνει ἄν ἡ (.) ἀντικατασταθεῖ ἀπό τήν

|h(x)| ≤ c1|x| log |x|+ c2,

γιά κάθε x∈R;

Υποδειξη. Στήν περίπτωση (i) ἄν ϑέσοµε H(x) =
∫ x

ξ

dζ

h(ζ)
, τότε ἡ H εἶναι γνησίως αὔξουσα καί ἐπίσης

lim
x→±∞

H(x) = ±∞.

Ἄρα ἡ H−1 ὁρίζεται, καί εἶναι C1 σ’ ὅλο τό R. Καταλήγοµε δέ στό συµπέρασµα ὅτι ἄν ϕ λύση τοῦ
προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.), τότε ἡ (.) ἔχει ὡς συνέπεια ὅτι ϕ(t) = H−1( ∫ t

τ g(s) ds
)
.

.. Ἀφοῦ παρατηρήσετε ὅτι ἑκάστη τῶν κάτωθι ἐξισώσεων ἔχει ὁµοιογενῆ ϱοή, ἀκολούθως νά ϐρεῖτε τήν γενική
τους λύση.

(i) x′ =
t + x

x
,

(ii) x′ =
t + 3x
t− 3x

,

(iii) x′ =
t2 + 3x2

t2 − 3x2 ,

(iv) x′ =
t2 + tx + x2

tx
,
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.. ∆ίδεται ἡ ἐξίσωση
x′ =

a1t + b1x + c1
a2t + b2x + c2

ὅπου a1b2 6= a2b1. ∆είξατε ὅτι µέ κατάλληλο µετασχηµατισµό T = t− τ, X = x− ξ, ἡ ἐξίσωση δύναται
νά ἀναχθεῖ σέ ἐξίσωση ὁµοιογενοῦς ϱοῆς.

.. Νά ἐπιλυθοῦν οἱ ἐξισώσεις :

(i) x′ =
2t + x− 9
t + x + 1

,

(ii) x′ =
t + x + 2
t− x + 1

,

(iii) x′ =
5t + x + 2
t− 5x + 1

,

(iv) x′ =
2t + x + 5
2t− x + 5

.

.. Μέ ποίον τροπο ἀνάγεται ἡ ἐξίσωση

x′ = f
(

a1t + b1x + c1
a2t + b2x + c2

)
,

σέ ἐξίσωση µέ ὁµοιογενῆ ϱοή ;

..∗Νά προσδιορισθοῦν ὅλες οἱ συνεχεῖς συναρτήσεις f , οἱ ὁποῖες ἱκανοποιοῦν τήν σχέση

f (t) + 1 =
∫ t

0
f (s)

(
f (s)− 1

)
ds.

Υποδειξη. Κατ’ ἀρχάς διαπιστοῦται εὐκόλως ὅτι µία συνάρτηση f ἱκανοποιεῖ τήν ἀνωτέρω ὁλοκληρωτική
ἐξίσωση ἄν καί µόνον ἄν ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = x(x− 1),
x(0) = −1,

τό ὁποῖο ἔχει ὡς λύση τήν ϕ(t) ≡ −1. Θά πρέπει νά δείξοµε ὅτι αὐτή εἶναι καί µοναδική λύση. Ἄν
ψ : I → R, ἄλλη λύση τοῦ ἰδίου προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν, τότε ὑπάρχει t1 ∈ I, ὥστε ψ(t1) 6= −1.
Ἄς ὑποθέσοµε γιά παράδειγµα ὅτι ψ(t1) = ξ < −1. (῾Η περίπτωση ξ > −1 ϑά πρέπει ἐπίσης νά
ἐξετασθεῖ.) Σέ µία τέτοια περίπτωση εἰναι δυνατόν νά κατασκευασθεῖ διάστηµα [t1, t2), ὅπου ἡ ψ εἶναι
γνησίως αὔξουσα, λαµβάνει τιµές µικρότερες τοῦ −1 καί ψ(t2) = −1. (Τό t2 ἀποτελεῖ τήν πρώτη τιµή
δεξιά τοῦ t1 ὅπου ἡ ψ λαµβάνει τήν τιµή −1, καί ϐεβαίως τέτοια ὑπάρχει.) Ταυτοχρόνως ἡ ψ ἱκανοποιεῖ
καί τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν {

x′ = x(x− 1),
x(t1) = ξ,

µέ µοναδική λύση (γιατί ;) τήν

ψ(t) =
(

1− ξ − 1
ξ

et−t1

)−1
,

ἡ ὁποία ἔχει ὡς πεδίο ὁρισµοῦ περιέχον τό διάστηµα [t1, ∞). Στό διάστηµα αὐτό ἡ ψ ἔχει τήν ἰδιότητα
ψ(t) < −1. Ἄρα δέν δύναται νά ἰσχύει ὅτι ψ(t2) = −1.

..∗Νά προσδιορισθοῦν ὅλες οἱ συνεχεῖς συναρτήσεις f οἱ ὁποῖες ἱκανοποιοῦν τήν σχέση

f (t) + 1 =
∫ t

0
f (s)

(
s f (s)− 1

)
ds.



 Κεφάλαιο 2. ᾿Εξισώσεις πρώτης τάξεως

.. ∆είξατε ὅτι κάθε εὐθεῖα διερχόµενη ἀπό τήν ἀρχή τῶν ἀξόνων, τέµνει ὑπό τήν ἴδια γωνία ὅλες τίς
ὁλοκληρωτικές καµπύλες δοθείσης συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως ὁµοιογενοῦς ϱοῆς.

.. ∆ιασταλτική ἰδιότης: ∆είξατε ὅτι ἄν Γ =
{(

t(s), x(s)
)

: s ∈ I
}

ὁλοκληρωτική καµπύλη ἐξισώσεως
ὁµοιογενοῦς ϱοῆς καί λ µή µηδενικός πραγµατικός ἀριθµός, τότε καί τό σύνολο τῶν σηµείων

Γλ =
{(

λt(s), λx(s)
)

: s∈ I
}

,

ἀποτελεῖ ὁλοκληρωτική καµπύλη τῆς ἰδίας ἐξισώσεως.

.. (Συνέχεια) ᾿Ισχύει καί τό ἀντίστροφο: Ἄν µία συνήθης διαφορική ἐξίσωση ἔχει τήν διασταλτική ἰδιότης,

τότε εἶναι ὁµοιογενοῦς ϱοῆς.

2.3 ᾿Ακριβεῖς ἐξισώσεις

῎Εστω ὅτι ἐπιθυµοῦµε νά εὕροµε τήν γενική λύση τῆς ἐξισώσεως :

2t + x + (t + 2x)x′ = 0. (.)

Ἄν ὑπῆρχε συνάρτηση Φ = Φ(t, x) ὥστε Φt = 2t + x καί Φx = t + 2x, τότε ἡ (.) ϑά
ἦταν δυνατόν νά γραφεῖ ἰσοδύναµα ὡς

Φt(t, x) + Φx(t, x)x′ = 0. (.′)

῎Εστω ϕ : I → R λύση τῆς ἀνωτέρω, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα. Λόγῳ τοῦ κανόνος τῆς
ἁλυσίδος ἡ ἡ ϕ ϑά ἱκανοποιοῦσε τήν

d
dt

Φ
(
t, ϕ(t)

)
= 0 γιά κάθε t ∈ I,

ἤ ἰσοδύναµα ϑά ὑπῆρχε πραγµατική σταθερά c ὥστε

Φ
(
t, ϕ(t)

)
= c γιά κάθε t ∈ I.

Ἄν λοιπόν ὑπῆρχε τέτοια συνάρτηση Φ, τότε τά γραφήµατα τῶν λύσεων τῆς (.) ϑά ἀποτε-
λοῦσαν ἰσοσταθµικές καµπύλες τῆς Φ. Σέ µία τέτοια λοιπόν περίπτωση ἡ (.) ϑά καθί-
στατο ἰσοδύναµη µέ τήν

Φ(t, x) = c. (.′′)

Ἄν λοιπόν εἴχαµε στήν διάθεσή µας µία τέτοια Φ, ϑά κατορθώναµε νά ὁλοκληρώσοµε τήν
(.) καί νά καταλήξοµε σέ µία οἰκογένεια ὁλοκληρωτικῶν καµπυλῶν.
 ῾Υπενθυµίζεται ὅτι ἄν Ψ : U → R συνάρτηση, ὅπου U ⊂ R2 καί c∈R σταθερά, τά σύνολα

Γc =
{
(x, y) : Ψ(x, y) = c

}
,

ἀποτελοῦν τίς ἰσοσταθµικές καµπύλες τῆς Ψ.
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῾Υπάρχει ὅµως τέτοια συνάρτηση Φ;

Ἄν ὑπῆρχε, τότε ϑά εἴχαµε :

Φt(t, x) = 2t + x καί Φx(t, x) = t + 2x,

ὁπότε, λόγῳ τῆς πρώτης ἐκ τῶν ἀνωτέρω, ἡ Φ ϑά ἦταν τῆς µορφῆς Φ(t, x) = t2 + tx + g(x)
ἐνῶ λόγῳ τῆς δεύτερης ϑά εἴχαµε ὅτι :

t + 2x = Φx(t, x) =
(
t2 + tx + g(x)

)
x = t + g′(x),

ἀπ’ ὅπου προκύπτει ὅτι g′(x) = 2x καί ἐν τέλει ὅτι g(x) = x2 + c. ῾Η Φ(t, x) = t2 + tx + x2

πληροῖ λοιπόν τίς ἀπαιτείσεις µας καί ἡ ἐξίσωση (.) καθίσταται τελικῶς ἰσοδύναµη µέ τήν

t2 + tx + x2 = c,

ἡ ὁποία ἀποτελεῖ µονοπαραµετρική οἰκογένεια ὁλοκληρωτικῶν καµπυλῶν. Τό ἐρώτηµα γενι-
κεύεται κατωτέρω:

Προβληµα. ∆ίδεται ἡ συνήθης διαφορική ἐξίσωση

M(t, x) + N(t, x)x′ = 0. (.)

῾Υπάρχει συνάρτηση Φ = Φ(t, x) ὥστε

Φt(t, x) = M(t, x) καί Φx(t, x) = N(t, x)

καί ὡς ἐκ τούτου, οἱ ἰσοσταθµικές καµπύλες τῆς Φ:

Γc =
{

(t, x) : Φ(t, x) = c
}

, c ∈ R,

νά ἀποτελοῦν τίς ὁλοκληρωτικές καµπύλες τῆς (.);

Απαντηση. ῎Εστω ὅτι πράγµατι ὑπῆρχε. Τότε ϑά εἴχαµε :

Φt = M, Φx = N,

ἄρα ἄν Φ∈C2, ὁπότε (Φt)x = (Φx)t, τότε ϑά εἴχαµε :

Mx = (Φt)x = (Φx)t = Nt.

Κάτι τέτοιο ὅµως, δηλαδή Mx = Nt, σπανίως συµβαίνει. ῾Η ἀπάντηση λοιπόν στό πρόβλη-
µα δέν εἶναι πάντοτε καταφατική. ῾Η σχέση αὐτή ἡ ὁποία προκύπτει, ἐκτός τοῦ ὅτι εἶναι
ἀναγκαία, εἶναι καί ἱκανή, ὅπως ϕαίνεται ἀπό τήν κατωτέρω πρόταση:
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Πρόταση 2.3.1. ῎Εστω D = (t1, t2)× (x1, x2) καί M, N∈C1(D). Τότε ὑπάρχει συνάρτηση
Φ = Φ(t, x), δίς συνεχῶς διαφορίσιµη στό D ὥστε :

Φt(t, x) = M(t, x) καί Φx(t, x) = N(t, x)

γιά κάθε (t, x) ∈ D, ἄν καί µόνον ἄν Mx = Nt.

Αποδειξη. Ἀποµένει ἡ ἀπόδειξη τοῦ ἱκανοῦ. ῎Εστω ὅτι ἰσχύει Mx = Nt σ’ ὅλο τό D καί
(t0, x0) ἕνα τυχόν σηµεῖο τοῦ D. Θέτοµε :

Φ(t, x) =
∫ x

x0

N(t, ξ)dξ + g(t), (.)

ὅπου g(t) προσδιοριστέα συνάρτηση Παραγωγίζοντας τήν (.) ὡς πρός t λαµβάνοµε :

Φt(t, x) =
∫ x

x0

Nt(t, ξ)dξ + g′(t). (.)

῾Η ἀλλαγή τῆς σειρᾶς παραγωγίσεως καί ὁλοκληρώσεως ἐπιτρέπεται λόγῳ τοῦ ὅτι ἡ N εἶναι
συνεχῶς διαφορίσιµη. Ἀντικαθιστῶντας τήν Nt µέ τήν Mx στήν (.) λαµβάνοµε :

Φt(t, x) =
∫ x

x0

Mx(t, ξ) dξ + g′(t)

= M(t, x)− M(t, x0) + g′(t).

Γενικότερα ἰσχύει τό κατωτέρω ἀποτέλεσµα:

Λῆµµα 2.3.2. ῎Εστω K ∈ C([a, b] × [c, d]) καί K συνεχῶς διαφορίσιµη ὥς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή t,
δηλαδή Kt ∈ C([a, b]× [c, d]). Ἄν f (t) =

∫ b
a K(s, t) ds, τότε ἡ f εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη ἐπί τοῦ διαστήµατος

[c, d] καί ἰσχύει ὅτι :

f ′(t) =
∫ b

a
Kt(s, t) ds.

γιά κάθε t∈ [c, d].

Αποδειξη. Παρατηροῦµε ὅτι

f (t + h)− f (t)
h

=
1
h

∫ b

a

(
K(s, t + h)− K(s, t)

)
ds =

∫ b

a

1
h

(∫ h

0
Kt(s, t + σ) dσ

)
ds.

Λόγῳ ὅµως τῆς ὁµοιοµόρφου συνεχείας τῆς Kt στό [a, b]× [c, d] ἡ διαφορά

1
h

(∫ h

0
Kt(s, t + σ) dσ

)
− Kt(s, t),

εἶναι δυνατόν νά καταστεῖ µικροτέρα τοῦ τυχόντος ε ἄν τό |h| ϕραχθεῖ ἀπό κατάλληλο δ > 0, ὅπερ σηµαίνει ὅτι

lim
h→0

f (t + h)− f (t)
h

=
∫ b

a
Kt(s, t) ds. 2
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᾿Επειδή τώρα Φt = M, ϑά ἔχοµε ὅτι g′(t) = M(t, x0). ᾿Εν τέλει ἡ συνάρτηση

Φ(t, x) =
∫ x

x0

N(t, ξ) dξ +
∫ t

t0

M(s, x0) ds,

ὅπως διαπιστοῦται ἀπό τά ἀνωτέρω, πληροῖ τίς ἀπαιτήσεις τῆς προτάσεως καί ἐπί πλέον
ἰσχύει ὅτι Φ∈C2(D). ὅ.ἔ.δ.

Παρατήρηση. Στήν ἀνωτέρω πρόταση εἶχε ὑποτεθεῖ ὅτι τό πεδίο ὁρισµοῦ D τῶν M καί N
ἀποτελεῖ ὀρθογώνιο παραλληλόγραµµο. ῾Η ὑπόθεση αὐτή δύναται νά ἀντικατασταθεῖ ἀπό
τήν ἀσθενέστερη ὑπόθεση ὅτι τό D εἶναι ἁπλά συνεκτικό, δηλαδή εἶναι ὁµοιοµορφικό πρός
ὀρθογώνιο παραλληλόγραµµο, ἰδιαιτέρως, σηµαίνει ὅτι τό D δέν ἔχει τρύπες.

Προκύπτει λοιπόν κατά ϕυσιολογικό τρόπο ὁ ὁρισµός :

῾Ορισµός 2.3.1. ῎Εστω D ⊂ R2 ἀνοικτό. Μία συνήθης διαφορική ἐξίσωση τῆς µορφῆς

M(t, x) + N(t, x) x′ = 0, (.)

ὀνοµάζεται ἀκριβής (exact), στό D ἄν ὑπάρχει συνεχῶς διαφορίσιµη συνάρτηση Φ = Φ(t, x)
ὥστε :

Φt(t, x) = M(t, x) καί Φx(t, x) = N(t, x), (.)

γιά κάθε (t, x) ∈ D.

2.3.1 Πολλαπλασιαστής τοῦ Euler

Οἱ ὑποχρεώσεις (.) εἶναι πολύ περιοριστικές γιά τίς συναρτήσεις M καί N στήν (.).
Αὐτό σηµαίνει ὅτι σπανιότατα µία ἐξίσωση εἶναι ἀκριβής. Τίθεται εὐλόγως τό ἐρώτηµα κατά
πόσον ὑπάρχει τρόπος νά καταστεῖ ἀκριβής µία µή ἀκριβής ἐξίσωση. Θά ἀντιµετωπίσοµε τό
ἐρώτηµα αὐτό µέ τήν εἰσαγωγή, ἐκ νέου, καταλλήλου ὁλοκληρωτικοῦ παράγοντος. ῎Εστω ἡ
µή ἀκριβής ἐξίσωση

M(t, x) + N(t, x) x′ = 0, (.)

δηλαδή: Mx 6= Nt καί ἔστω ὅτι ἀναζητοῦµε κατάλληλη µή µηδενική συνάρτηση µ =
µ(t, x), για τήν ὁποία ἡ προκύπτουσα ἰσοδύναµη ἐξίσωση

µ(t, x) M(t, x) + µ(t, x) N(t, x) x′ = 0

νά εἶναι ἀκριβής, δηλαδή: (µM)x = (µN)t ἤ ἰσοδύναµα

Nµt − Mµx + (Nt − Mx) µ = 0,

ἤ ἰσοδύναµα
N

µt

µ
− M

µx

µ
= Mx − Nt. (.)
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῾Η ἀνωτέρω ἀποτελεῖ µία µερική διαφορική ἐξίσωση ὡς πρός µ, ἀφοῦ ἐµφανίζονται σ’ αὐτή
µερικές παράγωγοι τῆς ἄγνωστης συναρτήσεως µ, ὡς πρός t καί x. ῾Η διαδικασία εὑρέσεως
τῶν λύσεων αὐτῆς τῆς ἐξισώσεως εἶναι σηµαντικά πολυπλοκότερη ἀπό αὐτή τῆς συνήθους
διαφορικῆς ἐξισώσεως (.). Παρατηροῦµε ὡστόσο, ὅτι δέν µᾶς ἐνδιαφέρει ἡ εὕρεση τῆς
γενικῆς λύσεως τῆς (.), ἀλλά κάποιας µή µηδενικῆς λύσεως. ᾿Ιδιαιτέρως, ϑά δοῦµε πῶς
ἁπλοποιεῖται ἡ (.), καί ἀνάγεται σέ συνήθη διαφορική ἐξίσωση, ὅταν ἀναζητοῦµε πολ-
λαπλασιαστή τοῦ Euler εἰδικῆς µορφῆς. ῞Ενας τέτοιος ὁλοκληρωτικός παράγων µ ὀνοµάζεται
πολλαπλασιαστής τοῦ Euler (Euler multiplier.)

Παραδείγµατα

(i) Νά διαπιστωθεῖ ὅτι ἡ ἐξίσωση

(t + x2) + txx′ = 0, (.)

δέν εἶναι ἀκριβής. ᾿Εν συνεχείᾳ νά ἐπιλυθεῖ, ἀφοῦ ἐξακριβωθεῖ ὅτι ὑπάρχει πολλαπλα-
σιαστής τοῦ Euler τῆς µορφῆς µ=µ(t).

Επιλυση. Πράγµατι ἡ (.) δέν εἶναι ἀκριβής διότι

Mx(t, x) = 2x 6= x = Nt(t, x).

Ἄν ὑπῆρχε πολλαπλασιαστής τοῦ Euler ἐξαρτώµενος µόνο ἀπό τό t, δηλαδή µ = µ(t),
τότε µt = µ′ καί µx = 0. ῾Η (.) λοιπόν ϑά ἐλάµβανε τήν µορφή

Nµ′ + (Nt − Mx) µ = 0 ἤ
µ′

µ
=

Mx − Nt

N
,

ἡ ὁποία ἔχει λύση (ἐξαρτώµενη ἀπό τό t), ἄν τό δεξιό µέλος, δηλαδή ἡ Mx − Nt

N
,

ἀποτελεῖ συνάρτηση τοῦ t. Πράγµατι αὐτό ἰσχύει :

Mx(t, x)− Nt(t, x)
N(t, x)

=
(t + x2)x − (tx)t

tx
=

2x− x
tx

=
1
t

.

Ἀναζητοῦµε λοιπόν πολλαπλασιαστή τοῦ Euler ὁποῖος ἱκανοποιεῖ τήν ἐξίσωση

µ′

µ
=

1
t

.

Μία µή µηδενική λύση εἶναι ἡ µ(t) = t. Πολλαπλασιάζοντας τήν (.) ἐπί t τήν
καθιστοῦµε ἀκριβῆ. Πράγµατι :

(
µM(t, x)

)
x =

(
t(t + x2)

)
x = 2tx =

(
t(tx)

)
t =

(
µN(t, x)

)
t.
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Ἀκολούθως ϐρίσκοµε Φ(t, x) ὥστε :

Φ(t, x)t = µM(t, x) = t2 + tx2 καί Φx = µN(t, x) = t2x.

῎Εχοµε λοιπόν ὅτι Φ(t, x)t = t2 + tx2, ἄρα

Φ(t, x) =
t3

3
+

t2x2

2
+ g(x).

∆ιαφορίζοντας τήν ἀνωτέρω ὡς πρός x λαµβάνοµε :

Φ(t, x)x =
(

t3

3
+

t2x2

2
+ g(x)

)

x
= t2x + g′(x),

ἀπ’ ὅπου προκύπτει ὅτι g′(x) = 0 καί ἄρα µία Φ ἡ ὁποία ἱκανοποιεῖ τίς ἀνωτέρω εἶναι
ἡ

Φ(t, x) =
t3

3
+

t2x2

2
καί ἐν τέλει ἡ γενική λύση τῆς (.) εἶναι

t3

3
+

t2x2

2
= c,

ἡ ὁποία µᾶς παρέχει ἔµµεσως ὁρισµένη λύση. Ἀπό τό παράδειγµα αὐτό προκύπτει ὅτι :

῾Υπάρχει πολλαπλασιαστής τοῦ Euler τῆς µορφῆς µ = µ(t), ἄν καί µόνο ἄν ἡ παράσ-
ταση (Mx − Nt)/N εἶναι συνάρτηση µόνο τοῦ t.

(ii) ῎Εστω ἡ µή ἀκριβής συνήθης διαφορική ἐξίσωση

M(t, x) + N(t, x)x′ = 0.

Νά ϐρεθεῖ ἡ σχέση ἡ ὁποία πρέπει νά ἱκανοποιεῖται µεταξύ τῶν M καί N ὥστε νά
ὑπάρχει ὁλοκληϱωτικός παράγων τῆς µορφῆς

α΄. µ = µ(x),

ϐ΄. µ = µ(tx).

Απαντηση. Στήν περίπτωση ὅπου ἀναζητοῦµε πολλαπλασιαστή τοῦ Euler µ = µ(x), ἡ
(.) καθίσταται

−Mµ′ + (Nt − Mx) µ = 0 ἤ
µ′

µ
=

Nt − Mx

M
.

῾Υπάρχει πράγµατι λοιπόν τέτοιος πολλαπλασιαστής τοῦ Euler, ἄν καί µόνο ἄν ἡ παρά-
σταση

Nt − Mx

M
,
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εἶναι συνάρτηση µόνο τοῦ x. Στήν περίπτωση ὅπου ἀναζητοῦµε πολλαπλασιαστή τοῦ
Euler µ = µ(tx), ἔχοµε κατ’ ἀρχάς :

µt = xµ′ καί µx = tµ′,

ὁπότε ἡ (.) λαµβάνει τήν µορφή:

xNµ′ − tMµ′ + (Nt − Mx) µ = 0,

ἤ ἰσοδύναµα
µ′

µ
=

Mx − Nt

xN − tM
.

Ἄρα ϑά πρέπει τό δεξιό µέλος τῆς ἀνωτέρω νά ἀποτελεῖ συνάρτηση τοῦ tx.

᾿Ασκήσεις

.. Ἀφοῦ διαπιστωθεῖ ὅτι ἑκάστη τῶν κατωτέρω ἐξισώσεων εἶναι ἀκριβής, ἀκολούθως νά ἐπιλυθεῖ :

(i) x + t x′ = 0,

(ii) x− t + (x + t) x′ = 0,

(iii) x + et + (t + 2x) x′ = 0,

(iv) x2 + (2tx + ex) x′ = 0,

(v) x etx + 1 + (t etx − 2x)x′ = 0.

.. ∆ιαπιστώσατε ὅτι ἑκάστη τῶν κατωτέρω ἐξισώσεων δέν εἶναι ἀκριβής. ᾿Επιλύσατε αὐτές λαµβάνοντας ὑπ’
ὄψιν τό γεγονός ὅτι ὑπάρχει πολλαπλασιαστής τοῦ Euler ἐξαρτώµενος µόνο ἀπό τό t ἤ µόνο ἀπό τό x, ὁ
ὁποῖος τίς καθιστᾶ ἀκριβεῖς.

(i) x + (1 + x + t x) x′ = 0,

(ii) 1 + (x tan x− t tan x− 1) x′ = 0,

(iii) x + (t + t x) x′ = 0,

(iv) 1 + 2t2 + 2t x + x′ = 0,

(v) t2x− 1 + t3x′ = 0.

.. ῎Εστω ἡ µή ἀκριβής συνήθης διαφορική ἐξίσωση:

M(t, x) + N(t, x) x′ = 0.

Ποία σχέση πρέπει νά πληροῦται µεταξύ τῶν M καί N ὥστε νά ὑπάρχει πολλαπλασιαστής τοῦ Euler τῆς
µορφῆς µ = µ(ζ) ὅπου:

(i) ζ = t + x,

(ii) ζ = a t + b x,

(iii) ζ = tαxβ,

(iv) ζ = tγ + xγ,
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(v) ζ = et cos x.

.. Ποία σχέση πρέπει νά πληροῦται µεταξύ τῶν M καί N ὥστε νά ὑπάρχει πολλαπλασιαστής τοῦ Euler τῆς
µορφῆς µ = µ(ζ), ὅπου ζ = P(t, x) ;

.. Νά ϐρεθεῖ πολλαπλασιαστής τοῦ Euler τῆς µορφῆς µ(t, x) = tmxn, ὁ ὁποῖος καθιστᾶ τήν ἐξίσωση

2tx + x3 + (3t2 + tx2)x′ = 0,

ἀκριβῆ. Ἀκολούθως νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῆς ἀνωτέρω.

.. Ἀφοῦ δειχθεῖ ὅτι ἡ ἐξίσωση
M(t) + N(x) x′ = 0,

εἶναι ἀκριβής, ἀκολούθως νά εὑρεθεῖ ἡ γενική της λύση.

.. Πῶς καθίσταται ἡ ἐξίσωση
M(x) + N(t) x′ = 0,

ἀκριβής ;

.. Πῶς καθίσταται ἀκριβής µία ἐξίσωση χωριζοµένων µεταβλητῶν ;

.. Νά ϐρεθοῦν ὅλες οἱ διαφορίσιµες συναρτήσεις f µέ f (0) = −2, γιά τίς ὁποῖες ἡ διαφορική ἐξίσωση

1 + x2 sin t + f (t) xx′ = 0,

εἶναι ἀκριβής. ᾿Εν συνεχείᾳ νά λυθεῖ ἡ διαφορική ἐξίσωση γιά τήν συγκεκριµένη f πού ϐρήκατε.

.. ῎Εστω ὅτι οἱ συναρτήσεις µ1 καί µ2 εἶναι πολλαπλασιαστές τοῦ Euler τῆς ἐξισώσεως

M(t, x) + N(t, x)x′ = 0. (.)

∆είξατε ὅτι ὁποτεδήποτε ὁ λόγος µ1/µ2 εἶναι µή σταθερός, τότε ἡ σχέση

µ1(t, x)
µ2(t, x)

= c, (.)

ἀποτελεῖ ὁλοκληρωτική καµπύλη τῆς (.).

Υποδειξη. ῎Εστω
(
t(s), x(s)

)
, s∈ I, ἡ καµπύλη (.) σέ παραµετρική µορφή. Παραγωγίζοντας ὡς πρός

s λαµβάνοµε: (
µ1,t
µ1

− µ2,t
µ2

)
dt
ds

+
(

µ1,x
µ1

− µ2,x
µ2

)
dx
ds

= 0. (.)

᾿Επίσης, δοθέντος ὅτι ἑκάστη τῶν µ1, µ2 ἀποτελεῖ πολλαπλασιαστή Euler τῆς (.) ἰσχύει ὅτι

N
µj,t

µj
− M

µj,x

µj
= Mx − Nt, j = 1, 2.

Ἀφαιρῶντας τίς δύο ἀνωτέρω λαµβάνοµε
(

µ1,t
µ1

− µ2,t
µ2

)
N −

(
µ1,x
µ1

− µ2,x
µ2

)
M = 0. (.)

Συνδυάζοντας τίς (.) καί (.) λαµβάνοµε ὅτι

M
dt
ds

+ N
dx
ds

= 0,

δοθέντος ὅτι (
µ1,t
µ1

− µ2,t
µ2

,
µ1,x
µ1

− µ2,x
µ2

)
6= (0, 0),

τό ὁποῖο προκύπτει ἀπό τό γεγονός ὅτι ὁ λόγος µ1/µ2 δέν εἶναι σταθερός.
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2.4 Γένεση τῶν συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων

῾Η µέχρι τώρα ἐµπειρία µας, µᾶς ἐπιτρέπει νά εἰκάσοµε ὅτι οἱ λύσεις µιᾶς συνήθους δι-
αφορικῆς ἐξισώσεως τῆς µορφῆς

x′ = f (t, x),

ἀποτελοῦν οἰκογένεια καµπυλῶν τοῦ ἐπιπέδου tx, περιγραφοµένων ἀπό µία σχέση τῆς µορ-
ϕῆς

Φ(t, x, c) = 0.

Γιά παράδειγµα ἡ ἐξίσωση x′ = x, ἔχει ὡς λύσεις ὅλες τίς συναρτήσεις τῶν ὁποίων τό γράφη-
µα περιγράφεται ἀπό τήν µονοπαραµετρική οἰκογένεια καµπυλῶν x = cet, ἐνῶ στήν ἐξίσωση

x′ = 1 + x2,

ἀντιστοιχεῖ ἡ οἰκογένεια τῶν ὁλοκληρωτικῶν καµπυλῶν

x = tan(t + c).

Τό ϕυσιολογικό ἐρώτηµα τό ὁποῖο προκύπτει εἶναι κατά πόσον ἰσχύει καί τό ἀντίστροφο.
∆ηλαδή:

∆οθείσης οἰκογενείας καµπυλῶν (ἐπαρκῶς ὁµαλῶν),

Φ(t, x, c) = 0, (.)

ὑπάρχει συνήθης διαφορική ἐξίσωση x′ = f (t, x) τῆς ὁποίας οἱ ὁλοκληρωτικές καµπύλες
περιγράφονται ἀπό τήν ἀνωτέρω ;

Αὐτό πράγµατι ἰσχύει, ἐφ’ ὅσον ἡ σχέση (.) δύναται νά λυθεῖ ὡς πρός c. Ἄν δηλαδή ἡ
(.) ἔχει τήν µορφή

Ψ(t, x) = c,

τότε ὑποθέτοντας ὅτι x = x(t) καί παραγωγίζοντας ὡς πρός t λαµβάνοµε

Ψt(t, x) + Ψx(t, x)x′ = 0 ἤ x′ = −Ψt(t, x)
Ψx(t, x)

,

ἡ ὁποία ἔχει ἔννοια ἐκεῖ ὅπου δέν µηδενίζεται ὁ παρονοµαστής. Συνήθης διαφορική ἐξίσωση
προκύπτει ἀκόµη καί χωρίς νά λύσοµε τήν (.) ὡς πρός c. Ἄν παραγωγίσοµε τήν (.) ὡς
πρός t λαµβάνοµε

Φt(t, x, c) + Φx(t, x, c)x′ = 0. (.)

῾Εποµένως οἱ (.) καί (.) µᾶς ἐπιτρέπουν νά ἀπαλείψοµε τό c καί νά καταλήξοµε σέ µία
ἐξίσωση τῆς µορφῆς F(t, x, x′) = 0. Γιά παράδειγµα ἡ οἰκογένεια

x = c ect,
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δύσκολα ἐπιλύεται ὡς πρός c. Ἄν παραγωγίσοµε ὡς πρός t λαµβάνοµε

x′ = c2ect,

ἄρα διαιρῶντας τις µέ τήν προϋπόθεση ὅτι xx′ 6= 0, λαµβάνοµε x′

x
= c καί ἐν τέλει ἡ

διαφορική ἐξίσωση τήν ὁποία λαµβάνοµε ϑά εἶναι ἡ

x =
x′

x
et x′/x,

ἡ ὁποία δέν γράφεται εὐκόλως σέ ἄµεση µορφή.

Γενικότερα στήν περίπτωση διπαραµετρικῶν (ἀντιστοίχως n−παϱαµετρικῶν) οἰκογενειῶν κα-
µπυλῶν, µέ διαδοχική ἀπαλοιφή τῶν παραµέτρων καταλήγοµε σέ µία συνήθη διαφορική
ἐξίσωση δευτέρας (ἀντιστοίχως n−στῆς) τάξεως.

Παραδείγµατα

(i) x = c1ec2t ⇐⇒ log x = log c1 + c2t

⇐⇒ (log x)′′ = 0

⇐⇒ x′′x =
(

x′
)2

(ii) x = c1 cos t + c2 sin t ⇐⇒ x csc t = c1 cot t + c2

⇐⇒ (x csc t)′ = (c1 cot t)′

⇐⇒ x′ csc t− x cos t csc2 t = −c1 csc2 t

⇐⇒ x′ sin t− x cos t = −c1

⇐⇒ (
x′ sin t− x cos t

)′ = 0

⇐⇒ x′′ sin t + x′ cos t− x′ cos t + x sin t = 0

⇐⇒ x′′ + x = 0.

᾿Ασκήσεις

.. Ἀφοῦ ἀπαλείψετε τό c νά ϐρεῖτε τίς ἐξισώσεις πρώτης τάξεως, οἱ ὁποῖες ἔχουν ὡς λύσεις τίς κατωτέρω
µονοπαραµετρικές οἰκογένειες :

(i) x = ϕ1 + c ϕ2,

(ii) x = c sin ct,

(iii) x2 = c t,

(iv) ecx = t.

.. Ἀφοῦ ἀπαλείψετε τά c1, c2, νά προσδιορίσεται τίς ἐξισώσεως δευτέρας τάξεως, οἱ ὁποῖες ἔχουν ὡς λύσεις
τίς κατωτέρω διπαραµετρικές οἰκογένειες :
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(i) x = c1 ϕ1(t) + c2 ϕ2(t),

(ii) x = c1ec2 ϕ1(t),

(iii) x = ec1t + ec2t,

(iv) x2 + c1t2 = c2.

.. Γιατί δέν συµβαίνει τό ἴδιο καί στήν διπαραµετρική οἰκογένεια

x = ec1c2t ;

.. Νά ἀπαλείψετε τά c1, c2 καί c3 στήν

x = c1 ϕ1(t) + c2 ϕ2(t) + c3 ϕ3(t),

ὅπου ϕi, i = 1, 2, 3, δοθεῖσες συναρτήσεις καί νά ϐρεῖτε τήν τρίτης τάξεως ἐξίσωση ἡ ὁποία προκύπτει.

2.5 ᾿Ορθογώνιες οἰκογένειες καµπυλῶν

Προβληµα. ∆ίδεται ἡ οἰκογένεια καµπυλῶν {Γc}c∈I, ὅπου

Γc =
{

(t, x) ∈ R2 : Φ(t, x, c) = 0
}

καί I ἀνοικτό διάστηµα. ῾Υπάρχει οἰκογένεια καµπυλῶν {∆d}d∈J, ὅπου J ἀνοικτό ἐπίσης διά-
στηµα, ὥστε ὁποτεδήποτ δύο καµπύλες, µία ἀπό κάθε οἰκογένεια, τέµνονται, νά τέµνονται
καθέτως ;

῞Οπως ϑά δοῦµε ἐν συνεχείᾳ, ἡ ἀπάντηση στό ἐρώτηµα εἶναι ϑετική, ἄν ὑποθέσοµε ὅτι ἡ Φ

εἶναι ἀρκετά ὁµαλή.

Παράδειγµα. ῎Εστω
Γc = { (t, x) : | tx = c } , c ∈ Rr{0}.

῾Η {Γc}c∈R ἀποτελεῖ οἰκογένεια ὑπερβολῶν. ῾Εκάστη καµπύλη τῆς οἰκογενείας δύναται νά
περιγραφεῖ παραµετρικῶς ἀπό τό t. Πράγµατι :

Γc =
{ (

t,
c
t

)
: t ∈ Rr{0}

}
,

δηλαδή ἡ Γc ἀποτελεῖ τό γράφηµα τῆς συναρτήσεως

x(t) =
c
t
, t 6= 0.

∆υνάµεθα νά ἀπαλείψοµε τό c, ἀφοῦ ἀρχικῶς τό ἀποµονώσοµε καί µετά παραγωγίσοµε ὡς
πρός t. ∆ηλαδή

t x = c ⇐⇒ x + t x′ = 0 ⇐⇒ x′ = − x
t

.
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῾Η οἰκογένεια τῶν ὑπερβολῶν, {Γc}c∈R, ἀποτελεῖ τίς λύσεις τῆς συνήθους διαφορικῆς ἐξι-
σώσεως:

x′ = − x
t

.

῾Η ἀνωτέρω συνήθης διαφορική ἐξίσωση γράφεται ἰσοδύναµα ὡς:
(
1, x′

) ·
( x

t
, 1

)
= 0,

τό ὁποῖο µᾶς λέγει ὅτι τό γράφηµα τῆς Γc στό σηµεῖο (t0, x0) εἶναι κάθετο στό διάνυσµα
(x0/t0, 1) ἤ ἰσοδύναµα παράλληλο πρός τό διάνυσµα (−t0/x0, 1). ῾Η Ϲητούµενη ὀρθογώνια
αὐτῆς οἰκογένεια περιγράφεται ἀπό τήν ἑξῆς ἰδιότητα :

Γιά κάθε σηµεῖο (t0, x0) ἀπό τό ὁποῖο κάποια καµπύλη αὐτῆς τῆς οἰκογενείας διέρχεται, ἡ
καµπύλη αὐτή εἶναι κάθετη στό διάνυσµα (t0/x0, 1). ᾿Ισοδύναµα αὐτό σηµαίνει ὅτι :

(
1, x′

) · (− t/x, 1
)

= 0,

ἑποµένως
x′ =

t
x

ἤ xx′ − t = 0

καί µετά τήν ὁλοκλήρωση καθίσταται ἰσοδύναµη µέ

x2 − t2 = d,

γιά κατάλληλο µή µηδενικό d, ἡ ὁποία, γιά d 6= 0, ἀποτελεῖ ἐπίσης οἰκογένεια ὑπερβολῶν.

῎Εστω ὅτι τώρα µᾶς δίδεται ἡ οἰκογένεια καµπυλῶν {Γc}c∈I. Τότε ἀπό τό προηγούµενο
παράδειγµα προκύπτει ἡ ἑξῆς διαδικασία :

Βρίσκοµε τήν πρώτης τάξεως συνήθη διαφορική ἐξίσωση µέ τήν ὁποία ἡ οἰκογένεια εἶναι
ἰσοδύναµη, ἀφοῦ προηγουµένως λύσοµε ὡς πρός c:

Φ(t, x, c) = 0 ⇐⇒ x′ = f (t, x).

Αὐτή γράφεται ὡς : (
1, x′

) · (− f (t, x), 1
)

= 0.

῾Η ὀρθογώνια οἰκογένεια τῆς {Γc}c∈I ϑά ἱκανοποιεῖ, σέ κάθε σηµεῖο ἀπό τό ὁποῖο διέρχεται,
τήν σχέση: (

1, x′
)
·
(

1
f (t, x)

, 1
)

= 0.

῎Ητοι : ϑά ἀποτελεῖται ἀπό τίς ὁλοκληρωτικές καµπύλες τῆς

x′ = − 1
f (t, x)

.

῾Η νέα οἰκογένεια καµπυλῶν ἀποτελεῖ τίς λεγόµενες ὀρθογώνιες τροχιές ὡς πρός τήν ἀρχική
οἰκογένεια.
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2.5.1 Πλαγίως τεµνόµενες οἰκογένειες

῎Εστω ὅτι τώρα ϑέλοµε νά γενικεύσοµε τό προηγούµενο πρόβληµα:

Προβληµα. ∆ίδεται οἰκογενεία καµπυλῶν {Γc}c∈I. Εἶναι ἄραγε δυνατόν να κατασκευασθεῖ
οἰκογένεια {∆d}d∈J, ὥστε σέ κάθε σηµεῖο ὅπου τέµνονται, µία καµπύλη τῆς πρώτης οἰκο-
γενείας µέ µία καµπύλη τῆς δεύτερης, νά τέµνονται ὑπό γωνία ω;

Απαντηση. Τά προηγηθέντα µᾶς δίδουν καταφατική ἀπάντηση στήν περίπτωση κατά τήν
ὁποία ω = π/2. ᾿Εν συνεχείᾳ ϑά δοῦµε πῶς ἀντιµετωπιζεται ἡ περίπτωση ω 6= π/2. Κατ’
ἀρχάς ὑπενθυµίζοµε ἀπό τήν Ἀναλυτική Γεωµετρία ὅτι τά µή µηδενικά διανύσµατα

α = (α1, α2), β = (β1, β2)

σχηµατίζουν µεταξύ τους γωνία ω 6= π/2, ἄν

tan ω =

β2

β1
− α2

α1

1 +
α2β2

α1β1

=
α1β2 − α2β1

α1β1 + α2β2
.

Κατ’ αὐτό τόν τρόπο τό ἀνωτέρω πρόβληµα ἀνάγεται στό ἑξῆς :

∆ίδεται οἰκογένεια καµπυλῶν {Γc}c∈I ἡ ὁποία ἀποτελεῖ τίς ὁλοκληρωτικές καµπύλες τῆς
συνήϑους διαφορικῆς ἐξισώσεως x′ = f (t, x). Νά ϐρεθεῖ ἡ συνήθης διαφορική ἐξίσωση
x′ = g(t, x), µέ ὁλοκληρωτικές καµπύλες τέµνουσες τίς καµπύλες {Γc}c∈I ὑπό γωνία ω.

῞Οµως στό τυχόν σηµεῖο (t0, x0) ἔχοµε ὅτι :
(− f (t0, x0), 1

)⊥ Γc,
(− g(t0, x0), 1

)⊥∆d

καί ἐπειδή οἱ Γc καί ∆d τέµνονται κατά γωνία ω προκύπτει ὅτι :

tan ω =
− f (t0, x0) + g(t0, x0)
1 + f (t0, x0)g(t0, x0)

.

᾿Ισοδύναµα

g(t0, x0) =
f (t0, x0) + tan ω

1− (tan ω) f (t0, x0)
.

Παράδειγµα. Νά ϐρεθεῖ ἡ οἰκογένεια καµπυλῶν, ἡ ὁποία σχηµατίζει γωνία π/6 µέ τήν
οἰκογένεια ἐλλείψεων x2 +

√
3 t2 = c, c > 0.

Απαντηση. ῾Η οἰκογένεια ἐλλείψεων x2 +
√

3t2 = c, ἀποτελεῖ τίς ὁλοκληρωτικές καµπύλες
τῆς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως

2xx′ + 2
√

3t = 0 ἤ x′ = −
√

3 t
x

.
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᾿Επειδή tan(π/6) =
√

3/3, ἡ Ϲητούµενη οἰκογένεια ἀποτελεῖ τίς ὁλοκληρωτικές καµπύλες
τῆς ἐξισώσεως

x′ =
−
√

3 t
x

+
√

3
3

1 +
√

3
3
·
√

3 t
x

,

ἤ ἰσοδύναµα

x′ =
√

3 ·
x
3t
− 1

x
t

+ 1
,

ἡ ὁποία λύεται ὡς ἐξίσωση ὁµοιογενοῦς ϱοῆς (ϐλέπε σελίδα 75).

᾿Ασκήσεις

.. Νά ϐρεθοῦν οἱ ὀρθογώνιες τροχιές τῶν κατωτέρω οἰκογενειῶν καµπυλῶν:

(i) x = c t2,

(ii) x2 + t2 = c,

(iii) x = c et,

(iv) t2 + 2 x2 = c,

(v) x = c t,

(vi) t2 + x2 = c t.

.. Νά ϐρεθοῦν οἱ οἰκογένειες καµπυλῶν οἱ ὁποῖες σχηµατίζουν γωνία π/4 µέ τίς κατωτέρω οἰκογένειες :

(i) x = c t,

(ii) t2 + x2 = c,

(iii) t2 − x2 = c,

(iv) t x = c,

(v) t2 − 2t x− x2 = c.

.. Νά ϐρεθοῦν ὅλες οἱ καµπύλες µέ τήν ἰδιότης ὅτι σέ κάθε σηµεῖο τους P ἡ ἐφαπτοµένη τέµνει τόν ἄξονα

τῶν x στό σηµεῖο A καί τόν ἄξονα τῶν t στό σηµεῖο B ὥστε BA = AP.

2.6 Φυσικές ἐφαρµογές

Οἱ διαφορικές ἐξισώσεις ἀποτελοῦν ἴσως τόν κατ’ ἐξοχήν ἐφαρµοσµένο κλάδο τῶν Μαθη-
µατικῶν. Οἱ περισσότερες ἀπό τίς µελετούµενες ἐξισώσεις, προέρχονται ἀπό προβλήµατα
τῆς Φυσικῆς, τῆς Χηµείας, τῆς Βιολογίας, τῶν Οἰκονοµικῶν ἀλλά καί ἄλλων κλάδων τῶν
Μαθηµατικῶν, ὅπως γιά παράδειγµα τῆς ∆ιαφορικῆς Γεωµετρίας. Στήν παράγραφο αὐτή ϑά
δοῦµε µερικά τέτοια παραδείγµατα.
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2.6.1 Σχάση ϱαδιενεργῶν ἰσοτόπων

Οἱ πυρῆνες τῶν ϱαδιενεργῶν ἰσοτόπων διασπῶνται, ἤ ἄλλως ὑφίστανται σχάση, καί ἡ µάζα
τους µειώνεται µέ σταθερό σχετικό ϱυθµό. Ἄν λοιπόν m = m(t) εἶναι ἡ µάζα τήν χρονική
στιγµή t, τότε σέ µετά ἀπό µικρό χρονικό διάστηµα ∆t, ἡ µάζα ϑά µεταβληθεῖ κατά τόν
ἀκόλουθο τρόπο:

m(t + ∆t) ≈ m(t)− αm(t)∆t, (.)

ὅπου α ϑετική σταθερά. Ἄρα

m(t + ∆t)−m(t)
∆t

≈ −αm(t) (.)

καί τελικῶς ὅταν τό ∆t → 0 λαµβάνοµε τήν διαφορική ἐξίσωση

dm
dt

= −αm. (.)

῾Η ἀνωτέρω ἐξίσωση µᾶς λέγει ὅτι, ὁ ϱυθµός µειώσεως τῆς µάζας τοῦ ϱαδιενεργοῦ ἰσοτόπου,
εἶναι ἀνάλογος τῆς ἑκάστοτε µάζας αὐτοῦ.

Ἄλλως : ὁ σχετικός ϱυθµός µεταβολῆς, ὁ ὁποῖος ἀποτελεῖ τό λόγο m′/m, εἶναι σταθερός. ῾Η
σταθερά α προσδιορίζεται ἀπό µία ἄλλη πληροφορία, τό χρόνο ὑποδιπλασιασµοῦ, ἤτοι, τό
χρόνο ὁ ὁποῖος ἀπαιτεῖται γιά νά ἀποµείνει τό ἥµισυ τῆς ἀρχικῆς µάζας.

Παράδειγµα. ῾Ο χρόνος ὑποδιπλασιασµοῦ τοῦ ϱαδιενεργοῦ ἰσοτόπου τοῦ ἄνθρακα 14 εἶναι
περίπου 5568 ἔτη. Ποῖος εἶναι ὁ χρόνος ὑποεκατονταπλασιασµοῦ τοῦ ἰσοτόπου αὐτοῦ ;

Απαντηση. Ἄν ὁ χρόνος t µετρᾶται σέ ἔτη, τότε γνωρίζοµε ὅτι :

m′ = −αm καί m(5568) =
m(0)

2
,

ὁπότε ἰσοδύναµα

m(t) = m(0) e−αt καί m(5568) =
m(0)

2
,

καί ἐν τέλει e−5568α = 1/2. ᾿Ισοδύναµα

α =
log 2
5568

≈ .00012449.

Ἄν λοιπόν T ὁ Ϲητούµενος χρόνος, τότε

m(0)
100

= m(T) = m(0) e−αT

καί συνεπῶς e−αT = 1/100, ἤ

T =
log 100

α
≈ 36993 ἔτη περίπου.
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῾Ο Ϲητούµενος λοιπόν χρόνος εἶναι 36993 περίπου ἔτη.

Παρατήρηση. ῾Η µάζα m(t) τοῦ ϱαδιενεργοῦ ἰσοτόπου ἰσοῦται µέ m(0)e−αt. Ἄν εἶναι γνω-
στός ὁ χρόνος ὑποδιπλασιασµοῦ Th, τότε

m(Th) = m(0) e−αTh =
1
2

m(0),

καί ἄρα Th = log 2/α. Ἄρα ἡ µάζα τοῦ σώµατος δύναται νά γραφεῖ καί ὡς

m(t) = m(0) e−
log 2
Th

t = m(0) 2−t/Th .

᾿Επίσης, ἡ (.) δύναται νά γραφεῖ ὡς

m′ = − log 2
Th

m,

ὅταν εἶναι γνωστός ὁ χρόνος ὑποδιπλασιασµοῦ.

2.6.2 Πληθυσµιακές δυναµικές

Προβληµα. ῎Εστω ὅτι πληθυσµός N0 ϐακτηριδίων τοποθετεῖται σέ καλλιέργεια τήν χρονική
στιγµή t = 0. ῎Εστω N(t) ὁ πληθυσµός σέ µετέπειτα χρονική στιγµή t. ῾Υποθέτοµε ὅτι
τόσο ἡ τροφή ὅσο καί ὁ χῶρος εἶναι ἀπεριόριστοι καί δεχόµαστε ὅτι ὁ ϱυθµός αὐξήσεως
τοῦ πληθυσµοῦ εἶναι ἀνάλογος τοῦ ἑκάστοτε πληθυσµοῦ. Νά ϐρεθεῖ τό N συναρτήσει τοῦ
χρόνου.

῎Εχοµε ϐεβαίως καί ἐδῶ περίπτωση σταθεροῦ σχετικοῦ ϱυθµοῦ µεταβολῆς τοῦ πληθυσµοῦ ὁ
ὁποῖος περιγράφεται ἀπό τήν ἐξίσωση

dN(t)
dt

= κN(t). (.)

῾Η λύση τῆς ἀνωτέρω, ἀφοῦ ἐνσωµατωθοῦν οἱ ἀρχικές συνθῆκες, ϑά εἶναι

N(t) = N(0) eκt. (.)

῾Η ἀνωτέρω ἀποτελεῖ ἀκόµη µία περίπτωση ἐκθετικῆς αὐξήσεως.

Ἄς ὑποθέσοµε τώρα ὅτι, ὁ πληθυσµός τῆς γῆς αὐξάνεται µέ ϱυθµό 2.5% τό χρόνο. Συνεπῶς
ἡ τιµή τῆς σταθερᾶς κ στήν (.) ϑά προκύψει ὡς ἑξῆς :

N(1) = 1.025N(0) = eκ N(0),

ἄρα
κ = log 1.025 ≈ .0246937 περίπου.

Συνεπῶς ὁ πληθυσµός τῆς γῆς ϑά διπλασιασθεῖ σέ T χρόνια, ὅπου eκT = 2, ἤ

T =
log 2

κ
≈ 28.0710 χρόνια περίπου.

Παρατήρηση. Ἄν ἡ σταθερά κ στήν (.) εἶναι ἀρνητική, τότε ἔχοµε ἐξίσωση περιγράφουσα
σταθερό σχετικό ϱυθµό µειώσεως.
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2.6.3 ᾿Ανατοκισµός

῾Η αὔξηση τοκιζοµένου κεφαλαίου λαµβάνει χώρα µέ σταθερό σχετικό ϱυθµό. ᾿Ισχύει ἡ
ἐξίσωση:

S′ = αS, (.)

ὅπου S τό τοκιζόµενο ποσό καί α ϑετική σταθερά. Κατά παρόµοιο τρόπο ἐξελίσσεται καί το
ποσό τοῦ χρέους L:

L′ = βL,

ὅπου β ἐπίσης ϑετική σταθερά.

Παραδείγµατα

(i) Νά ὑπολογισθεῖ ἡ σταθερά α, δοθέντος ὅτι τό προσφερόµενο ἐτήσιο ἐπιτόκιο εἶναι 7%.

Απαντηση. ῾Η λύση τῆς (.) δίδεται ἀπό τόν τύπο:

S(t) = S(0) eαt,

ὅπου τό t µετρᾶται σέ ἔτη. ∆οθέντος λοιπόν ὅτι τό ἐτήσιο ἐπιτόκιο εἶναι 7%, τότε ϑά
ἔχοµε ὅτι :

1.07 L(0) = L(1) = L(0) eα.

Ἄρα α = log 1.07 ≈ .06742966.

(ii) ῎Εστω τώρα µία πολυπλοκότερη περίπτωση, ὅπου κάποιος γιά ἀποπληρωµή δανείου
100000 λιρῶν, τοκιζοµένων πρός 9% ἀνά ἔτος, καταβάλλει s λίρες τό µήνα. ῾Υποθέτοµε
τό ποσό καταβάλλεται κατά συνεχῆ τρόπο, δηλαδή σέ διάστηµα T µηνῶν, ὅπου T
πραγµατικός, καταβάλλει sT λίρες. Τό Ϲητούµενο εἶναι ἡ διαφορική ἐξίσωση ἡ ὁποία
περιγράφει τήν ἐξέλιξη τοῦ δανείου. ᾿Ιδιαιτέρως, µέ τί πρέπει νά ἰσοῦται τουλάχιστον τό
s ὥστε τό δάνειο νά ἀποπληρωθεῖ κάποτε. ᾿Επίσης, σέ πόσο χρόνο ϑά ἀποπληρωθεῖ τό
δάνειο, ἄν s = 1000 λίρες ἀνά µήνα.

Απαντηση. ᾿Εφ’ ὅσον ὁ χρεώστης καταϐάλλει s λίρες µηνιαίως, αὐτό σηµαίνει ὅτι κατα-
ϐάλλει 12s λίρες ἐτησίως. ᾿Εντός χρόνου ∆t, ἡ τιµή τοῦ ὀφειλόµενου ποσοῦ ϑά µετα-
ϐληθεῖ συµφώνως µέ τόν κατωτέρω τύπο:

x(t + ∆) ≈ x(t) + αx(t)∆t− 12s∆t.

Συνεπῶς, ἡ διαφορική ἐξίσωση ἡ ὁποία διέπει τήν ἐξέλιξη τοῦ δανείου, στήν ὁποία ὁ
χρόνος µετρᾶται σέ ἔτη καί ἡ ἀξία τοῦ δανείου σέ λίρες, ϑά εἶναι ἡ

x′ = αx− 12s,
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ὅπου α ϑετική σταθερά, ἡ ὁποία ϐάσει τοῦ προηγουµένου παραδείγµατος, ἰσοῦται µέ

α = log 1.09 ≈ .0861777.

῾Η λύση τῆς ἀνωτέρω ἐξισώσεως δίδεται ἀπό τόν τύπο:

x(t) =
12s
α

+
(

x0 − 12s
α

)
eαt,

ὅπου x0 = 100000 λίρες. ῾Η x(t) ϕθίνει µόνο ὅταν x0 − 12s/α < 0, ἰσοδύναµα ἄν

s > αx0/12 ≈ 718.18 λίρες περίπου τό µήνα.

Ἄν δηλαδή καταβάλλονται ὀλιγότερα τῶν περίπου 718.18 λιρῶν τό µήνα, τότε τό δάνειο
οὐδέποτε ϑά ἀποπληρωθεῖ. Συνεχῶς ϑά αὐξάνεται. Τέλος, ἄν s = 1000 λίρες τό µήνα,
τότε τό χρέος ἀποπληροῦται σέ χρόνο T, ὅπου x(T) = 0, ἤ

12s
α

+
(

x0 − 12s
α

)
eαT = 0.

᾿Ισοδύναµα

T =
1
α

log




12s
α

12s
α
− x0


 = 14.6949 . . . ἔτη.

2.6.4 Νόµος ψύξεως τοῦ Newton

Συµφώνως µέ τόν νόµο ψύξεως τοῦ Newton, ἄν ἕνα ὁµοιογενές σῶµα ϑερµοκρασίας T ἐκτεθεῖ
σέ περιβάλλον σταθερᾶς ϑερµοκρασίας Tπ, τότε ἡ ϑερµοκρασία τοῦ σώµατος ϑά µεταβάλλεται
µέ τήν πάροδο τοῦ χρόνου, ὁλοένα πλησιάζουσα τήν ϑερµοκρασία τοῦ περιβάλλοντος, µέ
ϱυθµό ἀνάλογο τῆς ἑκάστοτε διαφορᾶς τῶν δύο ϑερµοκρασιῶν. Συνεπῶς, ϑά ἱκανοποιεῖ τήν
διαφορική ἐξίσωση:

T′ = −κ(T− Tπ),

ὅπου κ ϑετική σταθερά, ἡ ὁποία ὀνοµάζεται σταθερά ϑερµικῆς ἀγωγιµότητος. ῾Η λύση τῆς
ἀνωτέρω εἶναι :

T(t) = Tπ + (T0 − Tπ)e−κt,

ἡ ὁποία τείνει ἐκθετικά πρός τήν ϑερµοκρασία τοῦ περιβάλλοντος. Βλέπε σχετικές Ἀσκήσεις
.., .., .. καί .. οἱ ὁποῖες ἀκολουθοῦν.
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2.6.5 Μείξη

῎Εστω ὅτι µᾶς δίδεται τό ἀκόλουθο πρόβληµα µείξεως :

Προβληµα. ∆οχεῖο περιέχει 1000ml (ἤ 1lt) διαλύµατος νεροῦ καί ἅλατος στό ὁποῖο εἰσρέει
ἀπό ϐαλβίδα εἰσόδου διάλυµα ἅλατος συγκεντρώσεως Q ἴσου µέ 10gr ἀνά λίτρο, µέ ϱυθµό
P ἴσο µέ 10ml ἀνά ὥρα. Συγχρόνως, ἀπό ϐαλβίδα ἐξόδου ἐκρέει διάλυµα µέ τόν ἴδιο ϱυθµό.
᾿Εντός τοῦ δοχείου ὑπάρχει ἕλιξ ἀναδεύουσα τό διάλυµα καί ἐξασφαλίζουσα ὅτι ἀνά πᾶσα
στιγµή τό διάλυµα νεροῦ καί ἅλατος εἶναι ὁµοιογενές. Νά διατυπωθεῖ ἡ ἐξίσωση ἡ ὁποία
περιγράφει τήν ἐξέλιξη τῆς συγκεντρώσεως τοῦ διαλύµατος σέ ἅλας. Ἄν ὑποθέσοµε ὅτι κατ’
ἀρχάς τό δοχεῖο περιεῖχε καθαρό νερό, νά λυθεῖ τό ἀντίστοιχο πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν.
Ποία ἡ ὁριακή συγκέντρωση ;

Απαντηση. ῎Εστω S = S(t) ἡ µάζα τοῦ ἅλατος στό διάλυµα µετρουµένη σέ γραµµάρια.
∆οθέντος ὅτι ἡ συγκέντρωση τοῦ ἅλατος δέν εἶναι τίποτα ἄλλο ἀπό τήν ποσότητα S διά τοῦ
ὄγκου τοῦ δοχείου, V = 1000, µετρουµένου σέ χιλιοστόλιτρα (ml), ἀρκεῖ νά εὕροµε τήν
ἐξίσωση ἡ ὁποία διέπει τήν S. ᾿Εντός χρόνου ∆t (µετρουµένου σέ ὧρες) εἰσέρχονται στό
δοχεῖο :

∆S1 = P ·Q ·∆t =
10

1000
· 10

1
·∆t =

∆t
10

,

ἐνῶ κατά τήν διάρκεια ἐπίσης ∆t ἐξέρχονται ἀπό τό δοχεῖο :

∆S2 = P · S(t)
1000

·∆t =
10
1
· S(t)

1000
·∆t =

S∆t
100

.

῾Η ἐξίσωση λοιπόν τοῦ S µετρουµένου σέ γραµµάρια καί τοῦ χρόνου σέ ὧρες ϑά εἶναι

S′ =
1

10
− 1

100
S.

Τό δέ ἀντίστοιχο πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν ϑά εἶναι




S′ =
1

10
− 1

100
S,

S(0) = 0,

µέ λύση:
S(t) = 10

(
1− e−t/100

)

καί ὁριακή τιµή:
S∞ = lim

t→+∞
S(t) = 10.

Ἄρα ἄν C(t), ἡ συγκέντρωση τοῦ ἅλατος στό διάλυµα, τότε C(t) = S(t)/V. Συνεπῶς

C(t) =
(
1− e−t/100)

100
καί C∞ = lim

t→+∞
C(t) =

1
100

(gr/ml).
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2.6.6 ῾Οριακή ταχύτης

Τό ϕυσικό πρόβληµα ἐδῶ περιγράφει τήν κίνηση σώµατος πίπτοντος ἀπό µεγάλο ὕψος πρός
τήν γῆ, ἐπιταχυνοµένου ὑπό τήν ἐπίδραση τῆς ϐαρύτητος καί ἐπιβραδυνοµένου ὑπό τήν
ἐπίδραση τῆς ἀτµοσφαιρικῆς τριβῆς. Οἱ δυνάµεις αὐτές ἐξισορροποῦνται καί τό πίπτον σῶ-
µα λαµβάνει ὁριακή ταχύτητα, τάχιστα, συµφώνως πρός τίς παρατηρήσεις, ἀσυµπτωτικῶς,
συµφώνως µέ τήν ϑεωρία, ὅπως ϑά ἀποδειχθεῖ. Στήν περίπτωση τῶν ἀλεξιπτωτιστῶν, πρό τοῦ
ἀνοίγµατος τοῦ ἀλεξιπτώτου, ἡ ταχύτης αὐτή εἶναι περίπου 180− 200km/h. Στήν περίπτωση
µεταλλικῶν σφαιρῶν ἡ ταχύτης εἶναι τόσο µεγάλη ὥστε δύναται, λόγῳ τῆς ἐκλυοµένης ϑερ-
µότητος, νά προκληθεῖ ἀνάφλεξη τῆς σφαίρας. Στό ὑπό µελέτη ϕυσικό µοντέλο, ϑεωροῦµε
ὅτι ἡ δύναµη τριβῆς εἶναι ἀνάλογη τοῦ τετραγώνου τῆς ταχύτητος. Ἄν λοιπόν v ἀποτελεῖ τήν
ταχύτητα, ἡ ἐξίσωση ἡ ὁποία περιγράφει τήν ἐξέλιξη τῆς ταχύτητος ϑά πρέπει νά εἶναι

v′ = g− κv2, (.)

ὅπου g ἡ ἐπιτάχυνση ϐαρύτητος τῆς γῆς, g = 9.81m/sec2 καί κ ϑετική σταθερά. ∆υνάµεθα
νά ϑέσοµε ὡς ἀρχική συνθήκη v(0) = 0. Αὐτό σηµαίνει ὅτι ἀφήνοµε τό σῶµα νά πέσει
χωρίς ἀρχική ὤθηση. ῾Η γενική λύση τῆς (.), ἡ ὁποία λύεται ὡς ἐξίσωση χωριζοµένων
µεταβλητῶν, εἶναι ἡ

v(t) =
√

g
κ

tanh
(√

κg(t + c)
)
.

Μέ ἐνσωµάτωση τῆς ἀρχικῆς συνθήκης ἀπαλλασσόµεθα ἀπό τήν σταθερά καί λαµβάνοµε τήν
λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

v(t) =
√

g
κ

tanh (
√

κg t) .

῾Υπενθυµίζοµε ὅτι :
lim

t→+∞
tanh t = 1,

ἄρα ἡ ὁριακή ταχύτης τοῦ πίπτοντος σώµατος v∞ ϑά ἰσοῦται µέ

v∞ = lim
t→+∞

v(t) =
√

g
κ

.

῾Η τιµή αὐτή µηδενίζει τήν συνάρτηση ϱοῆς.

Παρατήρηση. ῾Η ὁριακή ταχύτης δύναται νά ὑπολογισθεῖ σέ πολυπλοκότερες µορφές δυνά-
µεων τριβῆς, ἀκόµα καί ὅταν δέν εἶναι δυνατόν νά εὕροµε τήν λύση τῆς ἐξισώσεως σέ κλειστή
µορφή. ∆υνάµεθα νά τήν ὑπολογίσοµε χρησιµοποιῶντας τήν ἰδιότητά της νά µηδενίζει τήν
συνάρτηση ϱοῆς τῆς ἐξισώσεώς µας. ῎Εστω ὅτι ἔχοµε παραλλαγή τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος,
ὅπου ἡ δύναµη τῆς τριβῆς εἶναι ἀνάλογη τοῦ κύβου τῆς ταχύτητος. Τότε ἡ ἐξίσωσή µας ϑά
ἔχει τήν µορφή:

v′ = g− κv3. (.)
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῾Η ἀνωτέρω λύεται ὡς ἐξίσωση χωριζοµένων µεταβλητῶν :

v′

g− κv3 = 1

καί ὁλοκληρώνοντας λαµβάνοµε ὡς λύση τήν

α

g

(
1
6

log
( 1− α3v3

(1− αv)3

)
+

1√
3

tan−1
(2αv + 1√

3

) )
= t + c, (.)

ὅπου α = (g/κ)1/3. ᾿Ενσωµατώνοντας τήν ἀρχική συνθήκη λαµβάνοµε

c =
π

6
√

3κ1/3g2/3
.

῾Η ἀνωτέρω ἀποτελεῖ ἐµµέσως ὁριζόµενη λύση. Σίγουρα ὄχι λύση σέ κλειστή µορφή. Συνε-
πῶς ἡ εὕρεση τῆς ὁριακῆς ταχύτητος δέν ϕαίνεται νά εἶναι ἐφικτή µέσῳ τῆς (.). ῞Οµως
παρατηρῶντας προσεκτικότερα τήν (.) ϐλέποµε ὅτι ἡ ταχύτης τοῦ πίπτοντος σώµατος
συνεχῶς αὐξάνεται, δηλαδή v′ > 0, ἐνῶ ὁ ϱυθµός αὐξήσεως τῆς ταχύτητος (ἤτοι, ἡ ἐπιτάχυν-
ση) µειώνεται, λόγῳ τῆς αὐξήσεως τῆς ταχύτητος. ῾Η ὁριακή ταχύτης v = v∞, ἀντιπροσωπεύει
τήν τιµή ἐκείνη, ὅπου ἡ ταχύτης παύει πλέον νά αὐξάνεται, δηλαδή v′∞ = 0, δηλαδή

g− κv3
∞ = 0 ⇐⇒ v∞ =

( g
κ

)1/3
.

Γιά περαιτέρω συζήτηση ϐλέπε τήν Ἄσκηση .. στήν σελίδα 110.

2.6.7 Ταχύτης διαφυγῆς

῎Εστω ὅτι σῶµα ἐκτινάσσεται κατακόρυφα πρός τά ἄνω µέ ἀρχική ταχύτητα v0. Ἄν ὑποτεθεῖ
ὅτι ἡ τριβή τήν ὁποία συναντᾶ εἶναι ἀµελητέα, τότε τό σῶµα ϑά ϕτάσει σέ µέγιστο ὕψος hmax =
v2

0/2g µέ τήν ἐπί πλέον προϋπόθεση ὅτι ἡ ἐπιτάχυνση ϐαρύτητος g παραµένει σταθερή κατά
τήν διάρκεια τῆς ἀνόδου. Αὐτό ἀποτελεῖ εὔλογη προσέγγιση, ὅταν τό ἀνώτατο ὕψος εἶναι
µερικά χιλιόµετρα (δg/g = −δh/3200 σέ km). Γιά µεγαλύτερες ὅµως ἀποµακρύνσεις πρέπει
νά λαµβάνεται ὑπ’ ὄψη ἡ µεταβολή τοῦ g. ῾Ο νόµος τῆς Παγκοσµίου ῞Ελξεως (Universal

Attraction) ἔχει ὡς συνέπεια ὅτι :
g =

GM
R2 ,

ὅπου G ἡ σταθερά τῆς παγκοσµίου ἕλξεως, M ἡ µάζα τῆς γῆς καί R ἡ ἀκτίνα τῆς γῆς. ῾Ο
τύπος αὐτός ἰσχύει καί στήν περίπτωση τῆς ϐαρύτητος οἱουδήποτε οὐρανίου σώµατος µάζας
M σέ ἀπόσταση R ἀπό τό κέντρο µάζας αὐτοῦ. Ἄρα λοιπόν ἡ ἐξίσωση κινήσεως τοῦ σώµατος
τό ὁποῖο ἐκσφενδονίζεται κατακορύφως πρός τά ἄνω µέ ἀρχική ταχύτητα v0 ϑά εἶναι

dv
dt

= −GM
r2 , (.)
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ὅπου r ἡ ἑκάστοτε ἀπόσταση τοῦ σώµατος ἀπό τό κέντρο τῆς γῆς. ᾿Επειδή ὅµως v =
dr
dt

, ἡ
(.) λαµβάνει τήν µορφή

d2r
dt2 = −GM

r2 ,

ἡ ὁποία εἶναι µέν δευτέρας τάξεως ἀλλά καθίσταται πρώτης τάξεως ἄν ἀρχικῶς πολλαπλα-
σιάσοµε ἀµφοτέροθεν ἐπί dr

dt
:

d2r
dt2

dr
dt

= −GM
r2

dr
dt

,

καί ἀκολούθως τήν ὁλοκληρώσοµε, ὁπότε λαµβάνοµε

1
2

(
dr
dt

)2

− GM
r

= c.

Ἄν πολλαπλασιάσοµε µάλιστα τήν ἀνωτέρω ἐπί τήν µάζα m τοῦ ἐκσφενδονισθέντος σώµατος,
λαµβάνοµε τόν Νόµο ∆ιατηρήσεως τῆς ᾿Ενέργειας. ῾Η σταθερά c προσδιορίζεται ἀπό τά ἀρχικά
δεδοµένα. ῎Ητοι :

E =
1
2

mv2
0 −

GMm
R

.

᾿Ενσωµατώνοντας τήν ἀρχική ϑέση R καί ταχύτητα v0, λαµβάνοµε τήν διαφορική ἐξίσωση
ἔµµεσης µορφῆς:

1
2

(
dr
dt

)2

− GM
r

=
1
2

v2
0 −

GM
R

,

ἡ ὁποία εἶναι ἰσοδύναµη µέ

dr
dt

= ±
√

v2
0 +

2GM
r

− 2GM
R

.

Λόγῳ τοῦ ὅτι ἡ ἐξίσωση ἡ ὁποία µᾶς ἐνδιαφέρει περιγράφει τήν κίνηση τοῦ σώµατος πρός τά
ἄνω, ἐπιλέγοµε τό ϑετικό πρόσηµο. Ἀντικαθιστῶντας

α = 2GM > 0 καί β = v2
0 −

2GM
R

,

λαµβάνοµε τήν ἑξῆς ἐξίσωση

r′ =
√

β +
α

r
, (.)

µέ ἀρχική συνθήκη r(0) = R.

∆ιακρίνοµε τρεῖς περιπτώσεις :

(i) β < 0: Τότε, ὅταν τό σῶµα ϕθάσει σέ ἀπόσταση

rmax = −α

β
=

2GM

2GM
R

− v2
0

,
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ἀπό τό κέντρο τῆς γῆς, τό δεξιό µέλος τῆς (.) µηδενίζεται καί ἀκολούθως τό σῶµα
ἀρχίζει νά πίπτει ἐλευθέρως. Σ’ αὐτήν λοιπόν τήν περίπτωση τό σῶµα δέν κατορθώνει
νά διαφύγει ἀπό τό ϐαρυτικό πεδίο. Στήν ϑέση r = rmax ἡ κινητική ἐνέργεια τοῦ
σώµατος ἔχει µετατραπεῖ σέ δυναµική.

(ii) β = 0: Τότε ἡ (.) λαµβάνει τήν µορφή

dr
dt

=
√

α

r
ἤ r1/2 dr

dt
=
√

α,

ἀπό τήν ὁποία ἕπεται ὅτι :
2
3

r3/2 =
√

α t + c.

Μέ ἐνσωµάτωση τῶν ἀρχικῶν συνθηκῶν καταλήγοµε στήν ἔκφραση

r(t) =
(

3
2
(√

α t +
2
3

R3/2)
)2/3

,

ἡ ὁποία ἀποτελεῖ λύση ὁριζόµενη γιά κάθε t > 0 καί ἐπί πλέον ἰσχύει ὅτι

lim
t→+∞

r(t) = +∞,

ὅπερ σηµαίνει ὅτι τό σῶµα ἐν τέλει κατορθώνει σ’ αὐτή τήν περίπτωση νά διαφύγει ἀπό
τό ϐαρυτικό πεδίο.

(iii) β > 0: Τότε ἀπό τήν (.) λαµβάνοµε

r′ =

√
β + α

r
≥ √

β

καί ὁλοκληρώνοντας τήν τελευταία ἀνισότητα στό διάστηµα [0, t], λαµβάνοµε

r(t) ≥ √
βt + R,

ἀπ’ ὅπου συνεπάγεται ὅτι
lim
t→∞

r(t) = ∞.

Ἄρα καί σ’ αὐτή τήν περίπτωση τό σῶµα διαφεύγει ἀπό τό ϐαρυτικό πεδίο τῆς γῆς.

Τό σῶµα λοιπόν διαφεύγει ἀπό τό ϐαρυτικό πεδίου τῆς γῆς (ἤ οἱουδήποτε ἄλλου οὐρανίου
σώµατος) ἄν καί µόνο ἄν β ≥ 0 ἤ ἰσοδύναµα

v0 ≥
√

2GM
R

.

῾Η ποσότης ve =

√
2GM

R
ὀνοµάζεται ταχύτης διαφυγῆς.
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Παρατήρηση. ῾Η µέθοδος µέ τήν ὁποία ἀντιµετωπίσαµε τό πρόβληµα εὑρέσεως ταχύτητος
διαφυγῆς, µᾶς ἐπιτρέπει νά λύσοµε τήν ἐξίσωση δευτέρας τάξεως

x′′ = f (x), (.)

ὅπου, ἄν ἡ F ἀποτελεῖ ἀόριστο ὁλοκλήρωµα τῆς f , τότε ἡ (.) ϑά ἔχει ὡς συνέπεια

1
2

(
x′

)2 − F(x) = E,

µέ E σταθερά. ῾Η E ὁποία στήν συγκεκριµένη περίπτωση ὀνοµάζεται ἐνέργεια. ῾Η ἀνωτέρω
ἐξίσωση ἀποτελεῖ ἐπίσης νόµο διατηρήσεως τῆς ἐνέργειας.

2.6.8 Σκύλος καταδιώκει λαγό

Προβληµα. Λαγός κινεῖται ἐπί τοῦ ἄξονος τῶν x µέ σταθερή ταχύτητα α καί σκύλος καταδιώ-
κει τόν λαγό µέ σταθεροῦ µέτρου ταχύτητα β. Ἄν ὁ λαγός ξεκινᾶ ἀπό τήν ἀρχή τῶν ἀξόνων
καί ὁ σκύλος ἀπό τό σηµεῖο (0, h), νά ϐρεθεῖ ποιά διαδροµή ϑά ἀκολουθήσει ὁ σκύλος.

Απαντηση. ῾Η ϑέση τοῦ λαγοῦ τήν χρονική στιγµή t ϑά εἶναι ἡ rλ(t) = (α t, 0). Ἄν τώρα
rσ =

(
x(t), y(t)

)
ἡ ϑέση τοῦ σκύλου τήν ἴδια χρονική στιγµή, τότε ἔχοµε

(i) ᾿Επειδή τό µέτρο τῆς ταχύτητος τοῦ σκύλου εἶναι σταθερό ϑά ἔχοµε ὅτι

ṙ2
σ = ẋ2 + ẏ2 = β2,

ὅπου ˙ =
d
dt

.

(ii) Τό γεγονός ὅτι ὁ σκύλος καταδιώκει τόν λαγό συνεπάγεται ὅτι :

ṙσ ‖ rλ − rσ ἤ (ẋ, ẏ) ‖ (αt− x,−y).

῎Εν ὅσῳ ẏ 6= 0, τά t καί x δύνανται νά ἐκφρασθοῦν συναρτήσει τοῦ y, καί συγκεκριµένα

dx
dy

=
ẋ
ẏ

= −αt− x
y

.

Συνεπῶς
y

dx
dy
− x = −αt,

ὁπότε παραγωγίζοντας ὡς πρός y λαµβάνοµε

y
d2x
dy2 = −α

dt
dy

.

Τέλος, ἄν

s =
∫ t

0

√
ẋ2(τ) + ẏ2(τ) dτ = βt,
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τό µῆκος τῆς τροχιᾶς τό ὁποῖο καλύπτει ὁ σκύλος σέ χρόνο t, τότε ϑά ἔχοµε

dt
dy

=
(

ds
dt

)−1 ds
dy

=
1
β

√
1 +

(
dx
dy

)2

,

διότι ἐναλλακτικῶς τό µῆκος s δύναται νά ὁρισθεῖ καί ὡς

s =
∫ y

0

√
1 +

(
dx
dy

)2

dy ἄρα ds
dy

=

√
1 +

(
dx
dy

)2

.

Ἄν τώρα z =
dx
dy

, τότε ἡ z ἱκανοποιεῖ, ὡς πρός y τήν ἐξίσωση

yz′ = −α

β

√
1 + z2 ἤ z′√

1 + z2
= −α

β

1
y

῾Ολοκληρώνοντας καί ἐνσωµατώνοντας τήν ἀρχική συνθήκη, ὅπου γιά t = 0, ἰσχύει ὅτι y = h

καί dx
dy

= 0, προκύπτει ὅτι :

log
(
z +

√
1 + z2

)
= −α

β
log

(y
h

)
.

Λύοντας ὡς πρός z λαµβάνοµε ὅτι :

z =
dx
dy

= −1
2

[(y
h

)α
β −

(
h
y

)α
β

]
. (.)

∆ιακρίνοµε δύο περιπτώσεις γιά τίς τιµές τοῦ r =
α

β
:

• r = 1. ῾Οπότε ὁλοκληρώνοντας τήν (.) ὡς πρός y λαµβάνοµε

x = −1
2

(
y2 − h2

2h
− h log

(y
h

))
,

ἀπ’ ὅπου προκύπτει ὅτι ὁ σκύλος δέν ϕθάνει ποτέ τό λαγό.

• r 6= 1. ῾Οπότε ὁλοκληρώνοντας τήν (.) ὡς πρός y λαµβάνοµε

x = −1
2

(
yr+1 − hr+1

(r + 1)hr − y−r+1 − h−r+1

(−r + 1)h−r

)
,

καί δύναται νά διαπιστωθεῖ ὅτι ὁ σκύλος ϕθάνει τό λαγό µόνο ἄν r < 1.
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Σχῆµα .: ῾Αλυσοειδές

2.6.9 Εὔκαµπτος ἐπικρεµµαµένη ἁλυσίς (catenary)

῞Ενα διάσηµο πρόβληµα τό ὁποῖο ἀπησχόλησε πλείστους µαθηµατικούς τοῦ 17ου αἰῶνος
ὑπῆρξε τό πρόβληµα εὑρέσεως τοῦ σχήµατος τό ὁποῖο λαµβάνει µία εὔκαµπτος ἐπικρεµµα-
µένη ἁλυσίς. ῾Η Ϲητουµένη καµπύλη εἶναι γνωστή ὡς catenary ἤ ἁλυσοειδές.

Προβληµα. Νά εὑρεθεῖ τό σχῆµα τό ὁποῖο λαµβάνει ἁλυσίς, ὑπό τήν ἐπίδραση τῆς ϐαρύτητος,
κρεµµαµένη ἀπό τά δύο της ἄκρα.

Απαντηση. ῾Υποθέτοµε ὅτι ὁ ἄξων τῶν y διέρχεται ἀπό τό κατώτατο ἄκρο τῆς ἁλυσίδος AB
καί ἔστω P0 = (0, y0) οἱ συντεταγµένες τοῦ σηµείου αὐτοῦ. ῎Εστω τώρα P = P(x, y) τυχόν
σηµεῖο τῆς ἁλυσίδος καί ` τό µῆκος τῆς ἁλυσίδος ἀπό τό P0 στό P. Θέτοντας y = y(x),

 ῾Ο Γαλιλαῖος τό 1638 [20] ἔγραψε ὅτι ἡ καµπύλη αὐτή εἶναι ad unguem (=µετά µεγάλης ἀκριβείας) ἡ
παραβολή. Περί τά εἴκοσι χρόνια ἀργότερα ὁ Huygens διεπίστωσε ὅτι κάτι τέτοιο δέν ἰσχύει. ῾Η λύση τοῦ
προβλήµατος, ἤτοι, τῆς εὑρέσεως linea catenaria funicularis (τοῦ σχήµατος εὐκάµπτου κρεµµαµένης ἁλυσίδος),
ἐδόθη τελικῶς ἀνεξαρτήτως ἀπό τούς Leibniz [31] καί Johann Bernoulli [7] τό 1691. ῾Η λύση τήν ὁποία δίδοµε
ἀνωτέρω ϐασίζεται στίς ἰδέες τοῦ δευτέρου.
Catena στά Λατινικά σηµαίνει ἁλυσίς.
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ἔχοµε:

` = `(x) =
∫ x

0

√
1 +

(
y′(η)

)2 dη.

Ἄν δέ $ = $(`) εἶναι ἡ γραµµική πυκνότης τῆς ἁλυσίδος, τότε τό ϐάρος µεταξύ τῶν P0 καί
P ϑά ἰσοῦται µέ

T` =
∫ `

0
$(λ) dλ. (.)

῾Η Ϲητουµένη καµπύλη ϑά προσδιορισθεῖ ἀπό τήν ἰσορροπία τῶν τριῶν δυνάµεων οἱ ὁποῖες
ἐφαρµόζονται στό τεµάχιο τῆς ἁλυσίδος P0P. Συγκεκριµένα ἰσχύει (ϐλέπε σχῆµα)

T0 + T` + T (x) = 0, (.)

ὅπου T0 ἡ ὁριζόντια δύναµη ἡ ὁποία ἐξασκεῖται στό σηµεῖο P0 τοῦ τεµαχίου καί T (x) ἡ
δύναµη ἡ ὁποία ἐξασκεῖται στό ἄλλο ἄκρο τοῦ τεµαχίου, ἡ ὁποία ἔχει διεύθυνση ἐφαπτόµενη
στήν καµπύλη. Προβάλλοντας τήν (.) στούς ἄξονες τῶν x, y λαµβάνοµε

−T0 + T(x) cos ϑ = 0 καί − T` + T(x) sin ϑ = 0, (.)

ἀντιστοίχως. ῎Εχοµε συµβολίσει µέ T0, T` καί T(x) τά µέτρα τῶν T0, T` καί T (x), ἀντιστοίχως.
῾Η δέ γωνία ϑ ἀποτελεῖ τό τόξο τῆς ἐφαπτοµένης τῆς κλίσεως τῆς Ϲητουµένης καµπύλης,
δηλαδή tan ϑ = y′(x). Συνδυάζοντας τίς (.) καί (.) λαµβάνοµε

T0 tan ϑ = T0 y′(x) = T` =
∫ `

0
$(λ) dλ.

Παραγωγίζοντας τήν ἀνωτέρω ὡς πρός x λαµβάνοµε

y′′(x) =
1
T0

$(`)
d`

dx
=

$(`)
T0

√
1 + (y′(x))2.

᾿Ιδιαιτέρως, στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία ἡ ἁλυσίς εἶναι ὁµοιογενής (δηλαδή, $(`) = $0),
ϑέτοντας p(x) = y′(x), ἡ ἀνωτέρω λαµβάνει τήν ἀκόλουθη ἁπλουστευµένη µορφή

p′ = κ
(
1 + p2)1/2, (.)

ὅπου κ = $0/T0. Χρησιµοποιῶντας τό γενονός ὅτι
∫ dx√

1 + x2
= log

(
x +

√
1 + x2

)
+ c,

καθώς καί τήν ἀρχική συνθήκη z(0) = y′(0) = 0, ἀποκτοῦµε τήν λύση τῆς (.) διά τῆς
µεθόδου χωρισµοῦ τῶν µεταβλητῶν ἡ ὁποία ϑά ἱκανοποιεῖ τήν

log
(
z +

√
1 + z2

)
= κx,
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ἀπ’ ὅπου λαµβάνοµε ὅτι

z(x) =
eκx − e−κx

2
,

καί ὁλοκληρώνοντας ὡς πρός x λαµβάνοµε τελικῶς τόν τύπο τῆς Ϲητουµένης καµπύλης

y =
1
κ

cosh(κx) + c.

᾿Ασκήσεις

.. Νά ϐρεθεῖ ὁ χρόνος ὑποδιπλασιασµοῦ τοῦ Πλουτωνίου-241 (Pu241
94 ), ἄν εἶναι γνωστό ὅτι αὐτό µειοῦται

συµφώνως µέ τήν ἐξίσωση
M′ = −.0525M,

ὅπου ὁ χρόνος µετρᾶται σέ ἔτη. Ποιό ποσοστό τῆς ἀρχικῆς ποσότητος ἀποµένει µετά ἀπό ἕνα αἰῶνα ;

.. ῾Ο χρόνος ὑποδιπλασιασµοῦ τοῦ Ραδίου–226 (Ra226
88 ) εἶναι 1620 ἔτη. Ποιός εἶναι ὁ χρόνος ὑποεκατοντα-

πλασιασµοῦ τοῦ ἰδίου ἰσοτόπου ;

.. ∆ίδεται ὅτι ἡ µάζα τοῦ ϱαδιενεργοῦ ἰσοτόπου Ἀϊνσταϊνίου–253 (Es253
99 ) χάνει τό ἕνα της τρίτο κάθε 11.7

ἡµέρες. ῎Εστω ὅτι σέ κλειστό δοχεῖο περιέχον ἀρχικῶς 100mg Ἀϊνσταϊνίου-253 εἰσρέει Ἀϊνσταΐνιο-253
µέ σταθερό ϱυθµό 2mg ἀνά ἡµέρα. Νά ϐρεθεῖ ἡ διαφορική ἐξίσωση ἡ ὁποία περιγράφει τήν ἐξέλιξη τῆς
µάζας Ἀϊνσταϊνίου–253 στό δοχεῖο. Ἀκολούθως νά λυθεῖ τό ἀντίστοιχο πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν. Τέλος
νά ϐρεθεῖ τό ποσόν τῆς ὁριακῆς µάζας Ἀϊνσταϊνίου-253. ῎Ητοι τό

lim
t→+∞

M(t),

ὅπου M(t) ἀποτελεῖ τήν µάζα τήν χρονική στιγµή t.

.. ῎Εστω ὅτι ποσότης ϱαδιενεργοῦ ὑλικοῦ, χρόνου ὑποδιαπλασιασµοῦ Th, ἔχει µάζα m1 τήν χρονική στιγµή
t1 καί µάζα m2 τήν χρονική στιγµή t2. ∆είξατε ὅτι :

Th =
(t2 − t1) log 2
log(m1/m2)

.

.. ῎Εστω ὅτι τό ϱαδιενεργό ἰσότοπο A ὑφίσταται σχάση µέ χρόνο ἡµισείας Ϲωῆς TA, µετατρεπόµενο ἐξ
ὁλοκλήρου σέ ϱαδιενεργό ἰσότοπο B ἄλλου στοιχείου, µέ χρόνου ἡµισείας Ϲωῆς TB, τό ὁποῖο µέ τήν σειρά
του ὑφίσταται σχάση, µετατρεπόµενο ἐξ ὁλοκλήρου σέ µή ϱαδιενεργό στοιχεῖο C. ῾Υποθέτοµε ὅτι κατά
τίς προαναφερθεῖσες σχάσεις δέν ὑπάρχει ἀπώλεια µάζης. Ἄν κατά τήν χρονική στιγµή τ = 0 ὑπάρχει
ποσότης mA τοῦ ἰσοτόπου A καί µόνον αὐτοῦ, νά ϐρεθοῦν οἱ ἐξισώσεις οἱ ὁποῖες περιγράφουν τήν εξέλιξη
τῶν µαζῶν τῶν τριῶν στοιχείων. Πότε µεγιστοποιεῖται ἡ µάζα τοῦ B; Πότε µεγιστοποιεῖται ὁ ϱυθµός
αὐξήσεως τοῦ C;

.. (Συνέχεια) Νά γενικευθεῖ τό ἀνωτέρω πρόβληµα στήν περίπτωση n (n ≥ 2) ϱαδιενεργῶν ἰσοτόπων καί ἑνός
µή ϱαδιενεργοῦ.

.. Κάποιος τοκίζει ποσόν 200000 λιρῶν πρός 8% τό χρόνο. Συχρόνως ἀποσύρει ἀπό τήν τράπεζα, πρός
ἐξυπηρέτηση τῶν ἀναγκῶν του, s λίρες τό µήνα. Ποία εἶναι ἡ µεγίστη τιµή τοῦ ϱυθµοῦ ἀποσύρσεως smax

ἡ ὁποία δέν µειώνει τό κατατεθέν ποσόν ; Ἄν ὑποθέσοµε ὅτι ὁ ϱυθµός ἀποσύρσεως εἶναι διπλάσιος τοῦ
smax, τότε σέ πόσο χρόνο ἐξαντλεῖται τό κατατεθέν ποσόν ;

.. Ποιό ἀπό τά δύο ἐπιτόκια εἶναι µεγαλύτερο, 1% τό µήνα, ἤ 12% τό χρόνο ;
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.. Ποιό ἀπό τά δύο ἐπιτόκια εἶναι µεγαλύτερο, 3% τό τρίµηνο ἤ 4% τό τετράµηνο ;

.. Πληθυσµός ϐακτηριδίων σέ καλλιέργεια πενταπλασιάζεται σέ µία ὥρα. Σέ πόσες ὧρες χιλιαπλασιάζεται ;

.. Φιάλη ὑγροῦ ϑερµοκρασίας 1000C τοποθεῖται σέ ψυγεῖο ϑερµοκρασίας 100C. Ἄν σέ µία ὥρα ἡ ϑερµο-
κρασία τοῦ ὑγροῦ ϕθάνει στούς 400C, σέ πόση ὥρα ϑά ϕθάσει στούς 110C;

.. Σῶµα ἄγνωστης ϑερµοκρασίας τοποθετεῖται σέ περιβάλλον σταθερᾶς ϑερµοκροσίας 300C. Ἄν µετά ἀπό
δέκα λεπτά ἡ ϑερµοκρασία τοῦ σώµατος εἶναι 00C καί µετά ἀπό εἴκοσι λεπτά 150C, νά εὑρεθεῖ ἡ ἄγνωστη
ἀρχική ϑερµοκρασία τοῦ σώµατος.

.. ῾Οµοιογενές σῶµα ϑερµοκρασίας 1000C τοποθετεῖται σέ περιβάλλον σταθερᾶς ϑερµοκρασίας. Ἄν ἡ
ϑερµοκρασία τοῦ σώµατος σέ µία ὥρα ἔχει πέσει στούς 900C ἐνῶ µετά ἀπό τρεῖς ὧρες στούς 72.90C,
ποιά εἶναι ἡ ϑερµοκρασία τοῦ περιβάλλοντος ;

.. ∆ύο ποτήρια ἴσης χωρητικότητος, εἶναι γεµάτα ὡς τήν µέση µέ νερό. Τό νερό στό πρῶτο ἔχει ϑερµοκρασία
Θ1 ἐνῶ στό δεύτερο Θ2. Ἄν τά ποτήρια αὐτά ἐκτεθοῦν σέ περιβάλλον σταθερῆς ϑερµοκρασίας Θπ γιά
χρόνο T καί τότε τό περιεχόµενο τοῦ δεύτερου ποτηριοῦ ἀναµειχθεῖ µέ τό περιεχόµενο τοῦ πρώτου στό
πρῶτο ποτήρι, ἡ ϑερµοκρασία τοῦ µείγµατος ϑά διαφέρει ἀπό αὐτή τήν ὁποία ϑά εἴχαµε ἄν ἡ ἀνάµειξη
ἐλάµβανε χώρα πρός τῆς ἐκθέσεως στό περιβάλλον ;

Υποδειξη. ∆ίδεται ὅτι, ἄν ἀναµείξοµε ποσότητα m1 ϑερµοκρασίας T1 καί ποσότητα m2 ϑερµοκρασίας T2

τοῦ ἰδίου ὁµοιογενοῦς σώµατος, τότε τό µείγµα ϑά ἔχει ϑερµοκρασία T̄ =
m1T1 + m2T2

m1 + m2
.

.. ῞Ενα δοχεῖο περιέχει 50 λίτρα νεροῦ, ἐντός τοῦ ὁποίου ἔχουν διαλυθεῖ 10 γραµµάρια ἅλατος. Ἀπό τήν
χρονική στιγµή t = 0 καθαρό νερό εἰσέρχεται ἐντός τοῦ δοχείου, µέ ϱυθµό 2 λίτρα ἀνά λεπτό, καί τό
µείγµα ἐκρέει τοῦ δοχείου µέ τόν ἰδιο ϱυθµό καί καταλήγει σέ δεύτερο δοχεῖο χωρητικότητος ἐπίσης 50
λίτρων τό ὁποῖο ἀρχικῶς περιέχει καθαρό νερό. Τό περίσσευµα ἐκρέει ἀπό τό δεύτερο δοχεῖο σέ ὀχετό.
Ποία χρονική στιγµή τό δεύτερο δοχεῖο ἔχει τήν µέγιστη ποσότητα ἅλατος ;

.. (Συνέχεια) Νά γενικευθεῖ τό ἀνωτέρω πρόβληµα ὅταν ἔχοµε n δοχεῖα.

.. Σῶµα ἐκτινάσσεται κατακορύφως πρός τά ἄνω µέ ἀρχική ταχύτητα v0 καί κινεῖται ὑπό τήν ἐπίδραση τῆς
ϐαρύτητος καί τῆς ἀτµοσφαιρικῆς τριβῆς ἡ ὁποία εἶναι ἀνάλογη τοῦ τετραγώνου τῆς ἑκάστοτε ταχύτητος,
δηλαδή γτριβῆς = κv2. Νά ὑπολογισθεῖ τό ἀνώτατο ὕψος στό ὁποῖο ϑά ϕθάσει τό σῶµα, καί ὁ χρόνος ὁ
ὁποῖος ἀπαιτεῖται γιά νά ϕθάσει στό ὕψος αὐτό.

.. (Συνέχεια) Ἄν h(κ) τό ἀνώτατο ὕψος καί τ(κ) ὁ χρόνος ὁ ὁποῖος ἀπαιτεῖται γιά νά ϕθάσει ἐκεῖ τό σῶµα,
δείξατε ὅτι :

lim
κ→0

h(κ) =
v2

0
2g

καί lim
κ→0

τ(κ) =
v0
g

. (.)

.. (Συνέχεια) Νά διαπιστωθεῖ ὅτι οἱ σχέσεις (.) ἱκανοποιοῦνται ἀκόµη καί στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία
ἡ δύναµη τριβῆς εἶναι ἀνάλογη τῆς ἑκάστοτε ταχύτητος, δηλαδή γτριβῆς = κv.

.. ῾Η περιουσία κάποιου ἐπιχειρηµατία αὐξάνεται µέ ϱυθµό ἀνάλογο τοῦ τετραγώνου τῆς ἑκάστοτε ἀξίας
της. Ἄν πρό ἑνός ἔτους ἡ περιουσία του ἄξιζε 1000 λίρες ἐνῶ σήµερα ἀξίζει 2000 λίρες, νά ϐρεῖτε πόσο
ϑά ἀξίζει µετά ἀπό 6 µῆνες καί πόσο µετά ἀπό 18 µῆνες.



2.6. Φυσικές ἐφαρµογές 

.. Τορπίλη ἐκτοξεύεται ἀπό ὑποβρύχιο. Τήν στιγµή κατά τήν ὁποία ἐξαντλοῦνται τά καύσιµά της, ἔχει
ταχύτητα 60km/h. Ἄν ἡ ταχύτης ὑποδιπλασιάζεται µετά τήν κάλυψη ἑνός χιλιοµέτρου, νά ϐρεθεῖ ποῦ
ἀκριβῶς ϑά σταµατήσει ἡ τορπίλη, ἄν ὑποτεθεῖ ὅτι ἡ δύναµη τῆς τριβῆς εἶναι ἀνάλογη τῆς ταχύτητος.
(῾Υποθέτοµε ὅτι ἡ ϐαρύτης δέν ἐπηρρεάζει τήν κίνηση τῆς τορπίλης.)

.. ῾Ηµισφαιρική κολυµβήθρα, ἀκτῖνος R, εἶναι κατά τήν χρονική στιγµή τ = 0 πλήρης ὁµοιογενοῦς ὑγροῦ.
Στήν ϐάση τῆς κολυµβήθρας ὑπάρχει µικρά κυκλική ὀπή ἀκτῖνος r (r ¿ R) ἀπ’ ὅπου ἐξέρχεται τό ὑγρό.
Ἄν, συµφώνως µέ τόν νόµο τοῦ Torricelli ἡ ταχύτης τοῦ ὑγροῦ κατά τήν ἔξοδο εἶναι v =

√
2gh, ὅπου h

ἡ ἑκάστοτε στάθµη τοῦ ὑγροῦ, νά ὑπολογισθεῖ πόσος χρόνος ἀπαιτεῖται διά τήν κένωση τῆς κολυµβήθρας.

.. (Συνέχεια) Νά ἐπιλυθεῖ τό ἴδιο πρόβληµα στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία ἡ κολυµβήθρα εἶναι παραβολοει-
δής.

.. Σφαιρική σταγόνα νεροῦ ἐξατµίζεται κατά τήν διάρκεια τῆς πτώσεώς της µέ ϱυθµό ἀνάλογο τοῦ ἐµβαδοῦ
τῆς ἑκάστοτε ἐπιφανείας της. ∆ίδεται ὅτι ἀρχικῶς ἡ σταγόνα εἶχε διάµετρο 3mm, ἐνῶ 10 λεπτά ἀργότερα
ἡ διάµετρός της µειώθηκε στά 2mm. Σέ πόση ὥρα ϑά ἔχει διάµετρο 1mm;

.. ῎Εστω ὅτι σφαιρική σταγόνα νεροῦ, ἐνῶ πίπτει πρός τήν γῆ ὑπό τήν ἐπίδραση τῆς ϐαρύτητος g, ἀπορροφᾶ
ὑδρατµούς µέ ϱυθµό ἀνάλογο τῆς ἑκάστοτε ἐπιφανείας. Ἄν οἱ ἀπορροφώµενοι ὑδρατµοί ϐρίσκονται σέ
ἡρεµία καί ἡ ἀρχική ἀκτίνα τῆς σταγόνας εἶναι ἴση µέ µηδέν, δείξατε ὅτι ἡ σταγόνα πίπτει µέ σταθερή
ἐπιτάχυνση g/4.

Υποδειξη. ᾿Εδῶ ἡ διαφορική ἐξίσωση ϑά προκύψει ἀπό τό δεύτερο νόµο τοῦ Newton:
d
dt

(
m(t) v(t)

)
= m(t) g.

.. ῎Εστω ὅτι σφαιρική σταγόνα νεροῦ ἐνῶ πίπτει πρός τήν γῆ ὑπό τήν ἐπίδραση τῆς ϐαρύτητος g διασχίζει
ὁµοιογενές νέφος καί ἀπορροφᾶ ὅσους ὑδρατµούς ϐρίσκει στήν διαδροµή της. ῾Υποθέτοµε ὅτι οἱ ἀπορ-
ϱοφώµενοι ὑδρατµοί ϐρίσκονται σέ ἡρεµία. Ἄν ἡ ἀρχική της ἀκτίνα ἦταν ἴση µέ µηδέν, δείξατε ὅτι ἡ
σταγόνα πίπτει µέ σταθερή ἐπιτάχυνση g/7.

.. ῎Εστω δυναµικό πεδίο, στό ὁποῖο ἡ ἑλκτική δύναµη δίδεται ἀπό τόν τύπο

F(x) = −m e−|x|,

ὅπου m ἡ µάζα τοῦ ἑλκοµένου σώµατος καί x ἡ ἀπόσταση ἀπό τό κέντρο τοῦ δυναµικοῦ πεδίου. Ποία ἡ
ταχύτης διαφυγῆς ἀπό τό σηµεῖο x0;

.. Νά διαπιστωθεῖ ὅτι στό πρόβληµα καταδιώξεως λαγοῦ ἀπό σκύλο, τῆς σελίδος 103, ὁ σκύλος ϑά κατορ-
ϑώσει νά συλλάβει τόν λαγό ἄν καί µόνον ἄν α < β.

.. Σχετικιστική ταχύτης: ῎Εστω ὅτι σῶµα κινεῖται ὑπό τήν ἐπίδραση ϐαρυτικοῦ πεδίου σταθερᾶς ἐπιταχύν-
σεως g καί ὅτι ἡ µάζα σώµατος κινουµένου µέ ταχύτητα v ἰσοῦται µέ

m = m(v) =
m0√

1− v2

c2

,

ὅπου m0 ἡ µάζα ἡρεµίας καί c ἡ ταχύτης τοῦ ϕωτός. ∆είξατε ὅτι ἡ ταχύτης σώµατος ὑπό τήν ἐπίδραση
τῆς ϐαρύτητος τείνει πρός τήν ταχύτητα τοῦ ϕωτός c.

Υποδειξη. ∆εύτερος νόµος τοῦ Newton: d
dt

(Mv) = F.

Evangelista Torricelli (1608-1647). ᾿Ιταλός Φυσικός καί Μαθηµατικός, γνωστός κυρίως γιά τήν ἀνακάλυψη
τοῦ ϐαροµέτρου
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..∗ ῎Εστω ὅτι σῶµα ἀφήνεται νά πέσει ἀπό µεγάλο ὕψος καί ἡ ταχύτης του ἱκανοποιεῖ τήν διαφορική ἐξίσωση

v′ = f (v),

ὅπου f ἐπαρκῶς ὁµαλή συνάρτηση καί

f (v) > 0 ὅταν v ∈ [0, v∗),

ἐνῶ f (v∗) = 0. ∆είξατε ὅτι ἡ ὁριακή ταχύτης τοῦ σώµατος εἶναι ἡ v∗.

Υποδειξη. Πρέπει νά δειχθεῖ ὅτι τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν

v′ = f (v), v(0) = 0,

ἔχει λύση ὁρισµένη σ’ ὅλο τό R+, ἡ ὁποία εἶναι αὔξουσα καί ἄνω ϕραγµένη ἀπό τό v∗. Συγκλίνει δέ στό
v∗ διότι ἄν

lim
t→+∞

v(t) = v∞ < v∗,

τότε
v(t) ≥ Mt

ὅπου
M = min

v∈[0,v∞ ]
f (v) > 0.

Ἄτοπο. ᾿Επίσης, στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία ἡ f δέν εἶναι ἐπαρκῶς ὁµαλή (γιά παράδειγµα f =

|v− v∗|1/2) τό σῶµα ἐνδέχεται νά λαµβάνει τήν ὁριακή του ταχύτητα σέ πεπερασµένο χρόνο.



Κεφάλαιο 3

῞Υπαρξη καί µοναδικότης

῾Η συνήθης τριάδα ϑεµελιωδῶν ϑεωρηµάτων στίς διαφορικές ἐξισώσεις, ὄχι µόνο τίς συνήθεις,
περιλαµβάνει τά ἀκόλουθα εἴδη ϑεωρηµάτων:

(i) ῾Υπάρξεως λύσεων,

(ii) Μοναδικότητος λύσεων καί

(iii) ῾Οµαλῆς ᾿Εξαρτήσεως τῶν λύσεων ἀπό παραµέτρους.

Στό παρόν κεφάλαιο, ϑά δοῦµε τά ἀκόλουθα ἀποτελέσµατα:

(i) ῞Οσον ἀφορᾶ τήν ὕπαρξη λύσεων, ϑά ἀναπτυχθοῦν :

α΄. ῾Η Μέθοδος Picard, διά τῆς ὁποίας κατασκευάζεται κατάλληλη ἀναδροµική ἀκο-
λουθία προσεγγιστικῶν λύσεων. ῾Η ἀκολουθία αὐτή συγκλίνει (καί µάλιστα ὁµοιο-

µόρφως) στήν λύση τοῦ προϐλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν. ῾Η µέθοδος αὐτή ἀπαιτεῖ ἀπό
τήν συνάρτηση ϱοῆς νά ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz, ὡς πρός τήν δεύτερη
µεταϐλητή.

ϐ΄. ῾Η Μέθοδος Peano, ἡ ὁποία συνίσταται στήν κατασκευή τῶν ε−προσεγγιστικῶν

λύσεων τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν. ῾Η µέθοδος αὐτή ἐφαρµόζεται σέ κάθε
πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν, ὅπου συνάρτηση ϱοῆς εἶναι ἁπλῶς συνεχής.

Ἀµφότερες οἱ µέθοδοι ὁδηγοῦν σέ τοπικά ἀποτελέσµατα ὑπάρξεως λύσεων.

(ii) ῾Η µοναδικότης λύσεων τῶν προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν, ϑά προκύψει ὡς συνέπεια τῆς
ἱκανοποιήσεως, ἀπό τήν συνάρτηση ϱοῆς, τῆς συνθήκης Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη
µεταβλητή. Μή ἱκανοποίηση τῆς συνθήκης Lipschitz δυνατόν νά ἔχει ὡς συνέπεια τήν
µή µοναδικότητα.
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(iii) Θά δοῦµε ἐπίσης πῶς, µέ τήν εἰσαγωγή τῶν καταλλήλων νορµῶν, γενικεύονται ὅλα τά
ἀνωτέρω ἀποτελέσµατα στήν περίπτωση συστηµάτων συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων
καί κατά συνέπεια καί σέ διαφορικές ἐξισώσεις (καί συστήµατα διαφορικῶν ἐξισώσεων)
οἱασδήποτε τάξεως.

(iv) Ἀναφορά τῶν ἀντιστοίχων ϑεωρηµάτων ὑπάρξεως καί µοναδικότητος στήν περίπτωση
τῶν ἐξισώσεων µιγαδικοῦ χρόνου πραγµατοποιεῖται στήν ῾Ενότητα 3.5. ῾Η συνάρτηση
ϱοῆς ἐξαρτᾶται ἀναλυτικῶς ὡς πρός ὅλες της τίς µεταβλητές.

(v) Μέ τό πρόβληµα τῆς ἐπεκτασιµότητος τῶν λύσεων πέραν τῶν διαστηµάτων τά ὁποῖα µᾶς
παρέχουν τά ϑεωρήµατα ὑπάρξεως, τά ὁποῖα ὅπως ἔχει ἤδη ἀναφερθεῖ, ἔχουν τοπικό
χαρακτήρα, ϑά ἀσχοληθοῦµε στό Κεφάλαιο 6. Συγκεκριµένα ϑά δοῦµε ὅτι :

α΄. Κάθε πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν διαθέτει µεγίστως ὁρισµένη λύση (ἤτοι, λύση ὁρι-
σµένη σέ µέγιστο ἀνοικτό διάστηµα), ὅταν πληροῦνται συνθῆκες οἱ ὁποῖες ἐξα-
σφαλίζουν τήν µοναδικότητα, ἐνῶ ὑπάρχει µεγιστικά ὁρισµενη λύση (ἤτοι, λύση
τῆς ὁποίας τό πεδίο ὁρισµοῦ δέ δύναται νά ἐπεκταθεῖ περαιτέρω), ὅταν δέν εἶναι
δυνατόν νά ὑποτεθεῖ ἡ καθολική µοναδικότης.

ϐ΄. ῾Υπάρχουν συνθῆκες οἱ ὁποῖες ἐξασφαλίζουν τήν ὕπαρξη καθολικῆς λύσεως ἤ τήν
ἔκρηξη τῶν λύσεων σέ πεπερασµένο χρόνο.

(vi) ῾Η ἐξάρτηση τῶν λύσεων προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν ἀπό παραµέτρους, ϑά ἀποτελέ-
σει τό ἀντικείµενο τοῦ Κεφαλαίου 7. Στό κεφάλαιο αὐτό παρουσιάζεται σειρά ἀποτε-
λεσµάτων τά ὁποῖα ϑεµελιώνουν τήν ὁµαλή ἐξάρτηση τῶν λύσεων προβληµάτων ἀρχικῶν
τιµῶν τόσο ἀπό τίς ἀρχικές συνθῆκες ὅσο καί ἀπό παραµέτρους ἀπό τίς ὁποῖες ἐξαρτᾶ-
ται ὁµαλῶς ἡ ϱοή.

3.1 Προκαταρκτικά

῾Η κατανόηση ὄχι µόνο τῶν ἀποδείξεων ἀλλά καί τῆς διατυπώσεως τῶν ϑεµελιωδῶν ϑεω-
ϱηµάτων, ἀπαιτεῖ τήν καλή γνώση τῆς ὁµοιόµορφης συγκλίσεως ἀκολουθιῶν συναρτήσεων
καί τῶν ἰδιοτήτων της. ᾿Ιδιαιτέρως δέ µας ἐνδιαφέρουν οἱ ἰδιότητες ἐκεῖνες οἱ ὁποῖες περνοῦν
στό ὁµοιόµορφο ὅριο τῆς ἀκολουθίας. ᾿Επίσης ἀπαιτεῖται ὁ ὁρισµός τῆς συνεχείας Lipschitz.

3.1.1 ᾿Ανοικτά καί κλειστά σύνολα

Τά σύνολα στά ὁποῖα Ϲοῦν οἱ λύσεις τῶν συνήθων διαφορικῶν ἐξισωσέων ἀποτελοῦν ὑποσύνο-
λα Εὐκλειδείων χώρων, τοῦ RN καί CN. ῾Ορίζοµε κατ’ ἀρχάς τά σύνολα:
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(i) Ἀνοικτή µπάλα κέντρου ξ καί ἀκτῖνος r > 0.

Br(ξ) =
{
x = (x1, . . . , xN)∈RN : ‖x− ξ‖2 < r

}
,

ὅπου ‖x‖2 = ‖(x1, . . . , xN)‖2 = (x2
1 + · · ·+ x2

N)1/2 ἡ Εὐκλείδεια νόρµα.

(ii) Κλειστή µπάλα κέντρου ξ καί ἀκτῖνος r > 0. Br(ξ) =
{
x∈RN : ‖x− ξ‖2 ≤ r

}
.

(iii) Σφαῖρα κέντρου ξ καί ἀκτῖνος r > 0: Sr(ξ) =
{
x∈RN : ‖x− ξ‖2 = r

}
.

Ἀκολουθεῖ ἡ ἔννοια τοῦ ἀνοικτοῦ συνόλου.

῾Ορισµός 3.1.1. ῎Εστω D ⊂ RN. Τό D ὀνοµάζεται ἀνοικτό ἄν γιά κάθε x ∈ D ὑπάρχει

ε > 0 ὥστε Bε(x) ⊂ D. ᾿Ισοδύναµα, τό D ἀποτελεῖ ἕνωση ἀνοικτῶν µπαλῶν.

Παραδείγµατα ἀνοικτῶν συνόλων.

(i) Τά ἀνοικτά διαστήµατα ἀποτελοῦν ἀνοικτά ὑποσύνολα τοῦ R.

(ii) Οἱ ἀνοικτές µπάλες.

(iii) Τά ἀνοικτά ὀρθογώνια παραλληλεπίπεδα. ∆ηλαδή τά σύνολα τῆς µορφῆς:

K = (a1, b1)× (a2, b2)× · · · × (aN , bN).

(iv) Οἱ ἀνοικτοί ἡµιχῶροι : H+ =
{
(x1, x2, . . . , xN)∈RN : x1 > 0

}
.

(v) Αὐθαίρετες ἑνώσεις καθώς καί πεπερασµένες τοµές ἀνοικτῶν συνόλων ἀποτελοῦν ἀνοικ-
τά σύνολα.

Συµπληρωµατική ἔννοια ἡ ἔννοια τοῦ κλειστοῦ συνόλου:

῾Ορισµός 3.1.2. ῎Εστω C ⊂ RN. Τό C ὀνοµάζεται κλειστό ἄν γιά κάθε συγκλίνουσα ἀκολου-

ϑία στοιχείων τοῦ C καί τό ὅριο ἀποτελεῖ στοιχεῖο τοῦ C.

῾Υπενθυµίζεται ὅτι µία ἀκολουθία {xn}n∈N ⊂ RN λέγεται ὅτι συγκλίνει στό x ἄν καί µόνον
ἄν ‖xn − x‖ → 0. Γιά ἐκτενέστερη συζήτηση περί συγκλίσεως καθώς καί νορµῶν στόν RN

ϐλέπε ῾Ενότητα 3.3.

Παραδείγµατα κλειστῶν συνόλων.

(i) Τά κλειστά διαστήµατα ἀποτελοῦν κλειστά ὑποσύνολα τοῦ R.

(ii) Οἱ κλειστές µπάλες.
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(iii) Τά κλειστά ὀρθογώνια παραλληλεπίπεδα. ∆ηλαδή τά σύνολα τῆς µορφῆς:

K = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [aN , bN ].

(iv) Οἱ κλειστοί ἡµιχῶροι : K+ =
{
(x1, x2, . . . , xN)∈RN : x1 ≥ 0

}
.

(v) Αὐθαίρετες τοµές καθώς καί πεπερασµένες ἑνώσεις κλειστῶν συνόλων ἀποτελοῦν κλει-
στά σύνολα.

(vi) Τά συµπληρώµατα ἀνοικτῶν. Συγκεκριµένα, εἶναι δυνατόν νά ἀποδειχθεῖ ὅτι τό σύνολο
C εἶναι κλειστό ἄν καί µόνον ἄν τό RNrC εἶναι ἀνοικτό.

3.1.2 Συµπάγεια

Σ’ ἕνα σύνηθες µάθηµα Πραγµατικῆς Ἀναλύσεως ἤ Τοπολογίας, ἡ ἔννοια τῆς συµπάγειας
(compactness), ὁρίζεται κατά τρόπο ἰδιαιτέρως ἀφηρηµένο γιά τά δεδοµένα τοῦ ἀνά χεῖρας
ἐγχειριδίου. ᾿Επειδή ὅλα τά συµπαγῆ σύνολα τά ὁποῖα ϑά µᾶς ἀπασχολήσουν ἀποτελοῦν
ὑποσύνολα τοῦ RN ἤ τοῦ CN, ϑά ἀρκεσθοῦµε στόν ἀκόλουθο ὁρισµό:

῾Ορισµός 3.1.4. ῎Εστω K ὑποσύνολο τοῦ RN. Τό K ὀνοµάζεται συµπαγές (compact), ἄν
εἶναι κλειστό καί ϕραγµένο.

Χαρακτηριστικά παραδείγµατα συµπαγῶν συνόλων:

(i) Κλειστά διαστήµατα στόν R.

(ii) Γινόµενα κλειστῶν διαστηµάτων στόν RN.

(iii) Κλειστές σφαῖρες στόν RN. (Καθώς ἐπίσης καί στόν CN.)

(iv) Κλειστά ὑποσύνολα συµπαγῶν.

(v) Πεπερασµένες ἑνώσεις τῶν ἀνωτέρω.

(vi) Τοµές ὅλων τῶν ἀνωτέρω.

Ἀναφέροµε χωρίς ἀπόδειξη τίς ἀκόλουθες ἰδιότητες :
Αὐστηρός ὁρισµός συµπάγειας :

῾Ορισµός 3.1.3. ῎Εστω X µετρικός χῶρος καί K ὑποσύνολο τοῦ X. Τό K ὀνοµάζεται συµπαγές, ἄν κάθε ἀνοικτή
κάλυψη τοῦ K (δηλαδή, συλλογή ἀνοικτῶν ὑποσυνόλων τοῦ X τῶν ὁποίων ἡ ἕνωση νά παριέχει τό K) ἔχει
πεπερασµένη ὑποκάλυψη.

Γιά ἀπόδειξη τῶν ἰδιοτήτων αὐτῶν, ϐλέπε W. Rudin [48].
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(i) ῎Εστω K συµπαγές ὑποσύνολο τοῦ RN, τότε κάθε ἀκολουθία στοιχείων τοῦ K ἔχει
συγκλίνουσα ὑπακολουθία σέ στοιχεῖο τοῦ K. ᾿Ισχύει καί τό ἀντίστροφο: Ἄν σέ κάποιο
ὑποσύνολο τοῦ RN κάθε ἀκολουθία ἔχει συγκλίνουσα ὑπακολουθία, τότε αὐτό εἶναι
συµπαγές.

(ii) Κάθε ἄπειρο ὑποσύνολο συµπαγοῦς ἔχει σηµεῖο συσσωρεύσεως.

(iii) ῎Εστω f : D → RN συνεχής, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ RM. Τότε γιά κάθε
K ⊂ D συµπαγές καί ἡ εἰκόνα τοῦ K µέσῳ τῆς f , ἤτοι, τό σύνολο f [K], εἶναι ἐπίσης
συµπαγές.

(iv) ῎Εστω K συµπαγές ὑποσύνολο τοῦ RN καί f : K → R συνεχής. Τότε ἡ f εἶναι
ϕραγµένη καί τόσο τό ἐλάχιστο ἄνω ϕράγµα, ὅσο καί τό µέγιστο κάτω ϕράγµα τῆς f
λαµβάνονται, δηλαδή, ὑπάρχουν xm καί xM στό K ὥστε

f (xm) = inf
{

f (x) x∈K
}

καί f (xM) = sup
{

f (x) : x∈K
}

.

Ἄρα ἡ f δέν εἶναι ἁπλῶς ϕραγµένη ἀλλά λαµβάνει ἐλάχιστο καί µέγιστο, καί ὡς ἐκ
τούτου, τά inf καί sup, ἀνωτέρω δύνανται νά ἀντικατασταθοῦν µέ min καί max, ἀντι-
στοίχως.

Παρατήρηση. Πολύ συχνά ἀναφέρεται ὅτι :

῾Η ἰδιότης A ἱκανοποιεῖται τοπικῶς στό σύνολο D.

Αὐτό σηµαίνει ἡ ἰδιότης A ἱκανοποιεῖται σέ κάθε συµπαγές ὑποσύνολο τοῦ D. ᾿Επί παρα-
δείγµατι, µιά συνεχής συνάρτηση f : R → R εἶναι τοπικῶς ϕραγµένη.

3.1.3 Συνέχεια Lipschitz

῾Ορισµός 3.1.5. ῎Εστω g : [a, b] → R. Λέγεται ὅτι ἡ g ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz, ἤ
εἶναι συνεχής Lipschitz στό [a, b] µέ σταθερά κ > 0, ἄν ἰσχύει ὅτι :

∣∣g(x1)− g(x2)
∣∣ ≤ κ |x1 − x2|,

γιά κάθε x1, x2 ∈ [a, b].

Λῆµµα 3.1.1. Ἄν ἡ συνάρτηση g : [a, b] → R εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη, τότε ἱκανοποιεῖ
τήν συνθήκη Lipschitz στό [a, b] µέ σταθερά

κ = max
x∈[a,b]

∣∣g′(x)
∣∣.
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Αποδειξη. ᾿Εφ’ ὅσον ἡ |g′| εἶναι συνεχής στό κλειστό διάστηµα [a, b], τότε ἡ |g′| λαµβάνει
µέγιστο στό [a, b]. ῎Εστω κ = maxx∈[a,b]|g′(x)|, τότε συνεπείᾳ τοῦ Θεωρήµατος τῆς Μέσης
Τιµῆς ϑά ἔχοµε :

g(x1)− g(x2) = (x1 − x2) g′(ξ),

γιά κάποιο ξ∈ (x1, x2). Ἄρα

∣∣g(x1)− g(x2)
∣∣ ≤ κ |x1 − x2|. ὅ.ἔ.δ.

Παρατήρηση. ῾Η συνθήκη ἤ συνέχεια Lipschitz σέ κλειστό διάστηµα εἶναι ἀσθενέστεϱη
τῆς συνεχοῦς διαφορισιµότητος, ὅπως µόλις ἀποδείξαµε. Στήν πραγµατικότητα εἶναι γνη-
σίως ἀσθενέστερη. Αὐτό ϕαίνεται ἀπό τήν συνάρτηση g(x) = |x|, ἡ ὁποία ἱκανοποιεῖ τήν
συνθήκη Lipschitz σ’ ὅλο τό R µέ σταθερά κ = 1, ἀλλά δέν εἶναι διαφορίσιµη στό x = 0.
᾿Ιδιαιτέρως, ὑπάρχει συνάρτηση πουθενά διαφορίσιµη καί ταυτοχρόνως ἱκανοποιοῦσα τήν
συνθήκη Lipschitz παντοῦ. (Βλέπε [48].) ᾿Επίσης, διαπιστοῦται εὐκόλως ὅτι ἡ συνέχεια
Lipschitz εἶναι ἰσχυρότερη τῆς ὁµοιόµορφης συνεχείας. (Γιατί ;) Στήν πραγµατικότητα εἶναι
γνησίως ἰσχυρότερη ὅπως προκύπτει ἀπό τό παράδειγµα τῆς συναρτήσεως g(x) = |x|1/2, ἡ
ὁποία εἶναι ὁµοιοµόρφως συνεχής σέ κάθε κλειστό διάστηµα [−α, α]. ῾Η g ὅµως δέν εἶναι
συνεχής Lipschitz σέ κανένα διάστηµα τῆς µορϕῆς [−α, α]. Πράγµατι, ἔστω ὅτι ὑπῆρχε
κ > 0 ὥστε ∣∣∣|x1|1/2 − |x2|1/2

∣∣∣ ≤ κ|x1 − x2|

γιά κάθε x1, x2∈ [−α, α]. ῾Οπότε ἰδιαιτέρως γιά x1 = x καί x2 = 0 ϑά εἴχαµε :
∣∣∣|x|1/2 − |0|1/2

∣∣∣ ≤ κ|x− 0|.

Ἄρα γιά x 6= 0

|x|1/2 ≤ κ|x| =⇒ 1
κ2 ≤ |x|. (.)

῞Οµως ἡ (.) δέν δύναται νά ἰσχύει ταυτοχρόνως γιά κάθε x ∈ [−α, α] καί ἰδιαιτέρως δέν

δύναται νά ἰσχύει γιά |x| < 1
κ2 .

῎Εχοµε λοιπόν τήν ἀκόλουθη διαβάθµιση ἰσχύος, γιά συναρτήσεις ὁριζόµενες σέ κλειστό
διάστηµα, ἀρχίζοντας ἀπό τήν ἀσθενέστερη ἰδιότητα :

(i) ῾Οµοιόµορφη συνέχεια,

(ii) Συνέχεια Lipschitz καί

(iii) Συνεχής διαφορισιµότης.
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῾Η συνθήκη Lipschitz στίς συνήθεις διαφορικές ἐξισώσεις

Στό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν {
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

ἡ ἱκανοποίηση τῆς συνθήκης Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή τῆς συναρτήσεως
ϱοῆς f ἐξασφαλίζει µοναδικότητα τῶν λύσεων, ὅπως ϑά δοῦµε στήν συνέχεια τοῦ παρόντος
κεφαλαίου. Συγκεκριµένα, ἄν D (⊂ R2) τό πεδίο ὁρισµοῦ (καί συνεχείας) τῆς f , λέγεται
ὅτι ἡ f ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή στό D ἄν ὑπάρχει
L > 0 τέτοιο ὥστε ∣∣ f (t, x1)− f (t, x2)

∣∣ ≤ L |x1 − x2|,
γιά κάθε (t, x1), (t, x2) ∈ D. ῾Η ἀνωτέρω συνθήκη εἶναι πολύ περιοριστική γιά τήν f . Γιά
παράδειγµα, δέν ἱκανοποιεῖται ἡ συνθήκη αὐτή γιά τήν f (t, x) = tx µέ D = R2, ἐνῶ
ἀποτελεῖ τήν ϱοή γραµµικῆς ἐξισώσεως τῆς ὁποίας τά προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν, ὅπως
ἔχοµε ἤδη δεῖ στό Κεφάλαιο 2, ἀπολαµβάνουν καθολικῆς µοναδικότητος. ῎Εχοµε λοιπόν τόν
ἀκόλουθο ὁρισµό:

῾Ορισµός 3.1.6. ῎Εστω D ⊂ R2 ἀνοικτό καί f ∈ C(D). Λέγεται ὅτι ἡ συνάρτηση f
ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz τοπικῶς στό D, ἄν γιά κάθε σύνολο

K = [τ − α, τ + α]× [ξ − β, ξ + β] ⊂ D,

ὑπάρχει L = LK ὥστε ∣∣ f (t, x1)− f (t, x2)
∣∣ ≤ LK|x1 − x2|,

γιά κάθε (t, x1), (t, x2)∈K.

῾Η τοπική συνθήκη Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή ἱκανοποιεῖται ἀπό συναρτήσεις
συνεχῶς διαφορίσιµες ὡς πρός x.

3.1.4 ῾Οµοιόµορφη σύγκλιση

Στά ϑεωρήµατα ὑπάρξεως, οἱ λύσεις ϑά προκύψουν ὡς ὅρια ὁµοιοµόρφως συγκλινουσῶν
ἀκολουθιῶν προσεγγιστικῶν λύσεων. Τόσο ἡ ἔννοια τῆς ὁµοιόµορφης συγκλίσεως, ὅσο καί
διάφορες ἰδιότητες τῶν ἀκολουθιῶν οἱ ὁποῖες µεταφέρονται στό ὅριο µέσῳ τῆς ὁµοιόµορφης
συγκλίσεως, ϑά ἀποτελέσουν τό ἀντικείµενο αὐτῆς τῆς ἑνότητος.

῾Ορισµός 3.1.7. ῎Εστω S µή κενό σύνολο καί {ϕn}n∈N ἀκολουθία συναρτήσεων, ὅπου
ϕn : S → R. Λέγεται ὅτι ἡ {ϕn}n∈N συγκλίνει ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ S στήν ϕ : S → R, τοῦ
n τείνοντος στό ἄπειρο, ἄν γιά κάθε ε > 0 ὑπάρχει N = N(ε) ϕυσικός ὥστε :

n > N =⇒ ∣∣ϕn(t)− ϕ(t)
∣∣ < ε γιά κάθε t∈S.
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῎Ητοι : ῾Η ἀκολουθία συναρτήσεων συγκλίνει σέ κάθε t∈S καί γιά κάθε ε > 0, τό N ἐξαρτᾶται
ἀπό τό ε καί εἶναι ἀνεξάρτητο ἀπό τό t.

῾Η συνάρτηση ϕ ὀνοµάζεται ὁµοιόµορφο ὅριο τῆς ἀκολουθίας.

῾Η ὁµοιόµορφη σύγκλιση εἶναι ϐεβαίως ἰσχυροτέρα τῆς κατά σηµεῖον συγκλίσεως. Στήν κατά
σηµεῖον σύγκλιση, τό N ἐξαρτᾶται, ὄχι µόνο ἀπό τό ε, ἀλλά καί ἀπό τό t.

῾Ορισµός 3.1.8. ῎Εστω S µή κενό σύνολο καί {ϕn}n∈N ἀκολουθία συναρτήσεων, ὅπου
ϕn : S → R. Λέγεται ὅτι ἡ {ϕn}n∈N συγκλίνει κατά σηµεῖον ἐπί τοῦ S στήν ϕ : S → R, τοῦ
n τείνοντος στό ἄπειρο, ἄν γιά κάθε t∈S

lim
n→∞

ϕn(t) = ϕ(t).

Παραδείγµατα

(i) ῎Εστω ἡ ἀκολουθία συναρτήσεων {ϕn}n∈N, ὅπου ϕn : [0, 1] → R, µέ τύπο ϕn(t) = tn.
Προφανῶς

ϕ(t) = lim
n→∞

ϕn(t) =

{
0 ἄν t 6= 1,
1 ἄν t = 1,

κατά σηµεῖο. ῾Η ἀνωτέρω σύγκλιση δέν εἶναι ὁµοιόµορφη στό I ὅπως ϑά προκύψει ἀπό
τήν Πρόταση 3.1.2 ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ. ῾Ωστόσο, εὐκόλως διαπιστοῦται ὅτι ἡ ἀνωτέρω
ἀκολουθία συγκλίνει ὁµοιοµόρφως στό διάστηµα [0, α] γιά κάθε α < 1.

(ii) ῎Εστω ἡ ἀκολουθία συναρτήσεων {ϕn}n∈N, ὅπου ϕn : [0, 1]→R, µέ τύπο

ϕn(t) =





0 ἄν t ∈
[

0,
1

3n

)
,

9n2 t− 3n ἄν t ∈
[

1
3n

,
2

3n

)
,

9n− 9n2t ἄν t ∈
[

2
3n

,
3

3n

)
,

0 ἄν t ∈
[

3
3n

, 1
]

.

Προφανῶς ἡ ϕn(t) τείνει κατά σηµεῖο στήν ταυτοτικῶς µηδενική συνάρτηση ϕ ≡ 0.
῞Οµως ∫ 1

0
ϕn(t) dt = 1 ἐνῶ

∫ 1

0
ϕ(t) dt = 0.

Ἄρα λόγῳ τῆς Προτάσεως 3.1.3, ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ, καί ἐδῶ ἡ σύγκλιση δέν εἶναι
ὁµοιόµορφη. Παρά ταῦτα ἡ σύγκλιση εἶναι ὁµοιόµορφη σέ κάθε διάστηµα [α, 1], ὅπου
α > 0, ἀφοῦ ἰσχύει τελικῶς ὅτι ϕn

∣∣
[α,1] = 0.
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Θά χρειασθοῦµε ἀκόλουθες ἰδιότητες τῆς ὁµοιόµορφης συγκλίσεως ἀκολουθιῶν συναρτή-
σεων:

Πρόταση 3.1.2. ῎Εστω S µή κενό ὑποσύνολο τοῦ R καί {ϕn}n∈N ἀκολουθία συνεχῶν
συναρτήσεων, ϕn : S → R. Ἄν ἡ {ϕn}n∈N συγκλίνει ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ S µέ ὅριο τήν
συνάρτηση ϕ : S → R, τότε ἡ ϕ εἶναι ἐπίσης συνεχής ἐπί τοῦ S. ῎Ητοι :

lim
n→∞

(
lim
t→τ

ϕn(t)
)

= lim
t→τ

(
lim
n→∞

ϕn(t)
)

. (.)

Αποδειξη. ῎Εστω τ ∈ S, ε > 0 καί N = N
(
ε/3

)
, τό ὁποῖο προκύπτει ἀπό τόν ὁρισµό τῆς

ὁµοιόµορφης συγκλίσεως τῆς ἀκολουθίας {ϕn}n∈N, ὁπότε

∣∣ϕN(t)− ϕ(t)
∣∣ <

ε

3
,

γιά κάθε t∈S. ᾿Επειδή ἡ ϕN εἶναι συνεχής στό τ ὑπάρχει δ > 0 ὥστε :

|t− τ| < δ =⇒ ∣∣ϕN(t)− ϕN(τ)
∣∣ <

ε

3
.

῎Εστω τώρα |t− τ| < δ, Τότε

∣∣ϕ(t)− ϕ(τ)
∣∣ ≤ ∣∣ϕ(t)− ϕN(t)

∣∣ +
∣∣ϕN(t)− ϕN(τ)

∣∣ +
∣∣ϕN(τ)− ϕ(τ)

∣∣

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Ἄρα πράγµατι ἡ ϕ εἶναι συνεχής. 2

Παρατήρηση. ῾Η (.) ἀποδεικνύεται ἀκόµη καί στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία οἱ ὅροι τῆς
{ϕn}n∈N δέν εἶναι συνεχεῖς. Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 122.

Πρόταση 3.1.3. ῎Εστω ϕn : [α, β] → R, n∈N, ἀκολουθία συνεχῶν συναρτήσεων, ἡ ὁποία
συγκλίνει ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ [α, β] στήν ϕ : [α, β] → R. Ἄν τ ∈ [α, β] καί ὁρίσοµε τίς
συναρτήσεις

ψn(t) =
∫ t

τ
ϕn(s) ds, t∈ [α, β],

τότε ἡ ἀκολουθία {ψn}n∈N, συγκλίνει ἐπίσης ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ [α, β] στήν ψ, ὅπου

ψ(t) =
∫ t

τ
ϕ(s) ds, t∈ [α, β].

῎Ητοι :
lim
n→∞

(∫ t

τ
ϕn(s) ds

)
=

∫ t

τ

(
lim
n→∞

ϕn(s)
)

ds.
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Αποδειξη. ῎Εστω ὅτι n ≥ N(ε), ὅπου N(ε) συµφώνως πρός τόν ῾Ορισµό 3.1.7. Τότε

|ψn(t)− ψ(t)| =
∣∣∣
∫ t

τ
ϕn(s) ds−

∫ t

τ
ϕ(s) ds

∣∣∣

≤
∫ t

τ
|ϕn(s)− ϕ(s)| ds ≤ ε(β− α).

῎Εχει χρησιµοποιηθεῖ ἡ ἰδιότης τῶν ὁλοκληρωµάτων, ὅτι, ἄν g : [a, b] → R συνεχής, τότε :
∣∣∣
∫ b

a
g(s)

∣∣∣ ≤
∫ b

a

∣∣g(s)
∣∣ ds. (.)

2

Παρατήρηση. ῾Η Πρόταση 3.1.3 ἰσχύει καί στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία ἡ {ϕn}n∈N

ἀποτελεῖ ἀκολουθία ὁλοκληρωσίµων κατά Riemann (ὄχι ἀπαραιτήτως συνεχῶν) συναρτή-
σεων. (Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 122.)

῾Ο ορισµός τῆς ὁµοιόµορφης συγκλίσεως ἀπαιτεῖ τήν γνώση τοῦ ὁρίου. ῎Εχοµε γενικότερα
τόν ὁρισµό (ὁποῖος δέν προϋποθέτει τήν γνώση ὁρίου)

῾Ορισµός 3.1.9. ῎Εστω S µή κενό σύνολο καί {ϕn}n∈N ἀκολουθία συναρτήσεων, ὅπου
ϕn : S → R. Λέγεται ὅτι ἡ {ϕn}n∈N εἶναι ὁµοιοµόρφως ἀκολουθία Cauchy ἐπί τοῦ S, ἄν
γιά κάθε ε > 0 ὑπάρχει N = N(ε) ∈ N ὥστε

m, n > N =⇒ ∣∣ϕm(t)− ϕn(t)
∣∣ < ε γιά κάθε t∈S.

Εὐκόλως διαπιστοῦται ὅτι οἱ ὁρισµοί 3.1.7 καί 3.1.9 εἶναι ἰσοδύναµοι. (Βλέπε Ἄσκηση ..
στήν σελίδα 122.)

Παρατηρῆστε τώρα ὅτι ἡ ἀκολουθία συναρτήσεων

ϕn(t) =
n

∑
k=0

tk

k!
, t∈R,

δέν συγκλίνει ὁµοιοµόρφως ἐφ’ ὅλου τοῦ R. Συγκλίνει ὅµως ὁµοιοµόρφως σέ κάθε ϕραγµένο
ὑποσύνολο τοῦ R.

῾Ορισµός 3.1.10. ῎Εστω S µή κενό σύνολο καί {ϕn}n∈N ἀκολουθία συναρτήσεων, ὅπου
ϕn : S → R. Λέγεται ὅτι ἡ {ϕn}n∈N συγκλίνει τοπικῶς ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ S στήν συνάρτη-
ση ϕ : S → R, ἄν συγκλίνει ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ K, γιά κάθε K συµπαγές ὑποσύνολο τοῦ
S.

Τέλος, σηµαντικό ϱόλο στήν σύγκλιση τῶν προσεγγιστικῶν λύσεων ϑά ἀποτελέσει καί τό
κατωτέρω κριτήριο :
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Πρόταση 3.1.4. (Κριτήριο Weierstrass) ῎Εστω S µή κενό ὑποσύνολο τοῦ R καί {ϕn}n∈N

ἀκολουθία πραγµατικῶν συναρτήσεων µέ πεδίο ὁρισµοῦ τό S γιά τίς ὁποῖες ἰσχύει :

sup
t∈S

∣∣ϕn+1(t)− ϕn(t)
∣∣ ≤ Mn καί

∞

∑
n=1

Mn < ∞.

Τότε ἡ ἀκολουθία {ϕn}n∈N συγκλίνει ὁµοιοµόρφως στό S.

Αποδειξη. Ἀρκεῖ νά δειχθεῖ ὅτι ἡ ἀνωτέρω ἀκολουθία εἶναι ὁµοιοµόρφως Cauchy. ῞Οµως,
λόγῳ τῆς (3.1.4), ἡ ἀκολουθία τῶν µερικῶν ἀθροισµάτων σn = M1 + · · · + Mn, n ∈ N,
συγκίνει. Κατά συνέπειαν, γιά κάθε ε > 0 ὑπάρχει N ὥστε ὁποτεδήποτε m, n > N, τότε

Mm + · · ·+ Mn < ε.

῾Ως ἐκ τούτου ϑά ἔχοµε :

∣∣ϕm(t)− ϕn(t)
∣∣ ≤

n−1

∑
k=m

∣∣ϕk+1(t)− ϕk(t)
∣∣ ≤ Mm + · · ·+ Mn−1 < ε.

γιά κάθε t∈S. 2

᾿Ασκήσεις

.. Ποιές από τίς κατωτέρω συναρτήσεις εἶναι συνεχεῖς Lipschitz στό παραπλεύρως ἀναγραφόµενο διάστηµα:

(i) f (x) = x log |x|, [−1, 1],

(ii) f (x) = |x|1/3, [−1, 1],

(iii) f (x) = |x|1/3, [1, ∞),

(iv) f (x) =
√

1 + x2, [−1, 1],

(v) f (x) =
√

1 + x2, R,

(vi) f (x) = sin x2, R.

.. ∆είξατε ὅτι ἡ συνάρτηση f (x) = |x|1/2 ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz στό διάστηµα [a, +∞) διά
κάθε a > 0.

.. ῎Εστω I κλειστό διάστηµα καί C0,1(I) τό σύνολο τῶν συναρτήσεων οἱ ὁποῖες εἶναι συνεχεῖς Lipschitz στό
I. ∆είξατε ὅτι :

C(I) ⊂ C0,1(I) ⊂ C1(I)

᾿Ιδιαίτερως, δείξατε ὅτι οἱ ἀνωτέρω σχέσεις ἐγκλεισµοῦ εἶναι γνήσιες.

..∗(Συνέχεια) ∆είξατε ὅτι ὁ χῶρος C0,1(I), ὅπου I κλειστό διάστηµα, εἶναι χῶρος Banach ὡς πρός τήν
νόρµα

‖ f ‖ = max
x∈I

| f (x)|+ sup
x,y∈I
x 6=y

∣∣ f (x)− f (y)
∣∣

|x− y| .

Βλέπε ῾Ενότητα 8.3.
Stefan Banach (1892–1945). Πολωνός µαθηµατικός. Τό ὄνοµά του συνδέεται µέ ἀριθµό ϑεµελιωδῶν ἀποτε-

λεσµάτων τῆς Συναρτησιακῆς Ἀναλύσεως. Σηµειωτέον ὅτι ὅταν ὅρισε τούς χώρους Banach, τούς ἐκαλοῦσε
χώρους τύπου B.
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.. ∆είξατε ὅτι ἡ ἀκολουθία συναρτήσεων ϕn(t) = tn συγκλίνει ὁµοιόµορφα στό διάστηµα [−a, a] διά κάθε
a∈ (0, 1).

.. ῎Εστω ὅτι ἡ ἀκολουθία συνεχῶν συναρτήσεων {ϕn}n∈N, ὅπου ϕn : I → R καί I κλειστό διάστηµα,
συγκλίνει ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ I. ῎Εστω f : D → R συνεχής, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2 καί
συνεχής Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή στό κλειστό καί ϕραγµένο σύνολο K, τό ὁποῖο εἶναι
ὑποσύνολο τοῦ D καί περιέχει τά γραφήµατα τῶν ϕn, n∈N. ∆είξατε ὅτι ἡ ἀκολουθία συναρτήσεων

ψn(t) = f
(
t, ϕn(t)

)
, t∈ I,

συγκλίνει τοπικῶς ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ I.

.. (Συνέχεια) ῎Εστω ὅτι ἡ ἀκολουθία συνεχῶν συναρτήσεων {ϕn}n∈N, ὅπου ϕn : I → R καί I διάστηµα,
συγκλίνει τοπικῶς ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ I. ῎Εστω ὅτι f : D → R συνεχής, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο
τοῦ R2 τό ὁποῖο περιέχει τά γραφήµατα τῶν ϕn, n∈N καί τῆς ϕ. ∆είξατε ὅτι ἡ ἀκολουθία συναρτήσεων

ψn(t) = f
(
t, ϕn(t)

)
, t∈ I,

συγκλίνει τοπικῶς ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ I.

.. ῎Εστω ὅτι ἡ ἀκολουθία συνεχῶν συναρτήσεων {ϕn}n∈N, ὅπου ϕn : S → R καί S µή κενό ὑποσύνολο τοῦ
R, συγκλίνει ὁµοιοµόρφως στήν ϕ. Ἄν {tn}n∈N ἀκολουθία σηµείων στό S συγκλίνουσα στό t∈S καί ϕ

συνεχής στό t, δείξατε ὅτι
lim

n→∞
ϕn(tn) = ϕ(t).

᾿Ισχύει τό ἀνωτέρω συµπέρασµα, ἄν ἡ σύγκλιση εἶναι κατά σηµεῖο ;

.. ∆είξατε ὅτι οἱ ῾Ορισµοί 3.1.7 καί 3.1.9 εἶναι ἰσοδύναµοι.

.. ῎Εστω S µή κενό ὑποσύνολο τοῦ R καί {ϕn}n∈N ὁµοιοµόρφως συγκλίνουσα (ἐπί τοῦ S) ἀκολουθία
συναρτήσεων (ὄχι ἀπαραιτήτως συνεχῶν) µέ ὅριο τήν συνάρτηση ϕ. Ἄν γιά κάθε n∈N τό ὅριο

lim
t→τ

ϕn(t) = `n,

ἀποτελεῖ πραγµατικό ἀριθµό, τότε τό ἴδιο συµβαίνει καί γιά τό ὅριο

lim
t→τ

ϕ(t) = `.

᾿Επί πλέον ἰσχύει ὅτι

lim
n→∞

(
lim
t→τ

ϕn(t)
)

= lim
t→τ

(
lim

n→∞
ϕn(t)

)
.

.. ῎Εστω ϕn : [α, β] → R, n∈N, ἀκολουθία συναρτήσεων ὁλοκληρωσίµων κατά Riemann ἡ ὁποία συγκλίνει
ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ [α, β] στήν ϕ : [α, β] → R. Ἄν τ∈ [α, β] καί ὁρίσοµε τίς συναρτήσεις

ψn(t) =
∫ t

τ
ϕn(s) ds, t∈ [α, β],

τότε ἡ ἀκολουθία {ψn}n∈N, συγκλίνει ἐπίσης ὁµοιοµόρϕως ἐπί τοῦ [α, β] στήν ψ, ὅπου

ψ(t) =
∫ t

τ
ϕ(s) ds, t∈ [α, β].

.. ∆είξατε ὅτι ἡ ἀκολουθία ϕn(t) =
n

∑
k=0

tk

k!
συγκλίνει τοπικῶς ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ R.
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.. ῎Εστω I ἀνοικτό διάστηµα καί {ϕn}n∈N ἀκολουθία συνεχῶν συναρτήσεων τοπικῶς ὁµοιοµόρφως συγ-
κλίνουσα ἐπί τοῦ I. Ἄν τ∈ I καί

ψn(t) =
∫ t

τ
ϕn(s) ds, t∈ I,

τότε ἡ ἀκολουθία {ψn}n∈N, συγκλίνει ἐπίσης τοπικῶς ὁµοιοµόρϕως ἐπί τοῦ I στήν

ψ(t) =
∫ t

τ
ϕ(s) ds, t∈ I.

.. Χρησιµοποιῶντας τό Κριτήριο Weierstrass δείξατε ὅτι τό ἄθροισµα
∞

∑
n=1

sin nx
n2 ὁρίζει συνεχῆ συνάρτηση

σ’ ὅλο τό R. ∆είξατε ὅτι καί τό ἄθροισµα
∞

∑
n=0

tn sin nt
n!

ὁρίζει συνεχῆ συνάρτηση σ’ ὅλο τό R.

.. ᾿Εξετάστε κατά πόσον τό ἄθροισµα
∞

∑
n=1

1
n

sin
( x

n

)
ὁρίζει συνεχῆ συνάρτηση.

3.2 ῞Υπαρξη καί Μοναδικότης

῾Η ἀναδροµική διαδικασία Picard ϑά µᾶς ὁδηγήσει στό πρῶτο ἀποτέλεσµα ῾Υπάρξεως καί
Μοναδικότητος λύσεων, ὅταν ἡ ϱοή ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη
µεταβλητή. ᾿Εν συνεχείᾳ, ϑά δοῦµε καί δυνατότητα κατασκευῆς λύσεως ἀκόµη κι’ ἄν δέν
πληροῦται ἡ συνθήκη Lipschitz.

3.2.1 ᾿Αναδροµική ἀκολουθία Picard

Στό ϑεώρηµα ὑπάρξεως καί µοναδικότητος, ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

ϑά προκύψει ὡς ὅριο συναρτήσεων, οἱ ὁποῖες ἀποτελοῦν προσεγγιστικές λύσεις καί τίς ὁποῖες
ὁρίζει ἡ κατωτέρω ἀναδροµική ἀκολουθία :

ϕ0(t) = ξ, ϕn+1(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕn(s)

)
ds, n ∈ N,

γνωστή ὡς ἀναδροµική ἀκολουθία Picard. ῾Η ἀνωτέρω ἀναδροµική κατασκευή ὀνοµάζε-
ται ἐπαναληπτική διαδικασία Picard (Picard iteration). Αὐτό τό ὁποῖο ϑά χρειασθεῖ νά
ἀποδείξοµε εἶναι ὅτι ἡ ἀνωτέρω ἀκολουθία συναρτήσεων, ὅταν περιορισθεῖ σέ κατάλληλο
κλειστό διάστηµα, συγκλίνει σέ µιά συνάρτηση ϕ, ἡ ὁποία ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος
Τήν διαδικασία αὐτή πιθανότατα ἐγνώριζε καί ὁ Cauchy ἀλλά ἐδηµοσιεύθη διά πρώτη ϕορά ἀπό τόν Liouville

στό περιοδικό J. de Math. (1838), σέ κάποια ὅµως εἰδική της µορφή. Φέρει δέ τό ὄνοµα τοῦ Picard, ὁ ὁποῖος
τήν ἀνέπτυξε στήν γενικότερή της µορφή

(
J. de Math. (1893)

)
. Μέσῳ τῆς ἀναδροµικῆς αὐτῆς διαδικασίας λαµ-

ϐάνονται συγκλίνουσες σέ λύση ἀκολουθίες διαδοχικῶν προσεγγίσεων λύσεων, ὄχι µόνον προβληµάτων ἀρχικῶν
τιµῶν συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων, ἀλλά καί ἐξελικτικῶν προβληµάτων µερικῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων.
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ἀρχικῶν τιµῶν. Εἰδικότερα, ὅτι ἱκανοποιεῖ τήν ὁλοκληρωτική του µορφῆς. Συγκεκριµένα, ἄν
ἀποδειξοµε ὅτι ὑπάρχει κλειστό διάστηµα I, στό ὁποῖο ἡ ἀνωτέρω ἀκολουθία συναρτήσεων
συγκλίνει ὁµοιοµόρφως, τότε ϑά ἔχοµε τόν ἑξῆς συλλογισµό:

ϕn(t) −→ ϕ(t)

=⇒ f
(
t, ϕn(t)

) −→ f
(
t, ϕ(t)

)

=⇒ ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕn(s)

)
ds −→ ξ +

∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds

=⇒ ϕn+1(t) −→ ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds

ὅπου ὅλες οἱ ἀνωτέρω συγκλίνουν ὁµοιοµόρφως στό I. ᾿Επειδή ὅµως οἱ ἀκολουθίες {ϕn}n∈N

καί {ϕn+1}n∈N συγκλίνουν στό ἴδιο ὅριο, τότε :

ϕ(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds. (.)

῞Οπερ σηµαίνει ὅτι ἡ ὁλοκληρωτική µορφή τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν ϑά εἶχε λύση µία
συνεχῆ συνάρτηση, ἡ ὁποία ὅµως ὑποχρεοῦται νά εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη, δεδοµένου ὅτι
τό δεξιό µέλος τῆς (.) ἀποτελεῖ συνεχῶς διαφορίσιµη συνάρτηση. ᾿Ισοδύναµα, τό πρόβληµα
ἀρχικῶν τιµῶν ϑά εἶχε λύση. Σηµειωτέον ὅτι ἐφ’ ὅσον ἡ ϕ ἱκανοποιεῖ τήν (.) ὑποχρεωτικῶς,
ἐκτός ἀπό συνεχής, ϑά εἶναι καί συνεχῶς διαφορίσιµη. (Γιατί ;)

Παράδειγµα. ῎Εστω τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = t + x,
x(0) = 1.

(.)

῾Η ἐπαναληπτική µέθοδος Picard δηµιουργεῖ τήν ἑξῆς ἀναδροµική ἀκολουθία συναρτήσεων:
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ϕ0(t) = ξ = 1,

ϕ1(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ0(s)

)
ds = 1 +

∫ t

0
(s + 1) ds

= 1 + t +
t2

2
,

ϕ2(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ1(s)

)
ds = 1 +

∫ t

0

(
s + 1 + s +

s2

2

)
ds

= 1 + t + t2 +
t3

6
,

ϕ3(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ2(s)

)
ds = 1 +

∫ t

0

(
s + 1 + s + s2 +

s3

6

)
ds

= 1 + t + t2 +
t3

3
+

t4

24
,

ϕ4(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ3(s)

)
ds

= 1 +
∫ t

0

(
s + 1 + s + s2 +

s3

3
+

s4

24

)
ds

= 1 + t + t2 +
t3

3
+

t4

12
+

t5

120
.

᾿Επαγωγικῶς δύναται νά ἀποδειχθεῖ ὅτι :

ϕn(t) = 1 + t + 2
(

t2

2!
+

t3

3!
+ · · ·+ tn

n!

)
+

tn+1

(n+1)!

= 2
n

∑
k=0

tk

k!
− 1− t +

tn+1

(n+1)!
(.)

καί τελικῶς :

lim
n→∞

ϕn(t) = 1 + t + 2
(
et − 1− t

)

= 2et − 1− t.

῾Η ἀνωτέρω σύγκλιση, εἶναι ὁµοιόµορφη σέ κάθε ϕραγµένο ὑποσύνολο τοῦ R. Πράγµατι,
ἔστω [a, b] ⊂ R, τότε [a, b] ⊂ [−`, `], ὅπου ` = max{|a|, |b|}. ῾Οπότε στό διάστηµα [−`, `]
ἔχοµε ὅτι

∣∣ϕn+1(t)− ϕn(t)
∣∣ ≤ |t|n

n!
+

|t|n+1

(n + 1)!
≤ `n

n!
+

`n+1

(n + 1)!
= Mn,

καί
∞

∑
n=1

Mn ≤ 2e`.
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Ἄρα, λόγῳ τοῦ κριτηρίου Weierstrass, ἡ {ϕn}n∈N συγκλίνει ὁµοιοµόρφως στό αὐθαιρέ-
τως ἐπιλεγέν κλειστό διάστηµα [a, b]. ῎Ητοι, ἡ ἀκολουθία συναρτήσεων {ϕn}n∈N, συγκλίνει
τοπικῶς ὁµοιοµόρφως στό R. Τό ὁµοιόµορφο ὅριο ϕ(t) = 2et − 1 − t, ἀποτελεῖ λύση
τοῦ (.). Μάλιστα, τήν µοναδική ὅπως εἶναι ἤδη γνωστό ἀπό τήν Πρόταση 2.1.1, στήν
σελίδα 59. Σηµειωτέον ὅτι ἡ ἀκολουθία {ϕn}n∈N δέν συγκλίνει ὁµοιοµόρφως στό R διότι
supt∈R |ϕn+1(t)− ϕn(t)| = ∞.

3.2.2 Θεώρηµα ῾Υπάρξεως καί Μοναδικότητος

Στήν παροῦσα ὑποενότητα ϑά δοῦµε πῶς ἡ ἱκανοποίηση τῆς συνθήκης Lipschitz ὡς πρός τήν
δεύτερη µεταβλητή τῆς συναρτήσεως ϱοῆς, ἐξασφαλίζει ταυτοχρόνως, ῞Υπαρξη καί Μοναδι-

κότητα λύσεων σέ προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν.

-

6
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O ττ−α τ+ατ−γ τ+γ t

ξ

ξ+β

ξ−β

x

x−ξ=
M(t−

τ)

x−
ξ=−M(t−

τ)

Σχῆµα .: Τό πεδίο ὁρισµοῦ τῆς λύσεως

Θεώρηµα 3.2.1. (Picard–Lindelöf ) ῎Εστω f : D→R συνεχής, ὅπου D ὑποσύνολο τοῦ
R2 ἀνοικτό,

K = [τ − α, τ + α]× [ξ − β, ξ + β] ⊂ D,

γιά κάποια α, β ϑετικά, καί
M = max

(t,x)∈K
| f (t, x)|.

᾿Επίσης, ἔστω ὅτι ἡ f ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή στό
K, δηλαδή ∣∣ f (t, x1)− f (t, x2)

∣∣ ≤ L |x1 − x2|,
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γιά κάθε (t, x1), (t, x2) ∈ K. Τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ἔχει λύση ϕ ὁριζόµενη στό διάστηµα I = [τ − γ, τ + γ], ὅπου

γ = min
{

α,
β

M

}
. (.)

῾Η ϕ προκύπτει ὡς ὁµοιόµορφο ὅριο τῆς ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας Picard στό I, ἡ ὁποία
ὁρίζεται ὡς

ϕ0(t) = ξ καί ϕn+1(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕn(s)

)
ds,

γιά κάθε n ∈N καί t ∈ I. ᾿Επί πλέον τό (3.7) ἀπολαµβάνει µοναδικότητος στό διάστηµα
I = [τ − γ, τ + γ].

Παρατήρηση. Στήν ἐκφυλισµένη περίπτωση ὅπου M = sup(t,x)∈K

∣∣ f (t, x)
∣∣ = 0, ϑέτοµε

γ = α. Στήν περίπτωση αὐτή τό (.) ἔχει ὡς λύση τήν σταθερή συνάρτηση.

Αποδειξη.

[Α] ῞Υπαρξη:

[Α.1] ῾Η ἀκολουθία Picard εἶναι καλῶς ὁρισµένη. Κατασκευάζοµε σέ πρῶτο στάδιο λύση στό
διάστηµα [τ, τ + γ]. ῾Ορίζοµε λοιπόν στό διάστηµα [τ, τ + γ] τήν ἀκολουθία Picard:

ϕ0(t) = ξ καί ϕn+1(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕn(s)

)
ds, (.)

γιά κάθε n ∈ N. Στόχος µας εἶναι νά ἀποδειχθεῖ ὅτι ἡ ἀνωτέρω ἀναδροµική ἀκολουθία
συγκλίνει ὁµοιοµόρφως στό [τ, τ + γ]. Κατ’ ἀρχάς ϑά πρέπει νά δειχθεῖ ὅτι ἡ ἀκολουθία
συναρτήσεων {ϕn(t)}n∈N, ὁρίζεται καλῶς στό διάστηµα [τ, τ + γ]. Συγκεκριµένα, ὅτι τό
δεξιό µέλος τῆς (.) ἔχει ἔννοια γιά κάθε n∈N. ῞Οπερ σηµαίνει ὅτι ϑά πρέπει νά ἀποδειχθεῖ
ὅτι τό Ϲεῦγος

(
s, ϕn(s)

)
ἀνήκει στό πεδίο ὁρισµοῦ τῆς f γιά κάθε s∈ [τ, τ + γ] καί n∈N.

Πρός τοῦτο ἀρκεῖ νά ἀποδειχθεῖ ὅτι
(
s, ϕn(s)

)∈K γιά κάθε s∈ [τ, τ + γ],

γιά κάθε n∈N, τό ὁποῖο σηµαίνει ὅτι

ϕn(s) ∈ [ξ − β, ξ + β] γιά κάθε s ∈ [τ, τ + γ].

᾿Ισοδύναµα: ∣∣ϕn(s)− ξ
∣∣ ≤ β γιά κάθε s ∈ [τ, τ + γ]. (.)
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῾Η (.) ϑά ἀποδειχθεῖ ἐπαγωγικῶς, καί ὅπως ϑά ϕανεῖ, τό γ ἐπελέγη γι’ αὐτόν ἀκριβῶς τό
λόγο, ὅπως ϕαίνεται ἀπό τήν (.).

Γιά n = 0, ἔχοµε ὅτι ϕ0(t) = ξ, ὁπότε ἡ (.) ἰσχύει. ῎Εστω ὅτι ἡ (.) ἰσχύει γιά n = k
ὁπότε ∣∣ϕk(s)− ξ

∣∣ ≤ β γιά κάθε s ∈ [τ, τ + γ].

῾Εποµένως ἡ ϕk+1 ὁρίζεται καλῶς στό διάστηµα [τ, τ + γ] καί ϑά ἔχοµε

ϕk+1(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕk(s)

)
ds γιά κάθε t ∈ [τ, τ + γ].

Ἄρα :

|ϕk+1(t)− ξ| =
∣∣∣
∫ t

τ
f
(
s, ϕk(s)

)
ds

∣∣∣ ≤
∫ t

τ

∣∣ f
(
s, ϕk(s)

)∣∣ ds

≤ M(t− τ) (.)

≤ Mγ

≤ β. (.)

῾Η (.) ἰσχύει διότι
∣∣ f

(
s, ϕk(s)

)∣∣ ≤ M στο K. ᾿Ενῶ ἡ (.) ἀποτελεῖ συνέπεια τῆς (.).
᾿Εν τέλει λοιπόν ἔχοµε

ϕk+1(t) ∈ [ξ − β, ξ + β], γιά κάθε t ∈ [τ, τ + γ].

Συνεπῶς, ἡ ἐπαγωγική µέθοδος ἐφαρµόζεται καί ἡ {ϕn}n∈N ὁρίζεται καλῶς.

[Α.2] ῾Η ἀκολουθία {ϕn}n∈N συγκλίνει ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ I. Θά µελετήσοµε κατ’ ἀρχάς
τήν περίπτωση ὅπου t∈ [τ, τ + γ]. ῎Εχοµε :

∣∣ϕn+1(t)− ϕn(t)
∣∣ =

∣∣∣
∫ t

τ

(
f
(
s, ϕn(s)

)− f
(
s, ϕn−1(s)

))
ds

∣∣∣

=
∫ t

τ

∣∣ f
(
s, ϕn(s)

)− f
(
s, ϕn−1(s)

)∣∣ ds

= L
∫ t

τ

∣∣ϕn(s)− ϕn−1(s)
∣∣ ds,

ὅπου ἡ τελευταία ἀποτελεῖ συνέπεια τῆς συνθήκης Lipschitz. Εἰδικότερα γιά n = 0 ἰσχύει
ὅτι :

∣∣ϕ1(t)− ϕ0(t)
∣∣ =

∣∣ϕ1(t)− ξ
∣∣ =

∣∣∣
∫ t

τ
f
(
s, ϕ0(s)

)
ds

∣∣∣

= M(t− τ).
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῾Οµοίως γιά n = 1 ἰσχύει :

∣∣ϕ2(t)− ϕ1(t)
∣∣ ≤ L

∫ t

τ

∣∣ϕ1(s)− ϕ0(s)
∣∣ ds ≤ L

∫ t

τ
M(s− τ) ds

=
ML

2
(t− τ)2.

᾿Επαγωγικῶς, ἔχοµε

∣∣ϕn+1(t)− ϕn(t)
∣∣ ≤ L

∫ t

τ

∣∣ϕn(s)− ϕn−1(s)
∣∣ ds ≤ L

∫ t

τ

MLn−1(s− t)n

n!
ds

=
M
L

Ln+1(t− τ)n+1

(n + 1)!
.

῞Οπως ϑά δοῦµε, ἡ ὁµοιόµορφη σύγκλιση στό διάστηµα [τ, τ + γ], ϑά προκύψει ἀπό τό
Κριτήριο Weierstrass, (Πρόταση 3.1.4 στήν σελίδα 121.) Στήν ἀναδροµική ἀκολουθία ἡ
ὁποία κατασκευάσθηκε ἐπί τοῦ διαστήµατος [τ, τ + γ] ἔχοµε :

∣∣ϕn+1(t)− ϕn(t)
∣∣ ≤ M

L
Ln+1(t− τ)n+1

(n + 1)!
≤ M

L
(Lγ)n+1

(n + 1)!
= Mn,

ἐνῶ
∞

∑
n=0

Mn =
M
L

(eLγ − 1) < ∞.

Ἄρα ϐάσει τοῦ Κριτηρίου Weierstrass (Πρόταση 3.1.4 ), ἡ {ϕn}n∈N συγκλίνει ὁµοιοµόρφως
στό [τ, τ + γ].

[Α.3] Τό ὅριο τῆς ἀκολουθίας Picard ἀποτελεῖ λύση τοῦ (.). ῎Εστω ϕ : [τ, τ + γ] −→ R,
τό ὅριο αὐτῆς τῆς ἀκολουθίας. ῾Η ὁµοιόµορφη σύγκλιση τῆς ἀκολουθίας ἔχει τίς ἀκόλουθες
συνέπειες :

(i) ῾Η ϕ εἶναι συνεχής, ὡς ὁµοιόµορφο ὅριο συνεχῶν συναρτήσεων. (Βλέπε Πρόταση 3.1.2
στήν σελίδα 119.)

(ii) ῾Η ἀκολουθία συναρτήσεων ψn(t) = f
(
t, ϕn(t)

)
, συγκλίνει ἐπίσης ὁµοιοµόρϕως, στό

[τ, τ + γ], µέ ὅριο τήν συνάρτηση ψ(t) = f
(
t, ϕ(t)

)
διότι

∣∣ f
(
t, ϕn(t)

)− f
(
t, ϕ(t)

)∣∣ ≤ L
∣∣ϕn(t)− ϕ(t)

∣∣.

(iii) ῾Η κατωτέρω σύγκλιση

ζn(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕn(s)

)
ds

−→ ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds = ζ(t),

εἶναι ἐπίσης ὁµοιόµορφη στό [τ, τ + γ], λόγῳ τῆς Προτάσεως 3.1.3 στήν σελίδα 119.
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῞Οµως ζn = ϕn+1 καί ἐπειδή
lim
n→∞

ϕn = lim
n→∞

ϕn+1,

τότε ζ(t) = ϕ(t). Αὐτό συνεπάγεται ὅτι :

ϕ(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds γιά κάθε t ∈ [τ, τ + γ]. (.)

Ἄρα ἡ ϕ(t) ἱκανοποιεῖ τήν ὁλοκληρωτική µορφή τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.).
᾿Επίσης, τό δεξιό µέλος τῆς (.) ἀποτελεῖ συνεχῶς διαφορίσιµη συνάρτηση, ὡς ἀόριστο
ὁλοκλήρωµα συνεχοῦς. Συνεπῶς, ἡ ϕ(t) εἶναι λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν στό
διάστηµα [τ, τ + γ]. ῾Η κατασκευή τῆς λύσεως στό διάστηµα [τ − γ, τ] πραγµατοποιεῖται
ἀναλόγως. (Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 135.)

[Β] Μοναδικότης:

῎Εστω ψ : J → R ἄλλη λύση τοῦ ἰδίου προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν, ὅπου J ἀνοικτό διάστηµα
καί τ ∈ J. Θά πρέπει νά δείξοµε ὅτι οἱ ϕ καί ψ ταυτίζονται στό J ∩ [τ − γ, τ + γ]. Χωρίς
ϐλάβη τῆς γενικότητος ὑποθέτοµε ὅτι J ⊂ [τ − γ, τ + γ]. Θά δείξοµε κατ’ ἀρχάς ὅτι

ξ − β ≤ ψ(t) ≤ ξ + β γιά κάθε t ∈ J,

ἤ ἰσοδύναµα ὅτι (
t, ψ(t)

) ∈ K γιά κάθε t ∈ J.

Ἄν αὐτό δέν συνέβαινε, τότε ϑά ὑπῆρχε t1 ∈ J ὥστε ψ(t1) > ξ + β ἤ ψ(t1) < ξ − β.
῾Υποθέτοµε ὅτι t1 > τ. (Ἀναλόγως πράττοµε ὅταν t1 < τ.) ∆υνάµεθα σέ µία τέτοια περίπτωση
νά ὁρίσοµε τό τελευταῖο t ὥστε

(
t, ψ(t)

)∈K. Θέτοµε :

S =
{

t ∈ [τ, τ + γ] : ψ|[τ,t] ⊂ K
}

.

Τό S εἶναι µή κενό διότι τ∈S καί ϕράσσεται ἄνω ἀπό τό t1, καί ὡς ἐκ τούτου ἔχει ἐλάχιστο
ἄνω ϕράγµα, ἔστω τ∗ = sup S. Προφανῶς τ∗ < t1 ≤ τ + γ. ᾿Επαφίεται στόν ἀναγνώστη νά
δείξει ὅτι :

(i) ψ|[τ,τ∗] ⊂ K.

(ii) ψ(τ∗) = ξ − β ἤ ψ(τ∗) = ξ + β.

Λόγῳ τῆς (i)

∣∣ψ(t)− ξ
∣∣ =

∣∣∣
∫ t

τ
f
(
s, ψ(s)

)
ds

∣∣∣ ≤
∫ t

τ

∣∣ f
(
s, ϕ(s)

)∣∣ ds ≤ M(t− τ),

γιά κάθε t∈ [τ, τ∗]. Συνδυάζοντας τήν ἀνωτέρω καί τήν (ii) λαµβάνοµε

β =
∣∣ψ(τ∗)− ξ

∣∣ ≤ M(τ∗ − τ) < Mγ.
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Ἄτοπο διότι γ ≤ M/β. ῎Εχοντας δείξει ὅτι ψ|J ⊂ K, ἀποδεικνύοµε τήν µοναδικότητα, κατ’
ἀρχάς στό διάστηµα [τ, τ + γ]. ῾Η ἀπόδειξη τῆς µοναδικότητος στό [τ−γ, τ] πραγµατοποιεῖ-
ται ἀναλόγως. (Βλέπε Ἄσκηση ...)

Θά δείξοµε λοιπόν ὅτι οἱ ϕ καί ψ ταυτίζονται στό J τό ὁποῖο ἔχει ὑποτεθεῖ ὑποσύνολο τοῦ
I = [τ − γ, τ + γ]. Γιά κάθε t∈ [τ, τ + γ] ∩ J ἔχοµε :

ϕ(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds, ψ(t) = ξ +

∫ t

τ
f
(
s, ψ(s)

)
ds. (.)

῞Οµως, τά γραφήµατα τῶν ϕ καί ψ, περιορισµένων στό [τ, τ + γ] ∩ J, περιέχονται στό K,
στό ὁποῖο ἱκανοποιεῖται ἡ συνθήκη Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή µέ σταθερά L.
Ἀφαιρῶντας τίς ϕ καί ψ στήν (.), λαµβάνοµε

∣∣ϕ(t)− ψ(t)
∣∣ =

∣∣∣
∫ t

τ

(
f
(
s, ϕ(s)

)− f
(
s, ψ(s)

))
ds

∣∣∣ ≤
∫ t

τ

∣∣ f (s, ϕ(s)
)− f

(
s, ψ(s)

)∣∣ ds

≤ L
∫ t

τ

∣∣ϕ(s)− ψ(s)
∣∣ ds. (.)

Κατά συνέπειαν, ἄν ϑέσοµε

d(t) =
∫ t

τ
|ϕ(s)− ψ(s)| ds, (.)

ϑά ἔχοµε ὅτι ἡ d εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη καθώς καί ὅτι

d(t) ≥ 0, γιά κάθε t ≥ τ. (.)

Ἀπό τήν (.) προκύπτει ὅτι :

d′(t) =
∣∣ϕ(t)− ψ(t)

∣∣ ≤ L
∫ t

τ

∣∣ϕ(s)− ψ(s)
∣∣ ds = L d(t).

Συνεπῶς γιά κάθε t∈ [τ, τ + γ] ∩ J ϑά ἔχοµε τίς ἰσοδυναµίες :

d′(t)− L d(t) ≤ 0 ⇐⇒ e−Lt(d′(t)− L d(t)
) ≤ 0

⇐⇒ (
e−Ltd(t)

)′ ≤ 0,

ὁπότε ὁλοκληρώνοντας τήν τελευταία στό διάστηµα [τ, t] λαµβάνοµε

e−Ltd(t)− e−Lτd(τ) ≤ 0 · (t− τ) (.)

καί ἐπειδή λόγῳ τῆς (.), d(τ)=0, ἡ (.) λαµβάνει τήν µορφή

d(t) ≤ 0. (.)

Συνδυάζοντας τήν (.) µέ τήν (.) ϑά ἔχοµε d(t) = 0 γιά κάθε t∈ [τ, τ + γ] καί συνεπῶς
d′(t) =

∣∣ϕ(t)− ψ(t)
∣∣ = 0. Ἄρα οἱ δύο λύσεις ταυτίζονται στό [τ, τ + γ]. ὅ.ἔ.δ.

῾Η ἀποδεικτική διαδικασία τήν ὁποία ἀκολουθήσαµε µᾶς ἐπιτρέπει νά διατυπώσοµε τό
ἀκόλουθο πόρισµα:
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Πόρισµα 3.2.2. ῎Εστω f : D → R συνεχής, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2. Ἄν ἡ f
εἶναι διαφορίσιµη ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή x στό D καί

fx =
∂ f
∂x
∈ C(D),

τότε τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν {
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ἔχει λύση γιά κάθε (τ, ξ)∈D. Τό δέ (3.20) ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος.

Αποδειξη. Ἀφοῦ (τ, ξ)∈D καί D ἀνοικτό, ὑπάρχουν α, β > 0, ὥστε

K = [τ − α, τ + α]× [ξ − β, ξ + β] ⊂ D.

Ἄν L = max(t,x)∈K | fx(t, x)|, τότε ἡ f ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη
µεταβλητή µέ σταθερά L καί λόγῳ τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1 τό (.) ἔχει µοναδική λύση στό
[τ − γ, τ + γ], ὅπου γ = min{α, β/M} καί M = max(t,x)∈K | f (t, x)|. 2

3.2.3 Τοπική συνθήκη Lipschitz καί καθολική µοναδικότης

Τό Θεώρηµα 3.2.1 ἔχει τοπική ἰσχύ. Κατασκευάζει λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
σέ µιά περιοχή τοῦ ἀρχικοῦ χρόνου, ἐν γένει κατά πολύ µικρότερη ἀπ’ αὐτήν στήν ὁποία τό
πρόβληµα ἔχει λύση καί ἀποφαίνεται γιά τήν µοναδικότητα λύσεων µόνο στό συγκεκριµένο
διάστηµα. Στήν παροῦσα ὑποενότητα ϑά δοῦµε πῶς δύναται νά καταστεῖ ἡ µοναδικότης
καθολική. Στήν ἀπόδειξη τῆς µοναδικότητος, ἐχρησιµοποιήθη τό γεγονός ὅτι ἡ συνάρτηση
ϱοῆς f ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz σέ κάποιο συµπαγές ὑποσύνολο K τοῦ πεδίου
ὁρισµοῦ D τῆς f . Συγκεκριµένα, ὑποθέσαµε ὅτι ὑπάρχει L > 0, τέτοιο ὥστε, γιά κάθε
(t, x1), (t, x2) στό K νά ἰσχύει ὅτι

∣∣ f (t, x1)− f (t, x2)
∣∣ ≤ L |x1 − x2|.

Ἀπαίτηση ἀπό τήν f νά ἱκανοποιεῖ τήν ἀνωτέρω ἀνισότητα γιά κάθε (t, x1), (t, x2) στό D, καί
ἰδιαιτέρως µέ τήν ἴδια σταθερά L γιά ὅλο τό D, ϑά ἦταν ὑπερβολική.

Γιά παράδειγµα στήν γραµµική ἐξίσωση x′ = tx, δέν ἱκανοποιεῖται τέτοια καθολική συν-
ϑήκη Lipschitz, παρά τό γεγονός ὅτι οἱ λύσεις τῶν ἀντιστοίχων προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν
ἀπολαµβάνουν καθολικῆς ὑπάρξεως καί µοναδικότητος.

Λογικότερη ἀπαίτηση ἀποτελεῖ ἡ τοπική ἱκανοποίηση τῆς συνθήκης Lipschitz. (Βλέπε ῾Ορισ-
µό 3.1.6.) Τοπικῶς Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή εἶναι ὅλες οἱ συναρτήσεις
ϱοῆς τῶν ὁποίων ἡ µερική παράγωγος ὡς πρός x εἶναι συνεχής στό πεδίο ὁρισµοῦ της D.
᾿Ιδιαιτέρως, ἄν K = [τ − α, τ + α]× [ξ − β, ξ + β] ⊂ D, τότε

∣∣ f (t, x1)− f (t, x2)
∣∣ ≤ LK |x1 − x2, |, (.)
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γιά κάθε (t, x1), (t, x2) ∈ K, ὅπου

LK = max
(t,x)∈K

∣∣ fx(t, x)
∣∣.

῾Η (.) ἀποτελεῖ συνέπεια τοῦ Θεωρήµατος τῆς Μέσης Τιµῆς. ῎Εχοµε λοιπόν κατ’ ἄρχάς τό
κατωτέρω ἀποτέλεσµα τό ὁποῖο ἀποτελεῖ ἄµεση συνέπεια τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1:

Πόρισµα 3.2.3. ῎Εστω f : D → R, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2, συνεχής καί τοπικῶς
Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή x. Τότε γιά κάθε (τ, ξ) στό D, ὑπάρχει διάστηµα
I, τ∈ I, στό ὁποῖο τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

{
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

ἀπολαµβάνει ὑπάρξεως καί τοπικῆς µοναδικότητος λύσεων. 2

᾿Ιδιαιτέρως ὅµως ἔχοµε τό κατωτέρω ἰσχυρό ἀποτέλεσµα καθολικῆς µοναδικότητος :

Πρόταση 3.2.4. ῎Εστω f : D → R συνεχής, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2 καί f
ἱκανοποιεῖ τοπικῶς τήν συνθήκη Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή. Τότε γιά κάθε
(τ, ξ)∈D τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ,

(.)

ἀπολαµβάνει καθολικῆς µοναδικότητος.

Πρωτη Αποδειξη. Λόγῳ τοῦ Πορίσµατος 3.2.3, διά κάθε (τ, ξ) ∈ D, τό πρόβληµα ἀρχι-
κῶν τιµῶν (.) ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος. Συνεπῶς, ἐξ αἰτίας τῆς Προτάσεως
1.7.2 στήν σελίδα 43, ὅλα τά ἀνωτέρω προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν ἀπολαµβάνουν καθολικῆς
µοναδικότητος. 2

∆ευτερη Αποδειξη. ῾Η ἀπόδειξη αὐτή πραγµατοποιεῖται χωρίς τήν χρήση τῆς Προτάσεως
1.7.2. ῎Εστω I = (α, β), ὅπου α, β ∈ R ∪ {−∞, +∞}. Θά ἀποδειχθεῖ κατ’ ἀρχάς ὅτι οἱ
λύσεις ταυτίζονται στό [τ, β). ῾Η ἀπόδειξη στό (α, τ] πραγµατοποιεῖται ἀναλόγως. ῎Εστω

S =
{

t ∈ I : ϕ1(s) = ϕ2(s) γιά κάθε s ∈ [τ, t)
}

.

Τό S εἶναι µή κενό διότι συµφώνως πρός τό Θεώρηµα 3.2.1 δυνάµεθα νά κατασκευάσοµε
διάστηµα [τ − γ, τ + γ] ὅπου ὑπάρχει µοναδική λύση. Ἄν οἱ ϕ1, ϕ2 δέν ταυτίζονται, τότε
ϑά ὑπάρχει t1 > t, ὥστε ϕ1(t1) 6= ϕ2(t1) καί ὡς ἐκ τούτου τό t1 ϑά εἶναι ἄνω ϕράγµα τοῦ S.
῎Εστω t2 τό ἐλάχιστο ἄνω ϕράγµα τοῦ S. Τότε τ < t2 ≤ t1. ᾿Επίσης

ϕ1
∣∣
[τ,t2)

= ϕ2
∣∣
[τ,t2)

,
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λόγῳ τοῦ ὅτι τό t2 ἀποτελεῖ ἐλάχιστο ἄνω ϕράγµα. ᾿Επειδή ὅµως οἱ ϕ1, ϕ2 ὁρίζονται στό t2,
ὑποχρεωτικῶς ϑά εἶναι συνεχεῖς στό t2. ῾Εποµένως ϑά ἔχοµε :

ϕ1(t2) = lim
t→t−2

ϕ1(t) = lim
t→t−2

ϕ2(t) = ϕ2(t2).

῎Εστω η = ϕ1(t2). Τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(t2) = η,

(.)

ἔχει µοναδική λύση σέ κάποιο κλειστό διάστηµα τῆς µορφῆς [t2 − δ, t2 + δ], ὅπου δ ϑετικό,
ϐάσει τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1. ῾Εκάστη τῶν ϕ1, ϕ2 ἀποτελοῦν λύσεις τοῦ (.). Ἄρα οἱ ϕ1,
ϕ2 ταυτίζονται καί πέραν τοῦ t2. Ἄτοπο. 2

Ἄµεση συνέπεια τῆς ἀποτέρω προτάσεως ἀποτελεῖ τό ἀκόλουθο πόρισµα:

Πόρισµα 3.2.5. ῎Εστω f : D → R συνεχής, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2. Ἄν ἡ f
εἶναι διαφορίσιµη ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή x στό D καί fx∈C(D), τότε τό πρόβληµα
ἀρχικῶν τιµῶν {

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

ἀπολαµβάνει καί καθολικῆς µοναδικότητος γιά κάθε (τ, ξ∈D). 2

᾿Ασκήσεις

.. ᾿Εξηγῆστε πῶς προκύπτει ἐπαγωγικῶς ὁ τύπος (.).

.. Νά ϐρεθεῖ ὁ γενικός τύπος τῆς ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας Picard γιά τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = 2x + 1,
x(0) = 0.

Ἀποδείξατε ὅτι ἡ ἀκολουθία αὐτή συγκλίνει ὁµοιοµόρφως σέ κάθε κλειστό διάστηµα, καί τό ὅριό της
ἀποτελεῖ τήν µοναδική λύση τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν.

.. Νά κάνετε τό ἴδιο γιά τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′ = α(t)x,
x(τ) = ξ,

ὅπου α ∈ C(I) καί I ἀνοικτό διάστηµα µέ τ ∈ I. Σέ ποιά διαστήµατα συγκλίνει ἡ ἀκολουθία Picard
ὁµοιοµόρφως ;

Υποδειξη. ῾Ο γενικός τύπος τοῦ ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας Picard εἶναι

ϕn(t) =
(

1 + A(t) +
1
2

A2(t) + · · ·+ 1
n!

An(t)
)

ξ,

ὅπου A(t) =
∫ t

τ
α(s) ds.
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.. Νά κάνετε τό ἴδιο γιά τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′ = α(t)x + β(t),
x(τ) = ξ,

ὅπου α, β∈C(I) καί I ἀνοικτό διάστηµα µέ τ ∈ I. Σέ ποιά διαστήµατα συγκλίνει ἡ ἀκολουθία Picard
ὁµοιοµόρφως ;

Υποδειξη. ῾Ο γενικός τύπος τῆς Ϲητούµενης ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας Picard εἶναι (γιά n ≥ 1)

ϕn(t) = ξ
n

∑
k=0

1
k!

(∫ t

τ
α(s) ds

)k
+

n−1

∑
k=0

1
k!

(∫ t

τ

(∫ t

s
α(σ) dσ

)k
β(s) ds

)
.

῾Ο ἀνωτέρω τύπος ἀποδεικνύεται µέ ἤ χωρίς τήν χρήση τῆς ταυτότητος
∫ t

τ

f (s)
(∫ s

τ
g(σ) dσ

)
ds =

∫ t

τ

(∫ t

s
f (σ) dσ

)
g(s) ds.

.. Στίς ἀποδείξεις, τόσο τῆς ὑπάρξεως ὅσο καί τῆς µοναδικότητος, δέν πραγµατοποιήσαµε τήν κατασκευή
λύσεως στό διάστηµα [τ−γ, τ] καί στό ἴδιο διάστηµα δέν ἀποδείξαµε τήν µοναδικότητα. Ἀφοῦ µελετήθοῦν
προσεκτικά οἱ προαναφερθεῖσες ἀποδείξεις, νά συµπληρωθοῦν τά κενά.

.. ∆είξατε ὅτι µέ τίς ὑποθέσεις τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1 ἡ ἀναδροµική ἀκολουθία Picard ἀφ’ ἑνός µέν ϑά ὁρίζετο
καλῶς καί ἀφ’ ἑτέρου ϑά συνέκλινε ὁµοιοµόρφως στήν λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν, ἀκόµη
καί στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία ὁ πρῶτος της ὅρος ϕ0 ἐπελέγετο ὡς τυχοῦσα συνεχής συνάρτηση,
ἱκανοποιοῦσα τήν ἀνισότητα

∣∣ϕ0(t)− ξ
∣∣ ≤ β γιά κάθε t∈ [τ − γ, τ + γ].

.. Ἄν ἡ συνάρτηση f : (a, b) → R ἱκανοποιεῖ τοπικῶς τήν συνθήκη Lipschitz καί f (ξ) = 0 γιά κάποιο
ξ ∈ (a, b), τότε νά ϐρεθεῖ ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (x),
x(τ) = ξ.

.. ῎Εστω µιά συνάρτηση f : D → R, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2, ἱκανοποιεῖ τοπικῶς τήν συνθήκη
Lipschitz καί ϕ1, ϕ2 : I → R λύσεις τῆς x′ = f (t, x). Ἄν ϕ1(τ) < ϕ2(τ) γιά κάποιο τ ∈ I, τότε
ϕ1(t) < ϕ2(t) γιά κάθε t στό κοινό πεδίο ὁρισµοῦ τῶν ϕ1 καί ϕ2.

.. ῎Εστω f τοπικῶς Lipschitz στό R καί ϕ1, ϕ2 : I → R, λύσεις τῆς διαφορικῆς ἐξισώσεως x′ = f (x), ὅπου
I ἀνοικτό διάστηµα. Ἄν ἐπί πλέον ὑπάρχουν τ1, τ2∈ I, τέτοια ὥστε τ1 < τ2 καί

ϕ1(τ1) < ϕ2(τ2) < ϕ1(τ2),

τότε ὑπάρχει τ > 0 τέτοιο ὥστε ϕ1(t + τ) = ϕ2(t), γιά κάθε t γιά τό ὁποῖο ὁρίζονται ταυτοχρόνως τά
ϕ1(t + τ) καί ϕ2(t).

.. ῎Εστω f τοπικῶς Lipschitz στό R καί ϕ1, ϕ2 : R → R, λύσεις τῆς διαφορικῆς ἐξισώσεως x′ = f (x). Ἄν
ϕ1[R] = R, τότε ὑπάρχει τ∈R ὥστε ϕ1(t + τ) = ϕ2(t), γιά κάθε t∈R.

.. ᾿Εστω f : R → R τοπικῶς Lipschitz καί ἀρτία.
(
῎Ητοι, f (−x) = f (x).

)
∆είξατε ὅτι κάθε λύση ϕ τοῦ

προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν {
x′ = f (x),
x(0) = 0,

εἶναι περιττή.
(
῎Ητοι, ϕ(−t) = −ϕ(t).

)
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.. ᾿Εστω f : R → R τοπικῶς Lipschitz καί περιττή.
(
῎Ητοι, f (−x) = − f (x).

)
∆είξατε ὅτι κάθε λύση ϕ τοῦ

προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν {
x′ = f (x),
x(0) = 0,

εἶναι ταυτικῶς µηδενική.

.. ῎Εστω ὅτι ἡ συνάρτηση f : (a, b) → R εἶναι τοπικῶς συνεχής Lipschitz καί ξ1, ξ2 ∈ (a, b), ξ1 < ξ2,
ϱίζες τῆς f . ∆ηλαδή, f (ξ1) = f (ξ2) = 0.

(i) ∆είξατε ὅτι ἄν ἡ ϕ : I → R ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (x),
x(τ) = ξ,

(.)

ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα, τ∈ I καί ξ∈ (ξ1, ξ2), τότε ϕ(t)∈ (ξ1, ξ2) γιά κάθε t∈ I.

(ii)∗∆είξατε ὅτι τό ἀνωτέρω πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν ἔχει καθολικῶς ὁρισµένη λύση. [῎Ητοι, ὅτι ἔχει
λύση µέ πεδίο ὁρισµοῦ ὅλο τό R.]

(iii)∗ Ἄν ἐπί πλέον ἡ f εἰναι ϑετική στό διάστηµα (ξ1, ξ2), τότε ϑά ἰσχύει ὅτι

lim
t→−∞

ϕ(t) = ξ1 καί lim
t→+∞

ϕ(t) = ξ2.

Υποδειξη. ῎Εστω ξ1, ξ2 διαδοχικές ϱίζες τῆς f καί f ϑετική στό (ξ1, ξ2). ῾Ορίζοµε

T(η) = τ +
∫ η

ξ

dλ

f (λ)
, η ∈ (ξ1, ξ2).

῾Η T εἶναι γνησίως αὔξουσα καί T′ > 0 στό (ξ1, ξ2). ᾿Επίσης

T(η) = τ+
∫ η

ξ

dλ

f (λ)− f (ξ2)
≥ τ +

∫ η

ξ

dλ

maxη∈[ξ1,ξ2] | f ′(η)|(ξ2 − λ)

= τ+
1

maxη∈[ξ1,ξ2] | f ′(η)| log
(

ξ2 − ξ

ξ2 − η

)
,

καί συνεπῶς limη→ξ2 T(η) = +∞. Παροµοίως, limη→ξ1 T(η) = −∞. ῾Ως ἐκ τούτου, ἡ T : (ξ1, ξ2) → R

εἶναι γνησίως αὔξουσα καί 1− 1 καί ἐπί. ῎Εστω ϕ(t) = T−1(t). Τότε ἡ ϕ ἀποτελεῖ λύση τοῦ (.) καί
ἔχει πεδίο ὁρισµοῦ τό R καί ἱκανοποιεῖ limt→−∞ ϕ(t) = ξ1, limt→+∞ ϕ(t) = ξ2.

.. ῎Εστω f : (a, b) → R συνεχής καί f (ξ1) = f (ξ2) = 0, ὅπου ξ1, ξ2 ∈ (a, b) καί ξ1 < ξ2. Ἄν ἐπί πλέον
f (ξ) > 0 γιά κάθε ξ∈ (ξ1, ξ2), τότε δείξατε ὅτι τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (x),
x(0) = ξ,

(.)

ἀπολαµβάνει ὑπάρξεως καί µοναδικότητος στό διάστηµα I = (T1, T2), ὅπου

T1 =
∫ ξ1

ξ

dλ

f (λ)
καί T2 =

∫ ξ2

ξ

dλ

f (λ)
.

[Σηµειοῦται ὅτι T1, T2∈R∪ {−∞, +∞}.]

.. (Συνέχεια) Νά δοθεῖ παράδειγµα ὅπου ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.) ἐπεκτείνεται µέν
πέραν τοῦ t = T1 ἤ t = T2, ἀλλά παύει νά ἀπολαµβάνει µοναδικότητος. [῾Υποθέτοµε ὅτι ὅλες οἱ
ὑποθέσεις τῆς προηγουµένης ἀσκήσεως ἐξακολουθοῦν νά ἰσχύουν.]
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.. Νά λυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν: {
x′ = et tan x,
x(0) = π.

.. Ἄν µιά συνάρτηση ϕ ἀποτελεῖ λύση τῆς x′ = f (x) στό διάστηµα I καί ἡ f ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη
Lipschitz, τότε µόνο ἕνα ἀπό τά κατωτέρω δύναται νά συµβαίνει :

(i) ϕ σταθερή σ’ ὅλο τό I,

(ii) ϕ γνησίως αὔξουσα σ’ ὅλο τό I ἤ

(iii) ϕ γνησίως ϕθίνουσα σ’ ὅλο τό I.

Υποδειξη. Κατ’ ἀρχάς διαπιστώσατε ὅτι ἀρκεῖ νά δειχθεῖ ὅτι :

(i) f
(

ϕ(t)
)

= 0 σ’ ὅλο τό I, ἤ

(ii) f
(

ϕ(t)
)

> 0 σ’ ὅλο τό I, ἤ τέλος

(iii) f
(

ϕ(t)
)

< 0 σ’ ὅλο τό I.

Ἀκολούθως ὅτι ἄν γιά κάποιο τ∈ I ἰσχύει ὅτι f
(

ϕ(τ)
)

= 0, τότε λόγῳ µοναδικότητος ϕ(t) = ϕ(τ) γιά
κάθε t ∈ I. Τέλος ὅτι ἄν f

(
ϕ(τ1)

)
> 0 γιά κάποιο τ∈ I καί f

(
ϕ(τ2)

) ≤ 0 γιά κάποιο ἄλλο τ2∈ I, τότε
ϑά ὑπάρχει τ3∈ (τ1, τ2) ὥστε f

(
ϕ(τ3)

)
= 0.

.. Ἄν ἡ συνεχής συνάρτηση d ἱκανοποιεῖ τήν ἀνισότητα

∣∣d(t)
∣∣ ≤ M

∫ t

τ

∣∣d(s)
∣∣ ds,

γιά κάθε t ∈ [τ, τ + γ], τότε δείξατε ὅτι ἡ d(t) µηδενίζεται ταυτοτικῶς στό [τ, τ + γ].

.. ῎Εστω ὅτι f ∈D, ὅπου D ⊂ R2 ἀνοικτό καί
∣∣ f (t, x1)− f (t, x2)

∣∣ ≤ L |x1 − x2|,

γιά κάθε (t, x1), (t, x2)∈D, γιά κάποιο L > 0. Ἄν ϕ, ψ : I → R λύσεις τῆς ἐξισώσεως

x′ = f (t, x),

ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα, δείξατε ὅτι γιά κάθε τ, t∈ I ἰσχύει ἡ ἀνισότης
∣∣ϕ(t)− ψ(t)

∣∣ ≤ eL|t−τ|∣∣ϕ(τ)− ψ(τ)
∣∣.

.. Ἄν ϕn ὁ n−στός ὅρος τῆς ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας Picard (στό Θεώρηµα 3.2.1) καί ϕ τό ὅριό της, δείξατε
ὅτι ∣∣ϕn+1(t)− ϕ(t)

∣∣ ≤ L
∫ t

τ

∣∣ϕn(s)− ϕ(s)
∣∣ ds,

γιά κάθε t∈ [τ − γ, τ + γ] καί ὡς ἐκ τούτου ἀποδεῖξτε ἐπαγωγικῶς ὅτι :

∣∣ϕn(t)− ϕ(t)
∣∣ ≤ MLn|t− τ|n+1

(n + 1)!
.

Οἱ σταθερές L καί M ὁρίζονται στό Θεώρηµα 3.2.1.
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.. ῎Εστω ὅτι µᾶς δίδεται ἡ συνάρτηση ϱοῆς

f (t, x) =





0 ἄν t = 0,

2t ἄν 0 < t ≤ 1, x < 0,

2t− 4
x

ἄν 0 < t ≤ 1, 0 ≤ x ≤ t2,

−2t ἄν 0 < t ≤ 1, t2 ≤ x.

∆ιαπιστώσατε ὅτι ἡ f εἶναι συνεχής στό [0, 1]×R καί ϕραγµένη ἀπολύτως ἀπό τό 2. Ἄν (τ, ξ) = (0, 0),
τότε ἡ ἀναδροµική ἀκολουθία Picard στό διάστηµα [0, 1] ἱκανοποιεῖ :

ϕ0(t) = 0, ϕ2m(t) = −t2, ϕ2m−1(t) = t2,

γιά κάθε m∈N. Ἄρα ἡ συνέχεια τῆς f δέν ἔχει ὡς συνέπεια τήν σύγκλιση τῆς {ϕn}n∈N. ∆ιαπιστώσατε
ἐπίσης ὅτι τά δύο ὁριακά σηµεῖα τῆς ἀκολουθίας {ϕn}n∈N δέν ἀποτελοῦν λύσεις.

.. ῾Η µοναδικότης τῶν λύσεων δύναται νά ἐξασφαλισθεῖ καί µέ συνθῆκες ἄσχετες τῆς ὁµαλότητος τῆς ϱοῆς.

῎Εστω f : (α, β) → R συνεχής καί f (x) > 0 γιά κάθε x∈ (α, β). ∆είξατε ὅτι τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (x),
x(τ) = ξ,

ἀπολαµβάνει καθολικῆς µοναδικότητος γιά κάθε ξ∈ (α, β).

Υποδειξη. ῎Εστω F(x) =
∫ x

ξ

dy
f (y)

, ἡ ὁποία ὁρίζεται καλῶς γιά κάθε x ∈ (α, β), λόγῳ τοῦ ὅτι ἡ f εἶναι

συνεχής καί ϑετική. Τότε ἡ F εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη, γνησίως αὔξουσα καί ἔχει συνεχῶς διαφορίσιµη
ἀντίστροφο F−1. ῾Εποµένως ἄν ϕ : I → R λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν, ἡ ϕ ϑά ἱκανοποιεῖ
F
(

ϕ(t)
)

= t − τ γιά κάθε t ∈ I, ἄρα ϕ(t) = F−1(t − τ). ῾Η ἀνωτέρω διαδικασία δέν ἐπιτρέπει τήν
ὕπαρξη δύο λύσεων. [Γιατί ;]

.. (Συνέχεια) ῎Εστω f : J → R συνεχής, ὅπου J ἀνοικτό διάστηµα, ξ ∈ J καί f (ξ) 6= 0. ∆είξατε ὅτι τό
πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν {

x′ = f (x),
x(τ) = ξ,

ἀπολαµβάνει τοπικῆς µοναδικότητος.

.. Ἄν f : R2 → R συνεχής καί συνεχής Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή, δηλαδή

| f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ L|x1 − x2|, (.)

γιά κάποιο L > 0 καί γιά κάθε (t, x1), (t, x2)∈R2: Τότε τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ἔχει, γιά κάθε ἀρχική συνθήκη (τ, ξ)∈R2, µοναδική καθολικῶς ὁρισµένη λύση.

Υποδειξη. ῾Η λύση προκύπτει µέσῳ τῆς ἀκολουθίας Picard, ἡ ὁποία εἶναι καλῶς ὁρισµένη σ’ ὅλο τό R

καί συγκλίνει, λόγῳ τῆς (.), τοπικῶς ὁµοιοµόρφως στό R.

.. (Συνέχεια) ᾿᾿Εξακολουθεῖ νά ἔχει καθολική λύση τό (.) ἄν ἡ f τοπικῶς συνεχής Lipschitz ὡς πρός τήν
δεύτερη µεταβλητή ἀντί συνεχής Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή ;
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.. ∆είξατε ὅτι ἡ ἀναδροµική ἀκολουθία συναρτήσεων

ϕ0(t) = 0 καί ϕn+1(t) =
∫ t

0

(
1 + ϕ2

n(s)
)

ds,

συγκλίνει τοπικῶς ὁµοιοµόρφως στό διάστηµα
(
− π

2
,

π

2

)
. Ποῦ συγκλίνει ;

.. ∆ίδεται ἡ ἀναδροµική ἀκολουθία συναρτήσεων

ϕ0(t) = 0 καί ϕn+1 = t−
∫ t

0
ϕ2

n(s) ds,

γιά n∈N, οἱ ὁποῖες ὁρίζονται ἐφ’ ὅλου τοῦ R. ∆είξατε ὅτι

(i) Γιά κάθε n ≥ 1 ἡ ϕn δέν εἶναι ϕραγµένη.

(ii) ῾Η {ϕn}n∈N συγκλίνει τοπικῶς ὁµοιοµόρφως ἐφ’ ὅλου τοῦ R σέ κάποια ϕ µέ πεδίο τιµῶν τό (−1, 1).

.. Νά εὑρεθεῖ τό σύνολο τῶν πραγµατικῶν ἀριθµῶν k µέ ἀκόλουθη ἰδιότητα : Γιά κάθε ϑετική, διαφορίσιµη
συνάρτηση f ἱκανοποιοῦσα τήν f ′(x) > f (x) σ’ ὅλο τό R, ὑπάρχει M∈R ὥστε f (x) > ekx γιά κάθε
x > M.

Putnam 1994. Βλέπε [45].

..∗(Osgood) ῾Η µοναδικότης ἐξασφαλίζεται καί ἀπό συνθήκη ἀσθέστερη τῆς συνεχείας Lipschitz ὡς πρός τήν
δεύτερη µεταβλητή. Συγκεκριµένα:

῎Εστω K = [τ− α, τ + α]× [ξ − β, ξ + β], ὅπου α, β > 0, καί ἐπίσης ἔστω ὅτι γιά κάθε (t, x1), (t, x2)∈K
µέ |x1 − x2| ≤ `, ἰσχύει ὅτι ∣∣ f (t, x1)− f (t, x2)

∣∣ ≤ g
(|x1 − x2|

)
,

ὅπου g : (0, `) → R+, συνεχής καί ἱκανοποιεῖ

lim
ε→0+

∫ l

ε

dr
g(r)

= ∞.

Τότε τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν {
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ἀπολαµβάνει µοναδικότητος σ’ ὅλο τό [τ − α, τ + α].

Υποδειξη. Ἄν ϕ, ψ λύσεις τοῦ (.), τότε
∣∣ϕ′ − ψ′

∣∣ ≤ g
(|ϕ− ψ|). ῎Εστω τώρα ὅτι γιά κάποιο t1 ἰσχύει

ὅτι
∣∣ϕ(t1)− ψ(t1)

∣∣ = η > 0 καί ω = ω(t) λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = 2g(x),
x(t1) = η.

Τότε ἡ ω εἶναι µοναδική στό [τ, t1] καί ἐπιπλέον ἰσχύει ὅτι
∣∣ϕ(t)− ψ(t)

∣∣ > ω(t), γιά κάθε t∈ [τ, t1].

Ἄτοπο.

..∗῎Εστω f , g : D → R συνεχεῖς, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2 καί µία τουλάχιστον ἐκ τῶν δύο
ἱκανοποιεῖ, τοπικῶς στό D, τήν συνθήκη Lipschitz. ῎Εστω ὅτι

f (t, x) ≤ g(t, x) γιά κάθε (t, x) ∈ D (.i)
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καί
ξ ≤ η. (.ii)

Ἄν οἱ ϕ, ψ ἀποτελοῦν λύσεις τῶν προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

{
x′ = g(t, x),
x(τ) = η,

ἀντιστοίχως, τότε δείξατε ὅτι
ϕ(t) ≤ ψ(t), (.)

γιά κάθε t ≥ τ στό ὁποῖο ἀµφότερες οἱ λύσεις ὁρίζονται. Ἄν µία τουλάχιστον ἐκ τῶν ἀνισοτήτων (.i)

καί (.ii) εἶναι γνησία, τότε τό αὐτό συµβαίνει καί µέ τήν (.).

3.3 Περίπτωση συστηµάτων

Ἀνάλογο τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1 ἰσχύει στήν περίπτωση προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν γιά
συστήµατα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων. Τόσο στόν ὁρισµό τῆς συνθήκης Lipschitz, γιά
διανυσµατικές συναρτήσεις διανυσµατικῆς µεταβλητῆς, ὅσο καί στήν ἀπόδειξη τῶν ἀναλόγ-
ων ϑεωρηµάτων, χρειάζεται ὁ ὁρισµός καί κάποιες ἰδιότητες κατάλληλης νόρµας στόν Rn.
᾿Ιδιαιτέρως ὅµως, ἡ ἔννοια τῆς νόρµας εἰσάγεται γιά νά περιγράψει τόν τρόπο συγκλίσεως
ἀκολουθιῶν διανυσµάτων καί διανυσµατικῶν συναρτήσεων.

3.3.1 Νόρµες σέ Εὐκλείδειους χώρους

῾Υπενθυµίζοµε τόν κατωτέρω ὁρισµό:

῾Ορισµός 3.3.1. Μία συνάρτηση ‖ · ‖ : RN −→ R, ὀνοµάζεται νόρµα ἄν ἱκανοποιεῖ τά
ἑξῆς :

(i) ‖x‖ ≥ 0 γιά κάθε x ∈ RN. ᾿Ιδιαιτέρως ‖x‖ = 0 ἄν καί µόνον ἄν x = 0,

(ii) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ γιά κάθε α∈R καί x∈RN,

(iii) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ γιά κάθε x, y∈RN.

῾Η ἰδιότης (i) εἶναι γνωστή ὡς ϑετικότης. ῾Η ἰδιότης (ii) ἀποτελεῖ τήν γραµµικότητα. ῾Η δέ
ἰδιότης (iii) εἶναι γνωστή ὡς τριγωνική ἀνισότης.

Παρατήρηση. Ἀνάλογος ὁρισµός ὑπάρχει γιά τήν περίπτωση τῶν µιγαδικῶν διανυσµάτων.
Ἀρκεῖ νά ἀντικατασταθοῦν τά R, RN µέ C, CN, στό ἀνωτέρω ὁρισµό.

Οἱ πλέον δηµοφιλεῖς νόρµες στόν RN εἶναι οἱ p−νόρµες :
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Πρόταση 3.3.1. ῎Εστω p∈ [0, ∞]. ῾Ορίζοµε τίς συναρτήσεις ‖ · ‖p : RN → R (ἀντιστοίχως,
‖ · ‖p : CN → R) ὡς ἀκολούθως

‖x‖p =





( N

∑
k=1

|xk|p
)1/p

ἄν 1 ≤ p < ∞,

max
k=1,...,N

|xk| ἄν p = ∞,
(.)

ὅπου x = (x1, . . . , xN). Τότε ἑκάστη ἐξ αὐτῶν ἀποτελεῖ νόρµα στόν RN (ἀντιστοίχως, νόρµα
στόν CN). 2

Αποδειξη. Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 150.

Παρατήρηση. ῾Η ἀνωτέρω πρόταση εἶναι δυνατόν νά ὁρίσει καί νόρµες πινάκων. Κάθε πί-
νακας A∈RM×N δύναται νά ἐκληφθεῖ καί ὡς διάνυσµα τοῦ RMN, δεδοµένου µάλιστα ὅτι
RM×N ' RMN. ῾Εποµένως ἄν A = (aij)i=1,...,M, j=1,...,N, τότε κατ’ ἀναλογίαν εἶναι δυνατόν
νά ὁρισθοῦν οἱ p−νόρµες πινάκων ὡς:

‖ A ‖p =





( M

∑
k=1

N

∑
`=1

|ak`|p
)1/p

ἄν 1 ≤ p < ∞

max
k=1,...,M
`=1,...,N

|ak`| ἄν p = ∞.
(.)

῾Ωστόσο, στήν περίπτωση τῶν πίνακων εἶναι ϐολικότερες οἱ ἐπαγόµενες νόρµες, οἱ ὁποῖες
ἐπάγονται ἀπό τίς ἤδη ὁρισθεῖσες νόρµες διανυσµάτων.

᾿Επαγόµενες νόρµες πινάκων

Πρόταση 3.3.2. ῎Εστω A∈RM×N καί

‖A‖p = sup
‖x‖p=1

‖Ax‖p. (.)

῾Η ἀνωτέρω ὁρισθεῖσα συνάρτηση ‖ · ‖ : RM×N → R ἀποτελεῖ νόρµα ἐπί τοῦ χώρου RM×N.
Ἀποτελεῖ τήν ἐπαγώµενη p−νόρµα. ᾿Ισοδύναµα ἡ ἐπαγώµενη p−νόρµα δύναται νά ὁρισθεῖ

καί ὡς

‖A‖p = sup
‖x‖p 6=0

‖Ax‖p

‖x‖p
. (.΄)

Αποδειξη. ᾿Επαφίεται στόν ἀναγνώστη. (Βλέπε Ἄσκηση ...)

Υἱοθετοῦµε τήν Εὐκλείδεια νόρµα. Στό ὑπόλοιπο τοῦ ἐγχειριδίου ὅταν ἀναφερόµεθα σέ
νόρµα διανύσµατος, ϑά ἐννοοῦµε τήν 2−νόρµα ἤ Εὐκλείδειο νόρµα, ἐνῶ ὅταν ἀναφερόµεθα
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σέ νόρµα πίνακα ϑά ἐννοοῦµε τήν ἐπαγώµενη 2−νόρµα, ἐκτός καί ἄν διευκρινισθεῖ ἄλλως.
Γιά λόγους ἁπλουστεύσεως παραλείλεται ὁ δείκτης p = 2 στήν νόρµα.

῎Εχοµε καί τίς κατωτέρω ἰδιότητες γιά τίς νόρµες πινάκων καί διανυσµάτων:

Πρόταση 3.3.3. Ἄν x∈RN, A∈RM×N καί B∈RN×P τότε ἰσχύουν τά ἀκόλουθα:

(i) ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖.

(ii) ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.

Αποδειξη. Γιά τήν (i), ἄν x 6= 0, τότε

‖Ax‖ =
‖Ax‖
‖x‖ · ‖x‖ ≤ sup

y 6=0

‖Ay‖
‖y‖ · ‖x‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖.

Γιά τήν (ii), ἄν x 6= 0, ἔχοµε

‖ABx‖ = ‖A(Bx)‖ ≤ ‖A‖ · ‖Bx‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ · ‖x‖,

τό ὁποῖο λαµβάνοµε ἐφαρµόζοντας δύο ϕορές τήν (i). ῾Ως ἐκ τούτου

‖ABx‖
‖x‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖

καί κατά συνέπεια

‖AB‖ = sup
‖x‖6=0

‖ABx‖
‖x‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖. 2

Ἄµεση συνέπεια τῆς ἰδιότητος (ii) τῆς ἀνωτέρω προτάσεως τό πόρισµα:

Πόρισµα 3.3.4. ῎Εστω A∈RN×N , τότε

‖An‖ ≤ ‖A‖n,

γιά κάθε n∈N. 2

᾿Επίσης ϑά χρειαστοῦµε τά ἀκόλουθα:

Πρόταση 3.3.5. ῎Εστω b(t) =
(
b1(t), . . . , bN(t)

)
καί A(t) =

(
ak,`(t)

)N
k,`=1 συνεχεῖς

συναρτήσεις. Τότε οἱ συναρτήσεις β(t) = ‖b(t)‖, α(t) = ‖A(t)‖, εἶναι ἐπίσης συνεχεῖς.
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Αποδειξη. Γιά τήν συνάρτηση α(t) ἔχοµε :

∥∥(
A(s)− A(t)

)
x

∥∥2 =
N

∑
k=1

( N

∑
`=1

(
ak`(s)− ak`(t)

)
x`

)2

≤
N

∑
k=1

( N

∑
`=1

(
ak`(s)− ak`(t)

)2 ·
N

∑
`=1

x2
`

)

=
( N

∑
k=1

N

∑
`=1

(
ak`(s)− ak`(t)

)2
)
· ‖x‖2,

γιά κάθε x∈RN×N. Συνεπῶς

‖A(s)− A(t)‖ ≤
( N

∑
k=1

N

∑
`=1

(
ak`(s)− ak`(t)

)2
)1/2

,

καί δοθέντος ὅτι
∣∣α(t)− α(s)

∣∣ =
∣∣‖A(s)‖ − ‖A(t)‖∣∣ ≤ ‖A(s)− A(t)‖,

ἔχοµε συνολικῶς ὅτι

∣∣α(t)− α(s)
∣∣ ≤

( N

∑
k=1

N

∑
`=1

(
ak`(s)− ak`(t)

)2
)1/2

.

Τό δεξιό µέλος τῆς ἀνωτέρω καθίσταται ὁσοδήποτε µικρό ἄν τό t πλησιάσει ἐπαρκῶς τό s, τό
ὁποῖο ἀποδεικνύει τήν συνέχεια τῆς συναρτήσεως α(t). 2

᾿Επίσης ϑά χρειασθοῦµε τίς ἀκόλουθες προτάσεις :

Πρόταση 3.3.6. ῎Εστω f : [α, β] → RN, ὅπου f = ( f1, f2, . . . , fN), συνεχής συνάρτηση.
Τότε ∥∥∥

∫ β

α
f (t) dt

∥∥∥
p
≤

∫ β

α
‖f (t)‖p dt, (.)

γιά κάθε p∈ [1, ∞]. ῾Υπενθυµίζοµε ὅτι
∫ β

α
f (t) dt =

(∫ β

α
f1(t) dt, . . . ,

∫ β

α
fN(t) dt

)
.

Αποδειξη. Οἱ περπτώσεις p = 1, ∞ εἶναι προφανεῖς. ῎Εστω p∈ (1, ∞) καί N = 2, τότε ἡ
(.) γράφεται ἰσοδύναµα ὡς

∣∣∣∣
∫ b

a
f1(t) dt

∣∣∣∣
p

+
∣∣∣∣
∫ b

a
f2(t) dt

∣∣∣∣
p

≤
∣∣∣∣
∫ b

a

(| f1(t)|p + | f2(t)|p)1/p dt
∣∣∣∣

p

.

Ἀντικαθιστοῦµε τήν f2 µέ λ1/p f2, λ∈ [0, 1]. Γιά λ = 0 ἔχοµε ταυτότητα. Ἀρκεῖ νά δείξοµε
ὅτι ἡ παράγωγος ὡς πρός λ τοῦ ἁριστεροῦ µέλους εἶναι µικρότερη ἤ τῆς παραγώγου ὡς πρός
λ τοῦ δεξιοῦ µέλους. ῎Ητοι, ἀρκεῖ νά δείξοµε ὅτι

∣∣∣∣
∫ b

a
f2(t)

∣∣∣∣
p

≤
(∫ b

a

(| f1(t)|p + λ| f2(t)|p)1/p
)p−1

dt ·
∫ b

a

| f2(t)|p
(| f1(t)|p + λ| f2(t)|p)1−1/p dt.
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Ἄν ὁρίσοµε τό q ὥστε 1
p

+
1
q

= 1, τότε ἡ ἀνωτέρω γράφεται ἰσοδύναµα ὡς

∣∣∣
∫ b

a
f2(t)

∣∣∣ ≤
(∫ b

a

(| f1(t)|p + λ| f2(t)|p)1/pdt
)1/q

·
(∫ b

a

| f2(t)|p
(| f1(t)|p + λ| f2(t)|p)1/q dt

)1/p

,

τό ὁποῖο ἀποτελεῖ ἐφαρµογή τῆς ἀνισότητος Hölder. Γιά N > 2 χρησιµοποιοῦµε ἐπαγωγή.
῎Εστω ὅτι ἡ (.) ἰσχύει γιά N = k καί f = ( f1, . . . , fk+1). Θέτοµε

g(t) =
(| f1(t)|p + · · ·+ | fk(t)|p)1/p.

῾Οπότε ἔχοµε
(∫ b

a

(| f1(t)|p + · · ·+ | fk(t)|p + | fk+1(t)|p)1/pdt
)p

=
(∫ b

a

(|g(t)|p + | fk+1(t)|p)1/pdt
)p

≥
∣∣∣
∫ b

a
|g(t)| dt

∣∣∣
p
+

∣∣∣
∫ b

a
| fk+1(t)| dt

∣∣∣
p

=
∣∣∣
∫ b

a

(| f1(t)|p+ · · ·+ | fk(t)|p)1/pdt
∣∣∣

p
+

∣∣∣
∫ b

a
| fk+1(t)| dt

∣∣∣
p
,

τό ὁποῖο ἀποδεικνύει τήν ἐπαγωγική ὑπόθεση. 2

Πρόταση 3.3.7. ῎Εστω A(t) : [α, β] → RN×N, συνεχής συνάρτηση. Τότε
∥∥∥∥

∫ β

α
A(t) dt

∥∥∥∥ ≤
∫ β

α

∥∥A(t)
∥∥ dt.

῾Υπενθυµίζεται ὅτι, ἄν A(t) =
(
ak`(t)

)
, τότε

∫ β

α
A(s) ds =

(∫ β

α
ak`(s) ds

)
.

Αποδειξη. ῎Εστω x∈RN, x 6= 0. Τότε
∥∥∥

∫ β

α
A(t)x dt

∥∥∥ ≤
∫ β

α

∥∥A(t)x
∥∥ dt ≤

∫ β

α

∥∥A(t)
∥∥ · ‖x‖ ds =

(∫ β

α

∥∥A(t)
∥∥ ds

)
· ‖x‖.

῾Η πρώτη ἀνισότης ἰσχύει λόγῳ τῆς Προτάσεως 3.3.6. Συνεπῶς

∥∥∥∥
∫ β

α
A(t) dt

∥∥∥∥ = sup
x 6=0

∥∥∥
∫ β

α
A(t)x dt

∥∥∥
‖x‖ ≤

∫ β

α

∥∥A(t)
∥∥ dt. 2

Παρατήρηση. Οἱ Προτάσεις 3.3.6 καί 3.3.7 ἰσχύουν καί στήν περίπτωση ὅπου ὁ Εὐκ-
λείδειος χῶρος RN ἀντικατασταθεῖ ἀπό τυχόντα χῶρο Banach X . Σέ µία τέτοια περίπτωση
τό ὁλοκλήρωµα συνεχοῦς συναρτήσεως f : [a, b] → X ὁρίζεται κατά ϕυσιολογικό τρόπο µέ
ἀθρτοίσµατα Riemann, δηλαδή

∫ b

a
f (t) dt = lim

n→∞

b− a
n

n

∑
j=1

f (τn,j),
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ὅπου τn,j∈ [a + (j− 1)hn, a + jhn] καί hn = (b− a)/n. ῾Ως ἐκ τούτου
∥∥∥

∫ b

a
f (t) dt

∥∥∥ = lim
n→∞

b− a
n

∥∥∥
n

∑
j=1

f (a + jhn)
∥∥∥ ≤ lim

n→∞

b− a
n

n

∑
j=1

∥∥∥f (a + jhn)
∥∥∥

=
∫ b

a

∥∥f (t)
∥∥ dt.

Σύγκλιση ἀκολουθιῶν διανυσµάτων

Κατά ἀπολύτως ϕυσιολογικό τρόπο ὁρίζεται ἡ σύγκλιση ἀκολουθιῶν διανυσµάτων:

῾Ορισµός 3.3.2. ῎Εστω {xn}n∈N ἀκολουθία διανυσµάτων στόν RN, ὅπου

xn = (xn
1 , xn

2 , . . . , xn
N) .

Λέγεται ὅτι ἡ {xn}n∈N συγκλίνει στό x ∈ RN ἄν limn→∞ ‖xn − x‖ = 0.

῾Η σύγκλιση ἀκολουθιῶν διανυσµάτων χαρακτηρίζεται πλήρως ἀπό τήν :

Πρόταση 3.3.8. ῎Εστω x, xn ∈ RN, ὅπου n ∈N, µέ συντεταγµένες xn = (xn
1 , . . . , xn

N)
καί x = (x1, . . . , xN). Τότε ἰσχύει ὅτι : limn→∞ xn = x ἄν καί µόνον ἄν :

lim
n→∞

xn
$ = x$, γιά κάθε $ = 1, . . . , N. 2

Παρατήρηση. ῞Ολες οἱ p−νόρµες εἶναι µεταξύ τους ἰσοδύναµες. ∆ηλαδή, ἄν p, q ∈ [1, ∞],
τότε ὑπάρχουν σταθερές α, β > 0 ὥστε

α‖x‖p ≤ ‖x‖q ≤ β‖x‖p,

γιά κάθε x ∈ Rn. ῾Η ἰσοδυναµία αὐτή ἔχει ὡς συνέπεια ὅτι : Μία ἀκολουθία διανυσµάτων
{xn}n∈N στόν RN, συγκλίνει ὡς πρός τήν p−νόρµα, ἄν καί µόνον ἄν συγκλίνει ὡς πρός τήν
q−νόρµα, γιά κάθε p, q∈ [1, ∞]. (Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 149.) Γενικότερα ὅλες οἱ
νόρµες στόν RN, καί ἀκόµη γενικότερα, σέ κάθε γραµµικό χῶρο πεπερασµένης διαστάσεως,
εἶναι µεταξύ τους ἰσοδύναµες.

∆ιανυσµατική ἐκδοχή κριτηρίου Weierstrass

Κατ’ ἀρχάς ἡ ὁµοιόµορφη σύγκλιση ἀκολουθιῶν εἶναι δυνατόν νά ὁρισθεῖ καί γιά ἀκολουθίες
διανυσµατικῶν συναρτήσεων:

῾Ορισµός 3.3.3. ῎Εστω S µή κενό σύνολο καί {ϕn}n∈N ἀκολουθία διανυσµατικῶν συναρτή-
σεων, ὅπου ϕn : S → RN. Λέγεται ὅτι ἡ {ϕn}n∈N συγκλίνει ὁµοιοµόρφως στήν ϕ ἐπί τοῦ S
καθώς τό n τείνει στό ἄπειρο ἄν γιά κάθε ε > 0 ὑπάρχει M∈N ὥστε ἄν n ≥ M, τότε

∥∥ϕn(t)−ϕ(t)
∥∥ < ε,

γιά κάθε t∈ S.
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Κατ’ ἀναλογία ὁρίζεται πότε µία ἀκολουθία διανυσµάτων εἶναι ὁµοιοµόρφως Cauchy. ῾Η
τοπικῶς ὁµοιόµορφη σύγκλιση ὁρίζεται ἀναλόγως. Τό κριτήριο Weierstrass ἐξασφαλίζει
ὁµοιόµορφη σύγκλιση καί στήν περίπτωση διανυσµατικῶν συναρτήσεων:

Πρόταση 3.3.9. (∆ιανυσµατική ἐκδοχή κριτηρίου Weierstrass) ῎Εστω S µή κενό ὑ-
ποσύνολο τοῦ R καί {ϕn}n∈N ἀκολουθία διανυσµατικῶν συναρτήσεων µέ πεδίο ὁρισµοῦ τό
S καί πεδίο τιµῶν τό RN γιά τίς ὁποῖες ἰσχύει :

sup
t∈S

∥∥ϕn+1(t)−ϕn(t)
∥∥ ≤ Mn καί

∞

∑
n=1

Mn < ∞.

Τότε ἡ ἀκολουθία {ϕn}n∈N συγκλίνει ὁµοιοµόρφως στό S. 2

∆ιανυσµατική ἐκδοχή τῆς συνθήκης Lipschitz

Εἴµεθα τώρα σέ ϑέση νά ὁρίσοµε τήν συνθήκη Lipschitz σέ διανυσµατική µορφή:

῾Ορισµός 3.3.4. ῎Εστω ὅτι S ⊂ RM καί g : S → RN.

(i) Λέγεται ὅτι ἡ g ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz (ἤ εἶναι συνεχής Lipschitz) στό D
µέ σταθερά L ἄν: ∥∥g(x1)− g(x2)

∥∥ ≤ L ‖x1 − x2‖.

γιά κάθε x1, x2 ∈ S.

(ii) ῎Εστω D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ RN. Λέγεται ὅτι ἡ g ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz
τοπικῶς στό D ἄν γιά κάθε K = ∏N

j=1[aj, bj] ⊂ D ὑπάρχει LK > 0 ὥστε ἡ g νά
ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz στό K µέ σταθερά LK.

Κατ’ ἀνάλογο τρόπο, µέ τήν ϐαθµωτή ἐκδοχή, ἰσχύει ὅτι :

Λῆµµα 3.3.10. Ἄν D ⊂ RN ἀνοικτό καί g : D → RN συνεχῶς διαφορίσιµη, τότε ἡ g

ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz τοπικῶς στό D.

Αποδειξη. ᾿Επαφίεται στόν ἀναγνώστη. 2

᾿Ισχύει καί στήν περίπτωση τῶν συστηµάτων ἡ ἴδια διαβάθµιση ἰσχύος µεταξύ συνεχοῦς δια-
ϕορισιµότητος, συνεχείας Lipschitz καί ὁµοιόµορφης συνεχείας.

3.3.2 ∆ιανυσµατική ἐκδοχή τοῦ Θεωρήµατος Picard–Lindelöf

∆ιατυπώνοµε τώρα τήν γενίκευση τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1. ῾Η ἀπόδειξη αὐτοῦ ἐπαφίεται στόν
ἀναγνώστη ὡς ἄσκηση.
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Θεώρηµα 3.3.11. (Picard–Lindelöf ) ῎Εστω f : D→RN συνεχής συνάρτηση, ὅπου D
ὑποσύνολο τοῦ RN+1 ἀνοικτό,

K = [τ − α, τ + α]× Bβ(ξ) ⊂ D,

γιά κάποια α, β > 0. ῎Εστω M = max
(t,x)∈K

∥∥f (t, x)
∥∥ καί ὑποθέτοµε ὅτι ἡ f ἱκανοποιεῖ τήν

συνθήκη Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή στό K, δηλαδή:
∥∥f (t, x1)− f (t, x2)

∥∥ ≤ L ‖x1 − x2‖
γιά κάθε (t, x1), (t, x2) ∈ K, γιά κάποιο L ϑετικό. Τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

{
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ἔχει λύση ϕ ὁριζόµενη στό διάστηµα [τ − γ, τ + γ], ὅπου γ = min {α, β/M} . ῾Η ϕ

προκύπτει ὡς ὁµοιόµορφο ὅριο τῆς ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας Picard, ἤτοι,

ϕ(t) = lim
n→∞

ϕn(t), t ∈ [τ − γ, τ + γ]

ὅπου:
ϕ0(t) = ξ καί ϕn+1(t) = ξ +

∫ t

τ
f

(
s,ϕn(s)

)
ds,

γιά κάθε n∈N. Τέλος τό (.) ἀπολαµβάνει µοναδικότητος στό [τ − γ, τ + γ].

Σχεδιαγραµµα της αποδειξεως. Κατ’ ἀναλογίαν µέ τήν ἀπόδειξη τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1 ἀκο-
λουϑοῦµε τά ἑξῆς ϐήµατα:

Βηµα 1. ῾Η ἀναδροµικῶς ὁρισµένη ἀκολουθία {ϕn}n∈N εἶναι καλῶς ὁρισµένη.

Ἀρκεῖ νά ἀποδειχθεῖ ὅτι γιά κάθε t∈ [τ − γ, τ + γ]

ϕn(t) ∈ Bβ(ξ) γιά κάθε n ∈ N.

Αὐτό δύναται νά ἀποδειχθεῖ ἐπαγωγικῶς.

Βηµα 2. ᾿Ισχύει ἡ ἀνισότης
∥∥ϕn+1(t)−ϕn(t)

∥∥ ≤ M
L

(L|t− τ|)n+1

(n + 1)!
≤ M

L
(Lγ)n+1

(n + 1)!
, (.)

γιά κάθε n ∈N καί ἐπιτρέπει τήν ἐφαρµογή κατάλληλης ἐκδοχῆς τοῦ Λήµµατος
Weierstrass καί συνεπάγεται τήν ὁµοιόµορφη σύγκλιση τῆς ἀκολουθίας {ϕn}n∈N.
῾Η (.) ἀποδεικνύεται ἐπαγωγικῶς. Ἀποτελεῖ συνέπεια τῆς ἀνισότητος

∥∥ϕn+1(t)−ϕn(t)
∥∥ ≤

∫ t

τ

∥∥ϕn+1(s)−ϕn(s)
∥∥ ds.

῾Η ὁποία ἀποδεικνύεται ἐπίσης ἐπαγωγικῶς. (῾Η ἀνωτέρω ἰσχύει για t ≥ τ. Γιά
t < τ ἰσχύει µέ ἀρνητικό πρόσηµο στό δεξιό µέλος.)
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Βηµα 3. ῾Η ἀπόδειξη τῆς τοπικῆς µοναδικότητος περιλαµβάνει δύο σκέλη, κατ’ ἀναλογίαν
πρός τήν ϐαθµωτή περίπτωση. ῎Εστω ψ : J → RN ἄλλη λύση. Τότε ἀφ’ ἑνός µεν
πρέπει νά δείξοµε ὅτι

ψ(t) ∈ Bβ(ξ) γιά κάθε t ∈ [τ − γ, τ + γ].

Ἀφ’ ἑτέρου, ἄν ϑέσοµε ∆(t) =
∫ t

τ

∥∥ϕ(s) − ψ(s)
∥∥, κατά τρόπο ἀνάλογο µέ τήν

ἀπόδειξη τῆς µοναδικότητος στό Θεώρηµα 3.2.1 λαµβάνοµε τήν ἀνισότητα

∆′(t)− L ∆(t) ≤ 0,

γιά κάθε t ≥ τ, ἀπ’ ὅπου προκύπτει ὅτι ∆ ≡ 0 καί κατά συνέπεια ϕ(t) = ψ(t),
για t ≥ τ. Κατά παρόµοιο τρόπο πραγµατοποιεῖται ἡ ἀπόδειξη γιά t < τ. 2

3.3.3 Τοπική Lipschitz καί καθολική µοναδικότης

῾Ο ῾Ορισµός 3.1.6 στήν σελίδα 117 δύναται εὐκόλως νά γενικευθεῖ στήν περίπτωση διανυ-
σµατικῶν συναρτήσεων:

῾Ορισµός 3.3.5. Μέ τά συµφραζόµενα τῶν συστηµάτων συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων, ϑά
λέγεται ὅτι ἡ συνεχής συνάρτηση f : D→RN, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ RN+1, εἶναι
τοπικῶς Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταϐλητή, ἄν γιά κάθε K ὑποσύνολο τοῦ D, τῆς
µορφῆς

K = [τ − α, τ + α]× Bβ(ξ),

ὑπάρχει L = LK > 0 ὥστε :
∥∥f (t, x1)− f (t, x2)

∥∥ ≤ LK ‖x1 − x2‖,

γιά κάθε (t, x1), (t, x2) στό K.

Κατ’ ἀναλογία καί ἡ Πρόταση 3.2.4 στήν σελίδα 133 δύναται καί αὐτή νά γενικευθεῖ καί στήν
περίπτωση συστηµάτων:

Πρόταση 3.3.12. ῎Εστω f : D→RN συνεχής, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ RN+1 καί f

ἱκανοποιεῖ τοπικῶς τήν συνθήκη Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή x. Τότε γιά κάθε
(τ, ξ)∈D τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

ἀπολαµβάνει καθολικῆς µοναδικότητος.
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∆οθέντος ὅτι καί στήν περίπτωση τῶν συστηµάτων ἡ τοπική συνθήκη Lipschitz ἀποτελεῖ
συνέπεια τῆς συνεχοῦς διαφορισιµότητος, ἔχοµε καί ἐδῶ τό ἀκόλουθο πόρισµα, γενίκευση
τοῦ Πορίσµατος 3.2.5 στήν σελίδα 134:

Πόρισµα 3.3.13. ῎Εστω f = ( f1, . . . , fN) : D → RN συνεχής, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο
τοῦ RN+1. Ἄν ἡ f = f (t, x), εἶναι διαφορίσιµη ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή x στό D
καί

∂f

∂x
=

(
∂ fk

∂x`

)N

k,`=1
∈ C(D),

τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

ἔχει λύση γιά κάθε (τ, ξ)∈D, ἡ ὁποία ἀπολαµβάνει καί καθολικῆς µοναδικότητος. 2

᾿Ασκήσεις

.. Νά ἀποδειχθεῖ ὅτι γιά κάθε p, q ∈ [1, ∞] ὑπάρχουν α, β > 0 ὥστε

α‖x‖p ≤ ‖x‖q ≤ β‖x‖p,

γιά κάθε x ∈ RN .

..∗῞Ολες οἱ νόρµες στόν RN εἶναι ἰσοδύναµες.

.. ῎Εστω Φn : I → RN×N , n ∈ N, ἀκολουθία συνεχῶν συναρτήσεων, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα. Ἄν ἡ
{Φn}n∈N συγκίνει τοπικῶς ὁµοιοµόρφως ἐπί τοῦ I στήν Φ : I → RN×N , δείξατε ὅτι καί ἡ Φ εἶναι
συνεχής. (῾Η σύγκλιση εἶναι ὁµοιόµορφη ὡς πρός τήν ἐπαγώµενη νόρµα πινάκων στόν RN×N .)

.. ∆ίδεται τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = y, y′ = −x,
x(0) = 1, y(0) = 0.

Νά ϐρεθεῖ ὁ γενικός ὅρος τῆς ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας Picard. Νά ϐρεθεῖ τό ὅριο αὐτῆς τῆς ἀκολουθίας
καί νά ἀποδειχθεῖ ὅτι ἡ σύγκλιση εἶναι ὁµοιόµορφη σέ κάθε κλειστό διάστηµα.

.. Νά γίνει τό ἴδιο στό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′ = y, y′ = x,
x(0) = 1, y(0) = 0.

.. Νά κατασκευασθεῖ ἡ ἀκολουθία Picard ἡ ὁποία προσεγγίζει τήν λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

x′′ = x, x(0) = 1, x′(0) = 0.

.. Κατασκευάστε τήν ἀκολουθία Picard ἡ ὁποία ἀντιστοιχεῖ στό δευτέρας τάξεως ϐαθµωτό πρόβληµα ἀρχικῶν
τιµῶν {

x′′ = f (t, x),
x(τ) = ξ, x′(τ) = η,

ἀφοῦ προηγουµένως κατασκευάσετε ἰσοδύναµο σύστηµα πρώτης τάξεως, δοθέντος ὅτι ἡ f εἶναι ἐπαρκῶς
ὁµαλή ὡς πρός x.
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.. Νά ϐρεθεῖ ὁ γενικός τύπος τῆς ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας Picard ἡ ὁποία ἀντιστοιχεῖ στό πρόβληµα ἀρχικῶν
τιµῶν {

x′ = Ax,
x(τ) = ξ,

ὅπου x, ξ∈RN καί A∈RN×N .

.. Νά ἀποδειχθεῖ πλήρως ἡ Πρόταση 3.3.1.

.. Νά ἀποδειχθεῖ τό Λῆµµα 3.3.10.

.. ∆εῖξτε ὅτι οἱ ἐπαγόµενες p−νόρµες πινάκων
(
ϐλέπε (.)

)
, ἀποτελοῦν πράγµατι νόρµες.

.. Τόσο στήν ὕπαρξη, ὅσο καί στήν µοναδικότητα, µιµηθεῖτε τήν ἀπόδειξη τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1 καί ἐφαρ-
µόσατε ὅλες τίς ἰδιότητες τῆς Εὐκλειδείου νόρµας τοῦ RN ὥστε νά προκύψει ἡ ἀπόδειξη τοῦ Θεωρήµατος
3.3.11.

.. ῎Εστω f : RN+1 → RN συνεχής καί ἰσχύει ὅτι
∥∥f (t, x1)− f (t, x2)

∥∥ ≤ L(t)
∥∥x1 − x2

∥∥,

γιά κάθε t ∈R, x1, x2 ∈RN , γιά κάποια συνεχῆ συνάρτηση L = L(t). ∆είξατε ὅτι γιά κάθε (τ, ξ) ∈
R1 ×RN τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

ἔχει καθολική λύση (ἤτοι, λύση µέ πεδίο ὁρισµοῦ ὅλο τό R) καί ἀπολαµβάνει καθολικῆς µοναδικότητος.

.. ∆ίδεται τό N×N σύστηµα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων:

x′ = f (x), (.)

ὅπου x = (x1, x2, . . . , xN) καί ἔστω ὅτι ἡ f : D → RN συνεχής, ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ RN ,
ἱκανοποιεῖ τοπικῶς τήν συνθήκη Lipschitz. Ἄν ἡ συνάρτηση ϕ : I → RN ἀποτελεῖ λύση τῆς (.) καί
ἐπί πλέον ϕ(τ1) = ϕ(τ2), γιά κάποια τ1, τ2 ∈ I, ὅπου τ1 < τ2, δείξατε ὅτι ἡ συνάρτηση ϕ εἶναι περιοδική
µέ περίοδο T = τ2 − τ1 καί ὡς ἐκ τούτου τό πεδίο ὁρισµοῦ τῆς ϕ δύναται νά ἐπεκταθεῖ σ’ ὅλο τό R.

Υποδειξη. Ἄν ϑέσοµε ψ(t) = ϕ(t + T), τότε οἱ συναρτήσεις ϕ καί ψ ὑποχρεωτικῶς ταυτίζονται λόγῳ τῆς
µοναδικότητος τῶν λύσεων τῆς (.).

.. Θεώρηµα ἐµµέσως ὁρισµένης συναρτήσεως: ῎Εστω F = F(t, x) : D → R2 συνεχῶς διαϕορίσιµη
συνάρτηση, ὅπου D ⊂ R2 ἀνοικτό. Ἄν

F(τ, ξ) = 0 καί Fx(τ, ξ) 6= 0

γιά κάποιο (τ, ξ) ∈ D, τότε ὑπάρχει ϕ : I → R συνεχῶς διαφορίσιµη συνάρτηση, ὅπου τ ∈ I καί I
ἀνοικτό διάστηµα, ὥστε

ϕ(τ) = ξ καί F
(
t, ϕ(t)

)
= 0 γιά κάθε t ∈ I.

Πῶς γενικεύεται τό ἀνωτέρω ϑεώρηµα στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία τό ξ ∈RN καί D ⊂ RN+1 καί
F : D → RN ;

῎Η ἄλλως Θεώρηµα πεπλεγµένης συναρτήσεως. Βλέπε σχετική ὑποσηµείωση στήν σελίδα 19.
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Υποδειξη. Ἄν ὑπῆρχε τέτοια ϕ, τότε ϑά εἴχαµε

d
dt

F
(
t, ϕ(t)

)
= Ft

(
t, ϕ(t)

)
+ Fx

(
t, ϕ(t)

)
ϕ′(t),

ὁπότε ἡ ϕ ϑά ἱκανοποιοῦσε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν




x′ = − Ft(t, x)
Fx(t, x)

,

x(τ) = ξ.

Συνεπῶς ἡ ὑπάρξη τῆς ϕ ἀνάγεται στήν ὕπαρξη λύσεως τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν.

..∗Νά διατυπωθεῖ καί νά ἀποδειχθεῖ τό Θεώρηµα Picard–Lindelöf στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία ἡ Ϲητούµενη
συνάρτηση καθώς καί ἡ συνάρτηση ϱοῆς λαµβάνουν τιµές σέ χῶρο Banach.

Υποδειξη. Θά πρέπει κατ’ ἀρχάς νά ὁρισθεῖ καταλλήλως τό ὁλοκλήρωµα Riemann συνεχῶν συναρτήσεων
g : [α, β] → X, ὅπου X χῶρος Banach.

..∗(Συνέχεια τῶν δύο προηγουµένων ἀσκήσεων) Νά διατυπωθεῖ καί νά ἀποδειχθεῖ κατάλληλη ἐκδοχή τοῦ

Θεωρήµατος τῆς ἐµµέσως ὁρισµένης συναρτήσεως ὅταν ἡ συνάρτηση F καί ἡ µεταβλητή x λαµβάνουν

τιµές σέ χῶρο Banach.

3.4 ε−Προσεγγιστικές λύσεις∗

῎Εχοµε ἤδη ἀποδείξει ὕπαρξη καί µοναδικότητα τῶν λύσεων σέ προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν,
στά ὁποῖα ἡ συνάρτηση ϱοῆς ἱκανοποιεῖ τοπικῶς τήν συνθήκη Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερ-
η µεταϐλητή. ῾Η ἱκανοποίηση τῆς συνθήκης Lipschitz χρειάστηκε στήν ἀπόδειξη τῆς ὁ-
µοιόµορφης συγκλίσεως τῆς ἀκολουθίας Picard. Εἴδαµε ἐπίσης ὅτι ἡ συνθήκη Lipschitz
ἐξασφαλίζει τήν µοναδικότητα λύσεων στά προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν, ἐνῶ ὑπάρχουν πα-
ϱαδείγµατα ὅπου ἡ ϱοή εἶναι συνεχής ἀλλά ὄχι συνεχής Lipschitz στά ὁποῖα ἡ µοναδικότης
παραβιάζεται. ῾Ωστόσο, ἡ ὕπαρξη λύσεων στά προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν ἐξασφαλίζεται
καί χωρίς τήν ἱκανοποίηση τῆς συνθήκης Lipschitz. Σ’ αὐτή τήν ἑνότητα ϑά ἀναπτυχθεῖ ἡ
µέθοδος τῶν ε−προσεγγιστικῶν λύσεων καί ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν ϑά
προκύψει ὡς ὅριο τέτοιων λύσεων. Κοινό τῶν δύο µεθόδων εἶναι ὅτι ἐξασφαλίζουν καί οἱ δύο
λύση στό ἴδιο ἀκριβῶς κλειστό διάστηµα.

῾Ορισµός 3.4.1. ῎Εστω τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

 ῾Η µέθοδος αὐτή ἀνεπτύχθη ἀπό τόν Cauchy στίς διαλέξεις του στήν École Polytechnique µεταξύ τῶν ἐτῶν
1820–30. Συνοψίζεται σ’ ἕνα memoir µέ τίτλο : Sur l’intégration des équations différentielles, Πράγα (1835).
῾Ωστόσο, ἡ οὐσία τῆς µεθόδου χρονολογεῖται ἀπό τόν Euler (1768). ῾Η δέ ϐελτιωµένη ἐκδοχή της ἐδόθη ἀπό τόν
Lipschitz στό Bul. Sc. Math. 10 (1876), σελ. 149.
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ὅπου f : D → R συνεχής, D ⊂ R2 ἀνοικτό, I = [α, β] καί τ∈ I. ῾Η συνάρτηση ϕ : I → R

ὀνοµάζεται ε−προσεγγιστική λύση τοῦ (3.38) ἄν ἰσχύουν τά ἀκόλουθα:

(i) ῾Η ϕ εἶναι συνεχής στό I.

(ii) ῾Η ϕ εἶναι κατά τµήµατα γραµµική. (Piecewise linear.) Συγκεκριµένα ὑπάρχουν τk,
k = 0, . . . , n,

α = τ0 < τ1 < · · · < τn = β,

ὥστε ὅταν ἡ ϕ περιορισθεῖ σέ καθένα ἀπό τά διαστήµατα [τk−1, τk] νά εἶναι πολυώνυµο,
πρώτου τό πολύ ϐαθµοῦ.

(iii) Γιά κάθε t∈ I, τό Ϲεῦγος
(
t, ϕ(t)

)
ἀνήκει στό D, δηλαδή ἔχει ἔννοια ἡ f

(
t, ϕ(t)

)
.

(iv) Γιά κάθε t∈ I καί t 6= τk, k = 0, . . . , n, ἰσχύει ὅτι :
∣∣ϕ′(t)− f

(
t, ϕ(t)

)∣∣ ≤ ε. (.)

(v) Τέλος ἰσχύει ὅτι
∣∣ϕ(τ)− ξ

∣∣ ≤ ε.

Παρατηρήσεις

(i) Στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία ἱκανοποιοῦνται οἱ ἰδιότητες (i)− (iv) τοῦ ἀνωτέρω ὁρι-
σµοῦ, τότε ἔχοµε ἁπλῶς ε−προσεγγιστική λύση τῆς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως.
῾Η δέ ἰδιότης (v) ἀποτελεῖ τήν ε−προσέγγιση τῆς ἀρχικῆς συνθήκης.

(ii) Λόγῳ τῶν ἰδιοτήτων (i) καί (ii) τῶν ε−προσεγγιστικῶν λύσεων συνάγοµε ὅτι :

ϕ(t) = ϕ(τk−1) +
ϕ(τk)− ϕ(τk−1)

τk − τk−1
(t− τk−1),

γιά κάθε t στό διάστηµα [τk−1, τk]. ῎Ητοι : Τό γράφηµα τῆς ϕ στό διάστηµα [τk−1, τk] εἶ-
ναι τό εὐθύγραµµο τµῆµα τό ὁποῖο συνδέει τά σηµεῖα

(
τk−1, ϕ(τk−1)

)
καί

(
τk, ϕ(τk)

)
.

Συνολικῶς τό γράφηµα τῆς ϕ σ’ ὅλο τό [α, β] ἀποτελεῖ πολυγωνική γραµµή. (Μία τέτοια
ϕ ὀνοµάζεται affine.)

(iii) Ἄν ὁλοκληρώσοµε τήν (.) στό διάστηµα [τ, t] λαµβάνοµε :
∣∣∣ϕ(t)− ϕ(τ)−

∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds

∣∣∣ ≤ ε|t− τ| (.)

καί σέ συνδυασµό µέ τήν ἰδιότητα (v) ἕπεται ὅτι
∣∣∣ϕ(t)− ξ −

∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds

∣∣∣ ≤
∣∣∣ϕ(t)− ϕ(τ)−

∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds

∣∣∣ + |ϕ(τ)− ξ|

≤ ε|t − τ|+ ε.
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Ἄρα ἡ ϕ ἀποτελεῖ προσεγγιστική λύση καί τῆς ὁλοκληρωτικῆς µορφῆς τοῦ προβλήµα-
τος ἀρχικῶν τιµῶν. ᾿Ιδιαιτέρως, ἄν ἡ ἀρχική συνθήκη ἱκανοποιεῖται ἀκριβῶς, δηλαδή
ϕ(τ) = ξ, τότε ἡ ϕ ϑά ἱκανοποιεῖ τελικῶς

∣∣∣ϕ(t)− ξ −
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds

∣∣∣ ≤ ε|t− τ|.

Τό ϑεώρηµα τό ὁποῖο ἀκολουθεῖ ἀποτελεῖ τό ἰσχυρότερο ἀποτέλεσµα ὑπάρξεως λύσεων τοῦ
ἀνά χεῖρας ἐγχειριδίου. Εἶναι τό ἰσχυρότερο διότι παρέχει ὕπαρξη λύσεων ἐνῶ ἀπαιτεῖ ἀπό
τήν συνάρτηση ϱοῆς µόνον συνέχεια καί ὄχι συνέχεια Lipschitz. Ταυτοχρόνως ὅµως δέν
παρέχει µοναδικότητα.

Θεώρηµα 3.4.1. (Cauchy–Lipschitz) ῎Εστω ὅτι f : D → R συνεχής, ὅπου D ⊂ R2 ἀνοικτό,
(τ, ξ)∈D,

K = [τ − α, τ + α]× [ξ − β, ξ + β] ⊂ D,

καί max
(t,x)∈K

| f (t, x)| = M. Τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

{
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ἔχει λύση ϕ ἡ ὁποία ὁρίζεται στό διάστηµα I = [τ − γ, τ + γ], ὅπου γ = min {α, β/M} .
῾Η ϕ προκύπτει ὡς ὁµοιόµορφο ὅριο κατάλληλης ἀκολουθίας ε−προσεγγιστικῶν λύσεων.

Περιγραµµα αποδειξεως. ῾Η ἀπόδειξη συνίσταται στά ἑξῆς :

(i) Γιά κάθε ε > 0 ὑπάρχει ε−προσεγγιστική λύση ϕε τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
(.) ὁρισµένη ἐπί τοῦ κλειστοῦ διαστήµατος I = [τ − γ, τ + γ], ἡ ὁποία ἱκανοποιεῖ
τήν ἀρχική συνθήκη ἀκριβῶς, δηλαδή ϕε(τ) = ξ.

(ii) Κατάλληλη ἀκολουθία τέτοιων ε−προσεγγιστικῶν λύσεων, συγκεκριµένα µία ἀκολουθί-
α τῆς µορφῆς {ϕεn}n∈N, ὅπου εn ↘ 0, ἀποτελεῖ ἰσοσυνεχές καί ϕραγµένο ὑποσύνολο
τοῦ C(I). Χρησιµοποιῶντας τό Λῆµµα Arzelà–Ascoli λαµβάνοµε ὁµοιοµόρφως συγκλί-
νουσα ὑπακολουϑία τῆς {ϕεn}n∈N. Τό ὅριο αὐτῆς ϑά εἶναι λύση τοῦ (.).

3.4.1 Κατασκευή ε−προσεγγιστικῶν λύσεων

῾Η ὕπαρξη ε−προσεγγιστικῶν λύσεων προκύπτει ἀπό τό κατωτέρω κατασκευαστικό λῆµµα:

Λῆµµα 3.4.2. ῎Εστω f : D → R, ὅπου D ⊂ R2 ἀνοικτό, συνεχής συνάρτηση,

K = [τ − α, τ + α]× [ξ − β, ξ + β] ⊂ D,
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καί M = max(t,x)∈K | f (t, x)|. ῎Εστω γ = min {α, β/M}. Τότε γιά κάθε ε > 0 ὑπάρ-
χει ε−προσεγγιστική λύση ϕ τοῦ (.) ὁρισµένη στό διάστηµα I = [τ − γ, τ + γ] καί
ἱκανοποιοῦσα τήν ἀρχική συνθήκη ϕ(τ) = ξ.

Αποδειξη. Πραγµατοποιοῦµε κατ’ ἀρχάς τήν κατασκευή στό διάστηµα [τ, τ + γ]. ῾Η κατα-
σκευή στό διάστηµα [τ − γ, τ] πραγµατοποιεῖται κατ’ ἀνάλογο τρόπο. ᾿Επειδή τό K εἶναι
συµπαγές, τότε ἡ f εἶναι ὁµοιοµόρφως συνεχής στό K, ὁπότε γιά τό δοθέν ε > 0, ὑπάρχει
δ > 0, ὥστε ὁποτεδήποτε

|t1 − t2| < δ καί |x1 − x2| < δ,

νά ἰσχύει ὅτι ∣∣ f (t1, x1)− f (t2, x2)
∣∣ < ε.

῎Εστω τώρα n ∈ N ὥστε :

h =
γ

n
< min

{
δ,

δ

M

}

καί ἔστω ὅτι ὁρίζοµε τά σηµεῖα :

τk = τ + kh, k = 0, . . . , n.

Τότε κατασκευάζοµε τήν κατωτέρω ἀναδροµικῶς ὁριζόµενη συνάρτηση ϕ ὅπου

ϕ(τ) = ξ

καί δοθέντος ὅτι ἡ ϕ ἔχει ὁρισθεῖ στό διάστηµα Ik = [τk−1, τk], ὁρίζοµε

ϕ(t) = ϕ(τk) + f
(
τk, ϕ(τk)

)
(t− τk),

γιά κάθε t ∈ Ik+1 = [τk, τk+1]. Θά δείξοµε ὅτι ἡ ϕ εἶναι πράγµατι ε−προσεγγιστική λύση
τοῦ (.). Οἱ ἰδιότητες (i), (ii) καί (v) τοῦ ῾Ορισµοῦ . στήν σελίδα 151, ἱκανοποιοῦνται
αὐτοµάτως. ῾Η ἰδιότης (iii) ἀποτελεῖ συνέπεια τῆς ἀνισότητος

∣∣ϕ(t)− ξ
∣∣ ≤ M|t− τ|, (.)

τήν ὁποία καί ϑά ἀποδείξοµε ἐπαγωγικῶς. Συγκεκριµένα, στό I1 = [τ0, τ1] = [τ, τ + h], ἡ ϕ

ἔχει τήν µορφή

ϕ(t) = ϕ(τ0) + f
(
τ0, ϕ(τ0)

)
(t− τ0) = ξ + f (τ, ξ)(t− τ).

Ἄρα ∣∣ϕ(t)− ξ
∣∣ =

∣∣ f (τ, ξ)
∣∣ · |t− τ| ≤ M|t− τ|.
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῎Εστω τώρα ὅτι ἡ (.) ἰσχύει στό διάστηµα Ik. Τότε ἰδιαιτέρως γιά t = τk∈ Ik ϑά ἰσχύει ὅτι :

|ϕ(τi)− ξ| ≤ M|τi − τ|.

῾Εποµένως (τk, ϕ(τk)∈K καί συνεπῶς ἡ f ὁρίζεται στό σηµεῖο
(
τk, ϕ(τk)

)
. ῾Οπότε στό Ik+1

ἡ ϕ ἔχει τήν µορφή:
ϕ(t) = ϕ(τk) + f

(
τk, ϕ(τk)

)
(t− τk),

ϑά ἔχοµε

|ϕ(t)− ξ| ≤ |ϕ(τk)− ξ|+ ∣∣ f
(
τk, ϕ(τk)

)∣∣ |t− τk|
≤ M|τk − τ|+ M|t− τk| = M|t− τ|.

Ἀποµένει ἡ ἀπόδειξη τῆς ἰδιότητος (iv). ῎Εστω t∈ (τk−1, τk). Λόγῳ τοῦ τρόπου µέ τόν ὁποῖο
ὁρίσθηκε ἡ ϕ ϑά ἔχοµε :

ϕ′(t)− f
(
t, ϕ(t)

)
= f

(
τk−1, ϕ(τk−1)

)− f
(
t, ϕ(t)

)
.

Ἀρκεῖ λοιπόν νά δείξοµε ὅτι :

|τk−1 − t| < δ καί
∣∣ϕ(τk−1)− ϕ(t)

∣∣ < δ,

γιά κάθε t∈ Ik. ῾Η πρώτη ἀπό τίς ἀνωτέρω ἀνισότητες ἰσχύει διότι γιά κάθε t∈ Ik ἔχοµε :

0 ≤ t− τk−1 ≤ τk − τk−1 = h < δ,

ἐνῶ γιά τήν δεύτερη

∣∣ϕ(t)− ϕ(τk−1)
∣∣ =

∣∣ f
(
τk−1, ϕ(τk−1)

)∣∣ · ∣∣t− τk−1
∣∣ < M · δ

M
= δ. 2

3.4.2 Λῆµµα Arzelà–Ascoli

῞Οπως ἔχει ἤδη ἀναφερθεῖ, ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

ϑά προκύψει ὡς ὁµοιόµορφο ὅριο κατάλληλης ἀκολουϑίας {ϕεn}n∈N, εn ↘ 0, ἀπό ε−προς-
εγγιστικές λύσεις. Συγκεκριµένα, ἔαν ἐγνωρίζαµε ὅτι ἡ {ϕεn}n∈N ἦταν ὁµοιοµόρϕως συγκλί-
νουσα ἐπί τοῦ διαστήµατος [τ−γ, τ + γ], µέ ὅριο τήν συνάρτηση ϕ, τότε λόγῳ τῆς ἀνισότητος
(.), δεδοµένου ὅτι ἑκάστη τῶν προσεγγιστικῶν λύσεων ϕεn ἱκανοποιεῖ τήν ἀρχική συνθήκη,
ϑά εἴχαµε ὅτι ∣∣∣ϕεn(t)− ξ −

∫ t

τ
f
(
s, ϕεn(s)

)
ds

∣∣∣ ≤ εn|t− τ|,
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γιά κάθε t∈ [τ− γ, τ + γ], ἡ ὁποία µέ τήν σειρά της ϑά εἶχε ὡς συνέπεια ὅτι τό ὁµοιόµορφο
ὅριο ϕ ϑά ἱκανοποιοῦσε τήν ἀνισότητα

∣∣∣ϕ(t)− ξ −
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds

∣∣∣ ≤ 0,

γιά κάθε t∈ [τ−γ, τ + γ], διότι ϕεn → ϕ ὁµοιοµόρφως καί χρησιµοποιῶντας τό ἐπιχείρηµα
τῆς σελίδος 129 συνάγοµε ὅτι

ζn(t) =
∫ t

τ
f
(
s, ϕεn(s)

)
ds →

∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds = ζ(t),

ὁµοιοµόρφως στό [τ − γ, τ + γ]. ῾Ως ἐκ τούτου ἡ ϕ ϑά ἀποτελοῦσε λύση τοῦ προβλήµατος
ἀρχικῶν τιµῶν (3.4.2).

Γιά νά ἀποδειχθεῖ ὅµως ἡ ὕπαρξη τέτοιας ὑπακολουθίας ε−προσεγγιστικῶν λύσεων ἀπαιτεῖ-
ται ἡ χρήση τοῦ λήµµατος Arzelà–Ascoli.

Λῆµµα 3.4.3. (Arzelà–Ascoli ) ῎Εστω F ⊂ C[α, β] ἰσοσυνεχής καί ϕραγµένη οἰκογένεια
συναρτήσεων. Τότε κάθε ἀκολουθία {ψn}n∈N ⊂ F ἔχει ὁµοιοµόρφως συγκλίνουσα ὑπα-
κολουθία.

Πρό τῆς ἀποδείξεως παραθέτοµε τόν ὁρισµό τῆς ἰσοσυνεχείας :

῾Ορισµός 3.4.2. ῞Ενα σύνολο συναρτήσεων F ⊂ C[α, β] ὀνοµάζεται ἰσοσυνεχές (equi-

continuous) ἄν γιά κάθε t1, t2∈ [α, β] καί ψ∈F ὑπάρχει ε > 0 ὥστε ὁποτεδήποτε :

|t1 − t2| < δ,

νά ἕπεται ὅτι
|ψ(t1)− ψ(t2)| < ε.

῎Ητοι, τό ε εἶναι ἀνεξάρτητο τόσο ἀπό τίς ψ ὅσο καί ἀπό τά t1, t2∈ [α, β].

Παρατήρηση. ᾿Εννοεῖται ἐδῶ ὅτι ἡ οἰκογένεια συναρτήσεων F ὀνοµάζεται ϕραγµένη ἄν
ὑπάρχει M > 0 ὥστε

|ψ(t)| ≤ M,

γιά κάθε ψ∈F καί t∈ [α, β].
Guido Ascoli (1843–1896), Cesare Arzelà (1847–1912). Τό λῆµµα αὐτό ἀρχικῶς ἀπεδείχθη ἀπό τόν Ascoli

γιά ἰσο-Lipschitz συνεχεῖς συναρτήσεις στό Le curve limiti di una varietà data di curve, Rend. Accad. Lincei,
nu. 18 (1884), σελ. 521–586. ῾Ο Arzelà ἔδωσε τήν ἐπέκταση τοῦ λήµµατος γιά γενική οἰκογένεια ἰσοσυνεχῶν
συναρτήσεων στό Sulle funzioni di linee, Mem. Accad. Sc. Bologna, Serie 5, Tomo 5 (1894–5), σελ. 225–244.
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Αποδειξη του ληµµατος. ῎Εστω {ψn}n∈N ⊂ F καί {rk}k∈N οἱ ϱητοί τοῦ διαστήµατος
[α, β]. Τότε ἡ ἀκολουθία {ψn(r1)}n∈N ἀποτελεῖ ϕραγµένη ἀκολουθία πραγµατικῶν ἀρι-
ϑµῶν καί ὡς ἐκ τούτου ἔχει συγκλίνουσα ὑπακολουθία, ἔστω τήν {ψ1,n(r1)}n∈N. ῾Οµοίως
ἡ ἀκολουθία {ψ1,n(r2)}n∈N, ἡ ὁποία εἶναι ἐπίσης ϕραγµένη ἔχει συγκλίνουσα ὑπακολου-
ϑία, ἔστω τήν {ψ2,n(r2)}n∈N. Ἀναδροµικῶς κατασκευάζοµε τίς συγκλίνουσες ὑπακολου-
ϑίες {ψk,n(rk)}n∈N, οὕτως ὥστε ἡ {ψk,n}n∈N νά εἶναι ὑπακολουθία τῆς {ψk−1,n}n∈N καί
ἡ {ψk,n(rk)}n∈N νά συγκλίνει. Θά δείξοµε ὅτι ἡ ἀκολουθία ϕn = ψn,n, n ∈ N, ἡ ὁποία
προκύπτει ἀπό τό προηγηθέν διαγώνιο ἐπιχείρηµα καί συγκλίνει σέ κάθε ϱητό στό [α, β],
συγκλίνει καί ὁµοιοµόρφως στό [α, β]. Χρησιµοποιοῦµε πρός τοῦτο κατάλληλο ἐπιχείϱηµα
τῶν τριῶν ε/3. ῎Εστω ε > 0. Τότε λόγῳ τῆς ἰσοσυνεχείας ὑπάρχει δ > 0 ὥστε ὁποτεδήποτε

t1, t2 ∈ [α, β], |t1 − t2| < δ καί ψ ∈ F ,

ἰσχύει ὅτι
|ψ(t1)− ψ(t2)| <

ε

3
.

᾿Επιλέγοµε ϱητούς r1, . . . , rk ὥστε α ≤ r1 < r2 < · · · < rk ≤ β καί

rj+1 − rj < δ, j = 1, . . . , k− 1.

᾿Επειδή οἱ ἀκολουθίες {ϕn(rj)}n∈N, j = 1, . . . , k, συγκλίνουν, ὑπάρχει N∈N ὥστε

m, n ≥ N =⇒ |ϕm(rj)− ϕn(rj)| <
ε

3
,

ταυτοχρόνως γιά κάθε j = 1, . . . , k. ῎Εστω τώρα t ∈ [α, β]. Τότε t ∈ [rj, rj+1] γιά κάποιο
j = 1, . . . , k− 1 καί ὡς ἐκ τούτου |t− rj| < δ. Συνεπῶς ϑά ἔχοµε :

∣∣ϕm(t)− ϕn(t)
∣∣ ≤ ∣∣ϕm(t)− ϕm(rj)

∣∣ +
∣∣ϕm(rj)− ϕn(rj)

∣∣ +
∣∣ϕn(rj)− ϕn(t)

∣∣

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Ἄρα ἡ {ϕn}n∈N εἶναι ὁµοιοµόρφως Cauchy καί συνεπῶς συγκλίνει ὁµοιοµόρφως. ὅ.ἔ.δ.

3.4.3 ᾿Απόδειξη τοῦ Θεωρήµατος Cauchy–Lipschitz

Εἴµεθα τώρα ἕτοιµοι νά ὁλοκληρώσοµε τήν ἀπόδειξη τοῦ Θεωρήµατος 3.4.1. Ἀποµένει νά
ἐξακριβωθεῖ ὅτι τό σύνολο τῶν ε−προσεγγιστικῶν λύσεων F = {ϕεn}n∈N, ὅπου εn ↘ 0,
εἶναι ϕραγµένο καί ἰσοσυνεχές. Τό ὅτι τό F εἶναι ϕραγµένο προκύπτει ἀπό τήν (.). Γιά
τήν ἀπόδειξη τῆς ἰσοσυνεχείας, ἔστω ϕ ε−προσεγγιστική λύση, t, t̃ ∈ [τ − γ, τ + γ], ὅπου
t < t̃ καί ἔστω ὅτι µεταξύ τῶν t καί t̃ παρεµβάλλονται τά τk+1, . . . , τ`, δηλαδή

τk ≤ t < τk+1 < . . . < τ` ≤ t̃ < τ`+1.
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Τότε ϑά ἔχοµε

ϕ(t̃)− ϕ(t) =
(

ϕ(t̃)− ϕ(τ`)
)
+

(
ϕ(τ`)− ϕ(τ`−1)

)
+ · · ·+ (

ϕ(τk+1)− ϕ(t)
)

= f
(

τ`, ϕ(τ`)
)
(t̃− τ`) + f

(
τ`−1, ϕ(τ`−1)

)
(τ` − τ`−1) + · · ·+

+ f
(
τk, ϕ(τk)

)
(τk+1 − t),

ὁπότε
∣∣ϕ(t̃)− ϕ(t)

∣∣ ≤ ∣∣ f
(

τ`, ϕ(τ`)
)∣∣ · |t̃− τ`|+

∣∣ f
(
τ`−1, ϕ(τ`−1)

)∣∣ · |τ` − τ`−1|+ · · ·+

+
∣∣ f

(
τk, ϕ(τk)

)∣∣ · |τk+1 − t|
≤ M| t̃− τ`|+ M|τ` − τ`−1|+ · · ·+ M|τk+1 − t| = M| t̃− t|,

ὅπερ ἀποδεικνύει τήν ἰσοσυνέχεια καί ὁλοκληρώνει τήν ἀπόδειξη τοῦ ϑεωρήµατος. ὅ.ἔ.δ.

Παρατηρήσεις

(i) ῾Η ἐπιλογή τοῦ ὀρθογωνίου παραλληλογράµµου K, στό πεδίο ὁρισµοῦ D τῆς f , τό
ὁποῖο ὑπετέθη ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2, µέ κέντρο ϐάρους δοθέν σηµεῖο αὐτοῦ,
εἶναι πάντοτε ἐφικτή. Συνεπῶς ἡ διατύπωση τοῦ Θεωρήµατος 3.4.1 ϑά ἦταν δυνατόν
νά ἁπλουστευθεῖ καί ὡς ἑξῆς :

Πόρισµα 3.4.4. ῎Εστω f : D −→ R συνεχής, ὅπου D ⊂ R2 ἀνοικτό καί (τ, ξ) ∈ D.
Τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

ἔχει λύση. 2

(ii) Τά συµπεράσµατα τοῦ Λήµµατος Arzelà–Ascoli ἰσχύουν καί στήν περίπτωση κατά τήν
ὁποία ἡ οἰκογένεια F ἀποτελεῖ ἰσοσυνεχῆ οἰκογένεια ϕραγµένων συναρτήσεων ὡς πρός
κάποια µετρική, καί ὁρισµένων ἐπί συµπαγοῦς µετρικοῦ χώρου (ἤ ἀκόµη γενικότερα,
ἐπί ὁλικῶς ϕραγµένου χώρου.)

(iii) Στήν περίπτωση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = |x|1/2,
x(0) = 0,

῞Ενας µετρικός χῶρος 〈X, d〉 ὀνοµάζεται ὁλικῶς ϕραγµένος ἄν γιά κάθε ε > 0 ὁ X καλύπτεται ἀπό πεπερασ-
µένου πλήθους ἀνοικτές µπάλες ἀκτῖνος ε.



3.4. ε−Προσεγγιστικές λύσεις∗ 

ὅλες οἱ ε−προσεγγιστικές λύσεις οἱ ὁποῖες κατασκευάζονται ἀπό τήν Πρόταση 3.4.2
εἶναι ταυτοτικῶς µηδενικές. Ἄρα ὑπάρχει µοναδικό ὅριο ε−προσεγγιστικῶν λύσεων
παρά τό γεγονός ὅτι τό ἀντίστοιχο πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν ἔχει ἄπειρες λύσεις. ῾Ε-
ποµένως στήν περίπτωση ἡ ὁποία παραβιάζεται ἡ µοναδικότης, ἡ Μέθοδος Peano δέν
κατασκευάζει ἀπαραιτήτως ὅλες τίς λύσεις.῾Ωστόσο, στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία
στό ἴδιο πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν ϑέσοµε ϕε(τ) = ε, λαµβάνοµε, ὡς ὁµοιόµορφο ὅριο,
κάποια µή ταυτοτικῶς µηδενική λύση. Ποιά ;

(iv) Οἱ ε−προσεγγιστικές λύσεις οἱ ὁποῖες κατασκευάζονται ἀπό τήν Πρόταση 3.4.2 εἶναι
ἐν πολλοῖς ὑποµιµνήσκουσες τῶν προσεγγιστικῶν λύσεων τῆς Μεθόδου Euler (γνωστῆς
ὡς Forward Euler.) Συγκεκριµένα, ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

προσεγγίζεται στό διάστηµα [τ, τ + γ] ἀπό συνάρτηση xh τῆς ὁποίας τό γράφηµα
ἀποτελεῖ πολυγωνική καµπύλη. ῾Η xh προσδιορίζεται ἀπό N−άδα διακριτῶν τιµῶν
xn, n = 0,1, . . . , N, οἱ τιµές στίς κορυφές τῆς πολυγωνικῆς γραµµῆς, ὅπου ἡ τιµή xn

προσεγγίζει τήν λύση στήν χρονική στιγµή tn = τ + nh µέ h = γ/N. Οἱ τιµές τῆς xn

ἀποτελοῦν ὅρους τῆς ἀκολουθίας µέ ἀναδροµικό τύπο

x0 = ξ, xk = xk−1 + h f (tk−1, xk−1), k = 1, . . . , N.

Γιά τήν ἀπόδειξη τῆς συγκλίσεως τῆς ἀνωτέρω ἀκολουθίας στήν λύση τοῦ (.) ἀ-
παιτεῖται ἐπί πλέον ὁµαλότης στήν συνάρτηση ϱοῆς. (Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα
160.)

(v) Ἄν τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν ἔχει µοναδική λύση, τότε κάθε ἀκολουθία ε−προσεγγι-
στικῶν λύσεων συγκλίνει σ’ αὐτήν. (Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 160.)

3.4.4 ∆ιανυσµατική ἐκδοχή τοῦ ϑεωρήµατος Cauchy–Lipschitz

Χωρίς ἰδιαίτερη δυσκολία δυνάµεθα νά ὁρίσοµε ε−προσεγγιστικές λύσεις διανυσµατικῶν
προϐληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν καί νά ἀποδείξοµε ὅτι τέτοιες ὑπάρχουν. ᾿Ιδιαιτέρως ἰσχύει ὅτι :

Θεώρηµα 3.4.5. (Cauchy–Lipschitz) ῎Εστω f : D → RN συνεχής, ὅπου D ⊂ RN+1

ἀνοικτό, K = [τ− α, τ + α]× Bβ(ξ) ⊂ D καί M = max(t,x)∈K
∥∥f (t, x)

∥∥, τότε τό πρόβληµα
ἀρχικῶν τιµῶν: {

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ἔχει λύση ϕ ὁρισµένη στό διάστηµα I = [τ − γ, τ + γ], ὅπου γ = min {α, β/M} . ῾Η ϕ

προκύπτει ὡς ὁµοιόµορφο ὅριο ε−προσεγγιστικῶν λύσεων. 2
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Παροµοίως ἔχοµε καί τό ἀκόλουθο πόρισµα

Πόρισµα 3.4.6. ῎Εστω f : D −→ RN συνεχής, ὅπου D ⊂ RN+1 ἀνοικτό καί (τ, ξ) ∈ D.
Τότε τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

ἔχει λύση. 2

᾿Ασκήσεις

.. Ἀποδείξατε ὅτι ἄν τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

δέχεται µοναδική λύση, τότε κάθε ἀκολουθία ε−προσεγγιστικῶν λύσεων {ϕεn}n∈N, εn↘0, τοῦ ἀνωτέρω,
συγκλίνει ὁµοιοµόρφως.

.. ῎Εστω ὅτι ἡ ἀκολυθία {ϕn}n∈N ἀποτελεῖ τοπικῶς ὁµοιοµόρφως συγκλίνουσα ἀκολουθία ἐπί διαστήµατος
I λύσεων τῆς ἐξισώσεως x′ = f (t, x) µέ ὅριο τήν συνάρτηση ϕ. ∆είξατε ὅτι ἡ ϕ εἶναι ἐπίσης λύση τῆς
x′ = f (t, x).

.. ῎Εστω f ∈ C(K), ὅπου K = [τ − α, τ + α] × [ξ − β, ξ + β]. Ἄν M = max(t,x)∈K | f (t, x)| καί γ =
min{α, β/M}, τότε τό σύνολο τῶν λύσεων τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

στό διάστηµα [τ − γ, τ + γ], εἶναι ἰσοσυνεχές.

.. (Σύγκλιση τῆς µεθόδου Euler) ῎Εστω ὅτι τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ἔχει λύση στό διάστηµα I = [τ, τ + γ], ὅπου γ > 0 καί ἡ f ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz ὡς πρός
τήν δεύτερη µεταβλητή. ῾Ορίζοµε ὡς ϕn : I → R τήν ε−προσεγγιστική λύση ἡ ὁποία ἀντιστοιχεῖ στήν
διαµέριση τ = τ0 < τ + h < · · · < τ + nh = τ + γ, ὅπου h = γ/n. ∆είξατε ὅτι ἡ ἀκολουθία {ϕn}n∈N

συγκλίνει στήν λύση τοῦ (.) ὁµοιοµόρφως στό [τ, τ + γ]. ᾿Ιδιαιτέρως, δείξατε ὅτι ὑπάρχει σταθερά
C > 0, ἀνεξάρτητη τοῦ n, ὥστε

max
t∈[τ,τ+γ]

∣∣ϕn(t)− ϕ(t)
∣∣ ≤ C

n
.

῎Ητοι, ἡ µέθοδος εἶναι πρώτης τάξεως ἀκριβείας.

.. ῎Εστω ὅτι τό σύνολο S ἀποτελεῖται ἀπό ὅλες τίς λύσεις τοῦ (µή κατ’ ἀνάγκη ἀπολαµβάνοντος µοναδικότη-
τος) προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν {

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ.

(.)



3.5. Μιγαδικές ἐξισώσεις* 

µέ πεδίο ὁρισµοῦ I = [τ− γ, τ + γ] (τό γ > 0 ἔχει ὀρισθεῖ στήν διατύπωση τοῦ Θεωρήµατος 3.4.1), τότε
δείξατε ὅτι ἡ συνάρτηση

ϕ(t) = sup
ψ∈S

ψ(t),

εἶναι ϕραγµένη καί ἀποτελεῖ λύση τοῦ (.). ῾Η ϕ ἀποτελεῖ τήν µέγιστη λύση τῆς (.).

Υποδειξη. Κατ’ ἀρχάς δείξατε ὅτι ἄν ψ∈S , τότε |ψ(t)− ξ| ≤ β γιά κάθε t∈ I. Ἄρα ἡ ϕ εἶναι ϕραγµένη.
Ἀκολούθως δείξατε ὅτι ἄν ψ1, ψ2∈S , τότε max{ψ1, ψ2}∈S . ῎Εστω ε > 0. ᾿Επιλέγοµε {τi}i = 1N ⊂ I
ὥστε 0 < τi − τi−1 < ε καί {ψε

i }N
i=1 ⊂ S ὥστε ψε

i (τi) > ϕ(τi)− ε. Θέτοµε ψε = max{ψε
1, . . . , ψε

N}.
∆είξατε ὅτι ἡ limε→0 ψε = ϕ.

.. Νά ἀποδειχθεῖ τό Θεώρηµα 3.4.5.

.. Νά διατυπωθεῖ καί νά ἀποδειχθεῖ τό Θεώρηµα Cauchy–Peano στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία ἡ Ϲητούµενη

συνάρτηση καθώς καί ἡ συνάρτηση ϱοῆς λαµβάνουν τιµές σέ χῶρο Banach.

3.5 Μιγαδικές ἐξισώσεις*

῎Εστω τώρα ὅτι ὁ χρόνος µας εἶναι µιγαδικός. ῎Εχοµε ἤδη δεῖ πῶς διατυποῦται τό µιγαδικό
πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν. (Βλέπε ῾Υποενότητα 1.5.5 στίς σελῖδες 33–34). ῾Η µιγαδική
συνάρτηση ϱοῆς ἀποτελεῖ ἀναλυτική συνάρτηση καί ὡς ἐκ τούτου αὐτό ϑά µᾶς ἐπιτρέψει τήν
ἐκ νέου χρήση τῆς ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας Picard. Στό σηµεῖο αὐτό ϑά εἰσαγάγοµε τόν
ἀκόλουθο συµβολισµό:

(i) Ἀνοικτός δίσκος ἀκτῖνος $ καί κέντρου ζ∈C:

B(ζ, $) =
{

z∈: |z− ζ| < $
}

,

(ii) Κλειστός δίσκος ἀκτῖνος $ καί κέντρου ζ∈C :

B(ζ, $) =
{

z∈C : |z− ζ| ≤ $
}

.

3.5.1 ῞Υπαρξη

῎Εχοµε τό κατωτέρω ἀποτέλεσµα ὑπάρξεως λύσεων:

Θεώρηµα 3.5.1. ῎Εστω D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ C2 καί f : D → C ἀναλυτική ὡς πρός
ἑκάστη τῶν µεταβλητῶν της. ῎Εστω ἐπίσης (ζ, ω)∈D καί

K = B(ζ, α)× B(ω, β) ⊂ D,

γιά κάποια α, β > 0. Ἄν
M = max

(z,w)∈K

∣∣ f (z, w)
∣∣
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καί γ = min{α, β/M}, τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν




dw

dz
= f (z, w),

w(ζ) = ω,
(.)

ἔχει λύση στό Ω = B(ζ, γ).

Περιγραµµα της αποδειξεως. ῾Η λύση τοῦ (.) ϑά προκύψει ὡς τό ὅριο τῆς ἀναδροµικῆς
ἀκολουθίας Picard

ϕ0(z) = ω, ϕn+1(z) = ω +
∫ z

ζ
f
(
η, ϕn(η)

)
dη,

γία n∈N, ὅπου z∈B(ζ, γ) καί ἡ ὁλοκλήρωση ἐκτελεῖται ἐπί αὐθαίρετης καµπύλης ἡ ὁποία
συνδέει τά ζ καί z καί εὑρίσκεται ἐξ ὁλοκλήρου ἐντός τοῦ Ω = B(ζ, γ). ᾿Επειδή τό Ω εἶναι
ἁπλά συνεκτικό χωρίο, τό ἀνωτέρω ὁλοκλήρωµα εἶναι καλῶς ὁρισµένο (µέ τήν προϋπόθεση
ϐεβαίως ὅτι

(
η, ϕn(η)

)∈K γιά κάθε η τό ὁποῖο ϐρίσκεται ἐπί τῆς καµπύλης.)

Βῆµα πρῶτο: ῾Η ἀναδροµική ἀκολουθία Picard ὁρίζεται καλῶς.

Αὐτό ἀποδεικνύεται ὅπως καί στό Θεώρηµα 3.2.1. ᾿Εδῶ ἐπιλέγοµε ὡς καµπύλη ὁλοκληρώ-
σεως τό εὐθύγραµµο τµῆµα τό ὁποῖο συνδέει τά ζ καί z καί ἀποδεικνύοµε ἐπαγωγικῶς ὅτι :

∣∣ϕn(z)−ω
∣∣ ≤ M|z− ζ| ≤ γ.

Βῆµα δεύτερο: ῾Η ἀναδροµική ἀκολουθία Picard συγκλίνει ὁµοιοµόρφως στό B(ζ, γ).

῞Οπως καί στήν ἀπόδειξη τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1, εἶναι δυνατόν νά ἀποδειχθεῖ ἐπαγωγικῶς
ὅτι

∣∣ϕn+1(z)− ϕn(z)
∣∣ ≤ M

L
(L|z− ζ|)n+1

(n + 1)!
≤ M

L
(Lγ)n+1

(n + 1)!
, (.)

ὅπου
L = max

(z,w)∈K

∣∣ fw(z, w)
∣∣ (.)

καί ἡ ὁµοιόµορφη σύγκλιση ϑά προκύψει ἐκ νέου µέ τήν ἐφαρµογή τοῦ Κριτηρίου Weier-
strass ἐφ’ ὁσον ἡ (.) ἔχει ὡς συνέπεια τήν

∞

∑
n=0

∣∣ϕn+1(z)− ϕn(z)
∣∣ ≤ M

L
eLγ.

᾿Επί πλέον χρησιµοποιοῦµε τό γεγονός ὅτι : κάθε ὁµοιόµορφο ὅριο ἀκολουθίας ἀναλυτικῶν
συναρτησεων ἄποτελεῖ ἐπίσης ἀναλυτική συνάρτηση.



3.5. Μιγαδικές ἐξισώσεις* 

Βῆµα τρίτο: Τό ὅριο ϕ τῆς ἀκολουθίας Picard ἱκανοποιεῖ τήν ὁλοκληρωτική µορφή τοῦ
(3.47):

ϕ(z) = ω +
∫ z

ζ
f
(
η, ϕ(η)

)
dη, (.)

γιά κάθε z∈B(ζ, γ) καί ὡς ἐκ τούτου καί τό (.). ᾿Εκ νέου, ἡ ὁµοιόµορφη σύγκλιση τῆς
{ϕn}n∈N ἐγγυᾶται ὅτι ἀφ’ ἑνός µέν τό ὅριο ἀποτελεῖ ἐπίσης ἀναλυτική συνάρτηση, ἀφ’ ἑτέρου
τά ὅρια περνοῦν στό ὁλοκλήρωµα καί σύνθεση καί ἐν τέλει ἡ ϕ ἱκανοποιεῖ τήν (.). ῾Η
ἰσοδυναµία προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν καί τῆς ὁλοκληρωτικῆς του µορφῆς εἶναι προφανής.
2

3.5.2 Μοναδικότης

Πρόταση 3.5.2. ῎Εστω D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ C2 καί f : D → C ἀναλυτική ὡς πρός
ἑκάστη τῶν µεταβλητῶν της. Τότε γιά κάθε (ζ, ω)∈D τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν





dw
dz

= f (z, w),

w(ζ) = ω,
(.)

ἀπολαµβάνει καθολικῆς µοναδικότητος.

Αποδειξη. Βλέπε Πρόταση 1.7.3. 2

Παρατήρηση. ῞Ολα τά ἀνωτέρω ἀποτελέσµατα δύνανται εὐκόλως νά γενικευθοῦν γιά συστή-
µατα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων µιγαδικοῦ χρόνου. (Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα
164.)

Παράδειγµα. Τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν

w′ = ew, w(−1) = 0, (.)

ἔχει λύση τήν συνάρτηση ϕ(z) = − log(−z), ἡ ὁποία ἀποτελεῖ ἐπιφάνεια Riemann. Εἶναι
δυνατόν νά κατασκευάσοµε δύο λύσεις αὐτοῦ, µέ κοινό πεδίο ὁρισµοῦ ὄχι ἁπλά συνεκτικό
χωρίο στό ὁποῖο νά µήν ταυτίζονται. ᾿Ιδιαιτέρως, ἄν α∈ (−π, π) καί

Ωα = Cr
{

(r cos α, r sin α) : r ≥ 0
}

,

τότε ἡ συνάρτηση ϕα(z) = − log(−z) ὁρίζεται στό Ωα ὡς λύση τοῦ (.) καί ἰσχύει ὅτι, ἄν
α1 < α2, τότε ∣∣ϕα1(z)− ϕα2(z)

∣∣ = 2π,

γιά κάθε z = (r cos ϑ, r sin ϑ), ὅπου ϑ∈ (α1, α2). Εἰδικῶς ἄν

α1 = π +
1

2n
, α2 = π +

1
n

,
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καί z = eiϑ, ϑ∈ (α1, α2), τότε
∣∣ϕα1(z)− ϕα2(z)

∣∣ = 2π,

ἐνῶ συγχρόνως
|z− (−1)| <

1
n

,

ὅπερ σηµαίνει ὅτι στήν µιγαδική ἐκδοχή τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν δέν ἀναµένοµε κάν
νά ἱκανοποιεῖται ἡ τοπική µοναδικότης. (Βλέπε ὁρισµό 1.7.1.)

᾿Ασκήσεις

.. Ἄν p καί q ἀκέραιες ἀναλυτικές συναρτήσεις, νά λυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

w′ = p(z)w + q(z),
w(ζ) = ω.

.. Νά ἐπιλυθοῦν τά προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν

(i) w′ = w2, w(0) = 1.

(ii) w′′ = w, w(0) = 1, w′(0) = 1.

(iii) w′ = e−w, w(1) = 0.

(iv) w′ =
1

2w
, w(1) = 1.

.. Ποία ἐπιφάνεια Riemann ἀποτελεῖ τήν λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

w′ =
α

w
, w(1) = 1;

.. ∆ιατύπωση καί ἀπόδειξη τοῦ Θεωρήµατος τῆς ἐµµέσως ὁρισµένης συναρτήσεως στήν µιγαδική του ἐκδοχή.

.. Νά διατυπωθεῖ καί νά ἀποδειχθεῖ ἡ διανυσµατική ἐκδοχή τοῦ Θεωρήµατος 3.5.1 στήν σελίδα 161.

..∗῎Εστω f , g µή σταθερές ἀκέραιες ἀναλυτικές συναρτήσεις. Ἄν ἰσχύει ὅτι

g′(z) = f
(

g(z)
)

διά κάθε z ∈ C,

τότε δείξατε ὅτι ἡ f εἶναι γραµµική.



Κεφάλαιο 4

Γραµµικά συστήµατα

Στό ἀνά χεῖρας ἐγχειρίδιο ἡ ϑεωρία τῶν γραµµικῶν συστηµάτων συνήθων διαφορικῶν ἐξι-
σώσεων πρώτης τάξεως προηγεῖται τῆς µελέτης τῆς ϑεωρίας τῶν ϐαθµωτῶν ἐξισώσεων ὑψηλο-
τέρων τάξεων. ῞Οπως ἔχοµε ἤδη δεῖ, ἡ γραµµική ϐαθµωτή ἐξίσωση

x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x(0) = q(t),

καθίσταται ἰσοδύναµη µέ κατάλληλο γραµµικό σύστηµα πρώτης τάξεως τῆς µορφῆς

x′ = A(t)x + b(t),

ὅπου x∈Rn καί A(t)∈Rn×n γιά κάθε t. (Βλέπε Πρόταση 1.5.1 στήν σελίδα 30). ῾Ως ἐκ
τούτου, ϑεωρητικά ἀποτελέσµατα ὑπάρξεως, µοναδικότητος καί καθολικότητος τῶν λύσεων
προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν γραµµικῶν ἐξισώσεων ὑψηλοτέρων τάξεων προκύπτουν ὡς πορί-
σµατα ἀντιστοίχων ἀποτελεσµάτων ἀφορούντων γραµµικά συστήµατα πρώτης τάξεως.

4.1 Θεµελιώδης πίνακας λύσεων

Στήν περίπτωση τῆς ϑεωρήσεως γραµµικῶν συστηµάτων συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων ἔ-
χοµε στήν διάθεσή µας ἕνα ἰσχυρότατο ἀποτέλεσµα. ῞Οπως ϑά δοῦµε ἀµέσως µετά, ἡ µέ-
ϑοδος Picard ἐξασφαλίζει καθολική ὕπαρξη καί µοναδικότητα λύσεων. Συγκεκριµένα ἔστω
ὅτι ἔχοµε τό ἀκόλουθο µή ὁµοιογενές πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

{
x′ = A(t)x + b(t),
x(τ) = ξ,

(.)

ὅπου x = (x1, . . . , xN) ἡ Ϲητούµενη διανυσµατική συνάρτηση, A : I → RN×N, b : I → RN

συνεχεῖς συναρτήσεις ἐπί τοῦ διαστήµατος I στό ὁποῖο ἀνήκει καί ὁ ἀρχικός χρόνος τ. Τό
(.) δύναται νά γραφεῖ καί ὡς

x′j =
N

∑
k=1

ajk(t)xk + bj(t), xj(τ) = ξ j, j = 1, . . . , N. (.΄)

165
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Συµφώνως πρός τό Θεώρηµα 3.3.11, ἡ λύση τοῦ (.) ὁρίζεται καί εἶναι µοναδική τοπικῶς
καί συγκεκριµένα σ’ ἕνα διάστηµα J = [τ − γ, τ + γ], γνήσιο ὑποσύνολο τοῦ I. ῞Οπως ϑά
δοῦµε ἀµέσως µετά, ἡ γραµµικότης τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος µᾶς ἐπιτρέπει νά ἐξαγάγοµε
καθολική ὕπαρξη καί µοναδικότητα. ∆ηλαδή, ὅπως καί στήν ϐαθµωτή γραµµική ἐξίσωση
πρώτης τάξεως, ἔχοµε λύση ὁρισµένη σ’ ὅλο τό I.

4.1.1 Θεµελιῶδες πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν

῾Η λύση τοῦ (.) εἶναι δυνατόν νά προκύψει ὡς τοπικῶς ὁµοιόµορφο ὅριο τῆς ἀναδροµικῆς
ἀκολουθίας Picard. Στήν παροῦσα ὅµως ὑποενότητα, ἡ µέθοδος Picard, ϑά χρησιµοποιηθεῖ
γιά κάποιο τροποποιηµένο πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν, τό Θεµελιῶδες πρόβληµα ἀρχικῶν

τιµῶν, τό ὁποῖο ϑά µᾶς δώσει ἕναν ὁλοκληρωτικό παράγοντα γιά τήν διαφορική ἐξίσωση τοῦ
(.).

῎Εχοµε τό ἀκόλουθο ἀποτέλεσµα:

Πρόταση 4.1.1. ῎Εστω ὅτι τό I εἶναι ἕνα ἀνοικτό διάστηµα καί A : I → RN×N συνεχής,
δηλαδή, ὅλα τά στοιχεῖα τῆς πινακοσυναρτήσεως A = A(t) ἀποτελοῦν συνεχεῖς συναρτήσεις
ἐπί τοῦ I. Τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

{
X′ = A(t)X,
X(τ) = I ,

ὅπου X = (xij)i,j=1,...,N ὁ πίνακας ὁ ὁποῖος ἀντιπροσωπεύει τήν Ϲητούµενη συνάρτηση, τ∈ I
καί I ὁ µοναδιαῖος πίνακας στό RN×N, ἔχει µοναδική λύση Φ, ὁρισµένη σ’ ὅλο τό I. ῾Η λύση
προκύπτει ὡς τό ὅριο τοπικῶς ὁµοιοµόρφως συγκλίνουσας ἀκολουθίας πινακοσυναρτήσεων
ἡ ὁποία λαµβάνεται ἀπό τήν ἐπαναληπτική διαδικασία Picard, ἤτοι, ἀπό τήν ἀναδροµική
ἀκολουθία

Φ0(t) = I , Φn+1(t) = I +
∫ t

τ
A(s)Φn(s) ds,

ὅπου n ∈ N, t ∈ I. ᾿Επί πλέον ἡ Φ ἀποτελεῖ ἀντιστρέψιµο πίνακα γιά κάθε t στό I καί ὁ
ἀντίστροφός του ἱκανοποιεῖ τήν διαφορική ἐξίσωση:

(
Φ−1(t)

)′
= −Φ−1(t)A(t).

Παρατήρηση. Τό σύστηµα (4.1.1) εἶναι ἔχει διάσταση N2 διότι ἀποτελεῖται ἀπό N2 ἐξισώσεις
καί ἡ Ϲητούµενη διανυσµατική συνάρτηση (ἤ πινακοσυνάρτηση) X = (xij)i,j=1,...,N, ἔχει N2

προσδιοριστέες συνιστῶσες. ᾿Εναλλακτικῶς γράφεται καί ὡς

dxij

dt
=

N

∑
k=1

aik(t) xkj, xij(τ) = δij, i, j = 1, . . . , N,

ὅπου I = {δij}i,j=1,...,N.



4.1. Θεµελιώδης πίνακας λύσεων 

᾿Επίλυση τοῦ µή ὁµοιογενοῦς προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

Πρίν προχωρήσοµε στήν ἀπόδειξη τῆς Προτάσεως 4.1.1 ἄς δοῦµε πῶς δυνάµεθα νά ἐκφρά-
σοµε τήν λύση τοῦ µή ὁµοιογενοῦς προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.) µέσῳ τῆς καθολικῶς
ὁρισµένης λύσεως Φ τοῦ (4.1.1). ῾Η Φ ϑά χρησιµοποιηθεῖ ὡς ὁλοκληρωτικός παράγων. Ἄν
πολλαπλασιάσοµε ἐξ ἀριστερῶν τήν ἐξίσωση στό (.) ἐπί τόν ἀντίστροφο τοῦ Φ(t) λαµβάνοµε

Φ−1(t)x′ = Φ−1(t)A(t)x + Φ−1(t)b(t),

ἤ
Φ−1(t)x′ −Φ−1(t)A(t)x = Φ−1(t)b(t).

῞Οµως, λόγῳ τῆς (4.1.1), ἡ ανωτέρω γράφεται ὡς

Φ−1(t)x′ +
(
Φ−1(t)

)′
x = Φ−1(t) b(t),

ἤ ἰσοδύναµα, (
Φ−1(t)x

)′
= Φ−1(t) b(t).

῾Ολοκληρώνοντας τήν ἀνωτέρω στό διάστηµα [τ, t] λαµβάνοµε

Φ−1(t)x(t)−Φ−1(τ)x(τ) =
∫ t

τ
Φ−1(s)b(s) ds.

Τέλος, ἐνσωµατώνοντας τίς ἀρχικές συνθῆκες x(τ)=ξ καί Φ(τ)=I , λαµβάνοµε

x(t) = Φ(t) ξ + Φ(t)
∫ t

τ
Φ−1(s) b(s) ds. (.)

῾Ο ἀνωτέρω τύπος ἀποτελεῖ ἔκφραση τῆς λύσεως τοῦ ἐν γένει µή ὁµοιογενοῦς προβλήµατος
ἀρχικῶν τιµῶν (.) σέ κλειστή µορφή. Στήν (.) ϕαίνεται ἡ γραµµική καί ὁµαλή ἐξάρτηση
τῆς λύσεως ἀπό τά ξ καί b(t). (Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 178.) Παρατηρῆστε ὅτι ὁ
τύπος (.) ἀποτελεῖ γενίκευση τοῦ τύπου (.) στήν σελίδα 59.

Παρατήρηση. ῾Η διαδικασία τήν ὁποία ἀκολουθήσαµε ἀνωτέρω καί κατάληξαµε στήν ἔκ-
ϕραση τῆς λύσεως (.) τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.) ἐξασφαλίζει ὄχι µόνο ὕπαρξη
ἀλλά καί µοναδικότητα, γιά τόν ἴδιο λόγο γιά τόν ὁποῖο αὐτό συνέβαινε στήν περίπτωση τῆς
ϐαθµωτῆς γραµµικῆς ἐξισώσεως πρώτης τάξεως. (Βλέπε ῾Ενότητα 2.1.) ῾Επίσης ὁ ἴδιος τύπος
ὁρίζει καθολική λύση, ἤτοι λύση ὁρισµένη ἐφ’ ὅλου τοῦ ἀνοικτοῦ διαστήµατος I.

᾿Απόδειξη τῆς Προτάσεως 4.1.1

῾Η κατωτέρω ἀπόδειξη ἀποτελεῖ ἐν πολλοῖς ἐπανάληψη τῆς ἀποδείξεως τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1
στήν σελίδα 126. ᾿Ιδιαίτερη ἔµφαση δίδεται ἐδῶ στό καθολικῶς ὁρισµένο τῆς λύσεως.



 Κεφάλαιο 4. Γραµµικά συστήµατα

[Α] ῞Υπαρξη καί καθολικότης τῆς λύσεως

Τό καλῶς ὁρισµένο τῆς ἀκολουθίας {Φn(t)}n∈N. Κατ’ ἀρχάς δυνάµεθα νά διαπιστώσοµε ὅτι
ἡ ἀναδροµική ἀκολουθία (4.1.1) ὁρίζεται καλῶς σ’ ὅλο τό I. Πράγµατι, ὁ ἀναδροµικός τύπος

Φn+1(t) = I +
∫ t

τ
A(s)Φn(s) ds,

δέν µᾶς δηµιουργεῖ κανένα πρόβληµα καλῶς ὁρισµένου, διότι τό δεξιό µέλος τοῦ ἀνωτέρω
ἔχει ἔννοια σ’ ὅλο τό I, ἐφ’ ὅσον ἡ Φn ὁρίζεται καί εἶναι συνεχής σ’ ὅλο τό I. ῾Ορίζεται λοιπόν
καλῶς µιά ἀκολουθία συνεχῶν συναρτήσεων Φn : I → RN×N, n∈N.

Τοπικῶς ὁµοιόµορφη σύγκλιση τῆς {Φn(t)}n∈N. ῎Εστω J ⊂ I κλειστό διάστηµα καί τ, t∈ J,
τότε

Φn+1(t)−Φn(t) =
∫ t

τ
A(s)

(
Φn(s)−Φn−1(s)

)
ds,

ὁπότε γιά t > τ ἔχοµε

∥∥Φn+1(t)−Φn(t)
∥∥ =

∥∥∥
∫ t

τ
A(s)

(
Φn(s)−Φn−1(s)

)
ds

∥∥∥

≤
∫ t

τ

∥∥A(s)
(
Φn(s)−Φn−1(s)

)∥∥ ds

≤
∫ t

τ
‖A(s)‖ · ∥∥Φn(s)−Φn−1(s)

∥∥ ds

≤ M
∫ t

τ

∥∥Φn(s)−Φn−1(s)
∥∥ ds,

ὅπου M = maxt∈J ‖A(t)‖ < ∞. ᾿Εδῶ πρέπει νά τονισθεῖ ὅτι τέτοιος πραγµατικός M
ὑπάρχει, ἐπειδή τό J εἶναι κλειστό καί ϕραγµένο καί A συνεχής, ἐνῶ ἐνδέχεται νά ἰσχύει
supt∈I ‖A(t)‖ = ∞. Γι’ αὐτό ἄλλωστε ἐπελέγη τό κλειστό καί ϕραγµένο διάστηµα J. Εἶναι
ἐπίσης σηµαντικό νά λεχθεῖ ὅτι ἡ συνάρτηση α, ὅπου α(t) = ‖A(t)‖, εἶναι συνεχής καί ἄρα
ὁλοκληρώσιµη. ᾿Ιδιαιτέρως γιά n = 0 ἔχοµε

∥∥Φ1(t)−Φ0(t)
∥∥ =

∥∥Φ1(t)− I∥∥

=
∥∥∥

∫ t

τ
A(s) ds

∥∥∥ ≤ M(t− τ),

 ῾Υπενθυµίζοµε ὅτι, γιά τά µέν διανύσµατα στόν RN χρησιµοποιοῦµε τήν 2−νόρµα ἤ ἄλλως Εὐκλείδεια νόρµα,
ἐνῶ γιά τούς πίνακες τήν ἐπαγώµενη 2−νόρµα. ᾿Ιδιότητες τῆς ἀνωτέρω νόρµας ἐµφανίζονται στήν Πρόταση 3.3.3
στήν σελίδα 142.
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ἐνῶ γιά n = 1 ἔχοµε

∥∥Φ2(t)−Φ1(t)
∥∥ ≤ M

∫ t

τ

∥∥Φ1(s)−Φ0(s)
∣∣ ds

≤ M
∫ t

τ
M(s− τ) ds =

M2(t− τ)2

2!

καί ἐπαγωγικῶς δυνάµεθα νά ἀποδείξοµε ὅτι

‖Φn+1(t)−Φn(t)‖ ≤ Mn+1(t− τ)n+1

(n + 1)!
.

∆οθέντος λοιπόν τοῦ ὅτι τό J εἶναι ϕράγµενο σύνολο, ἄν J ⊂ [τ− `, τ + `] γιά κάποιο ` > 0,
τότε

‖Φn+1(t)−Φn(t)‖ ≤ Mn+1(t− τ)n+1

(n + 1)!
≤ Mn+1`n+1

(n + 1)!
= Mn.

᾿Επειδή λοιπόν ∑∞
n=0 Mn = eM` − 1 < ∞, ἡ διανυσµατική ἐκδοχή τοῦ κριτηρίου Weier-

strass (Πρόταση 3.3.9) συνεπάγεται ὅτι ἡ ἀνωτέρω ἀκολουθία εἶναι ὁµοιοµόρφως συγκλί-
νουσα στό J. Τό δέ J ἀποτελεῖ αὐθαιρέτως ἐπιλεγµένο κλειστό διάστηµα, ὑποσύνολο τοῦ I,
συνεπῶς ἔχοµε ὅτι ἡ {Φn}n∈N συγκλίνει τοπικῶς ὁµοιοµόρφως στό I. Ἄν Φ τό ὅριο τῆς
{Φn}n∈N, τότε λόγῳ τῶν ἀνωτέρω, ἡ Φ ἀποτελεῖ λύση σ’ ὅλο τό I, τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν
τιµῶν (4.1.1). ῾Η περίπτωση t < τ ἀντιµετωπίζεται παροµοίως.

[Β] Μοναδικότης

῎Εστω ὅτι οἱ πινακοσυναρτήσεις Φ καί Ψ ἀποτελοῦν λύσεις στό I οἱ ὁποῖες διαφέρουν στό t0

γιά τό ὁποῖο ὑποθέτοµε ὅτι t0 > τ. (῾Η περίπτωση t0 < τ µελετᾶται ἀναλόγως.) Τότε ϑά
εἴχαµε

Φ(t) = I +
∫ t

τ
A(s)Φ(s) ds καί Ψ(t) = I +

∫ t

τ
A(s)Ψ(s) ds.

Ἄρα γιά t∈ [τ, t0]

∥∥Φ(t)−Ψ(t)
∥∥ =

∥∥∥
∫ t

τ
A(s)

(
Φ(s)−Ψ(s)

)
ds

∥∥∥ ≤
∫ t

τ

∥∥A(s)
∥∥ · ∥∥Φ(s)−Ψ(s)

∥∥ ds

≤ M
∫ t

τ

∥∥Φ(s)−Ψ(s)
∥∥ ds, (.)

ὅπου M = maxs∈[τ,t0]
∥∥A(s)

∥∥. Ἄν ϑέσοµε

d(t) =
∫ t

τ

∥∥Φ(s)−Ψ(s)
∥∥ ds,

τότε ἀπό τίς (.) καί (4.1.1) λαµβάνοµε d(t) ≥ 0 καί d′(t)− Md(t) ≤ 0 ὅταν t ∈ [τ, t0],
ὁπότε ὅπως καί στήν ἀπόδειξη τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1, προκύπτει ὅτι d(t) = 0 σ’ ὅλο τό
[τ, t0]. Ἄτοπο. Ἄρα Φ ≡ Ψ.
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[Γ] ᾿Απόδειξη τῆς (4.1.1)

Ἄν ἡ πινακοσυνάρτηση Φ ἦταν ἀντιστρέψιµη καί ἡ Φ−1 ἦταν διαφορίσιµη, τότε ϑά εἴχαµε

Φ−1(t) Φ(t) = I =⇒ (
Φ−1(t) Φ(t)

)′ = 0

=⇒ (
Φ−1(t)

)′
Φ(t) + Φ−1(t) Φ′(t) = 0

=⇒ (
Φ−1(t)

)′ = −Φ−1(t) Φ′(t) Φ−1(t)

=⇒ (
Φ−1(t)

)′ = −Φ−1(t) A(t) Φ(t) Φ−1(t)

=⇒ (
Φ−1(t)

)′ = −Φ−1(t) A(t).

∆ηλαδή ἡ Φ−1 ϑά ἦταν λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

X′ = −XA(t),
X(τ) = I .

῾Η ὕπαρξη µοναδικῆς καί καθολικῶς ὁρισµένης λύσεως Ψ, τοῦ (4.1.1) προκύπτει µέ µικρές
τροποποιήσεις τῆς προηγηθείσης διαδικασίας. Πράγµατι, ἄν Y = XT, τότε ὁ πίνακας Y
ἱκανοποιεῖ τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

{
Y′ = −AT(t)Y,
Y(τ) = I ,

τό ὁποῖο, ὅπως ἔχοµε ἤδη δείξει, ἔχει µοναδική καθολικῶς ὁρισµένη λύση. ῎Εστω λοιπόν Ψ

ἡ λύση τοῦ (4.1.1). Ἄν δείξοµε ὅτι ὁ πίνακας Ω = ΨΦ εἶναι ὁ µοναδιαῖος γιά κάθε t∈ I,
τότε αὐτό ϑά σηµαίνει ὅτι, ἀφ’ ἑνός µέν ἡ Φ εἶναι ἀντιστρέψιµη γιά κάθε t στό I, ἡ δέ Ψ, ἡ
ὁποία εἶναι διαφορίσιµη, ὡς λύση τοῦ (4.1.1), ϑά ἀποτελεῖ τόν ἀντίστροφο τῆς Φ. Πράγµατι
στό t = τ ἔχοµε

Ω(τ) = Φ(τ)Ψ(τ) = II = I .

Παραγωγίζοντας τήν πινακοσυνάρτηση Ω(t) λαµβάνοµε

Ω′(t) = Ψ′(t)Φ(t) + Ψ(t)Φ′(t)

= −Ψ(t)A(t)Φ(t) + Ψ(t)A(t)Φ(t) = 0.

Ἄρα ἡ Ω(t) ἰσοῦται µέ τόν µοναδιαῖο πίνακα. ὅ.ἔ.δ.

Παρατήρηση. ῾Η Πρόταση 4.1.1 ἔχει καί µιγαδική ἐκδοχή τῆς ὁποίας ἡ ἀπόδειξη δέν
παρουσιάζει οὐδεµία ἐπιπρόσθετη δυσκολία. (Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 178.) Συγ-
κεκριµένα, τό µόνο τό ὁποῖο ἀλλάζει στήν µιγαδική ἐκδοχή εἶναι ὅτι οἱ τιµές τῶν στοιχείων
τοῦ πίνακα A(t) εἶναι µιγαδικές. ῾Ο χρόνος παραµένει ϕυσικά πραγµατικός, ἐνῶ ἡ Ϲητού-
µενη πινακοσυνάρτηση/λύση λαµβάνει τιµές στόν CN×N. ῾Οµοίως καί τό πρόϐληµα ἀρχικῶν
τιµῶν (.) ἔχει µιγαδική ἐκδοχή στήν ὁποία ἐκτός τοῦ πίνακα A(t), τόσο οἱ τιµές τοῦ µή
ὁµοιογενοῦς ὅρου b(t), ὅσο καί τῆς ἀρχικῆς τιµῆς ξ ἀνήκουν στό CN.



4.1. Θεµελιώδης πίνακας λύσεων 

4.1.2 Χῶρος λύσεων

῎Εστω ϕ, ψ : I → RN λύσεις τοῦ γραµµικοῦ συστήµατος

x′ = A(t)x,

καί α, β∈R. Παρατηροῦµε ὅµως ὅτι καί ἡ συνάρτηση αϕ + βψ ἀποτελεῖ ἐπίσης λύση τῆς
(4.1.2). Αὐτό σηµαίνει ὅτι τό σύνολο τῶν λύσεων τῆς (4.1.2) ἀποτελεῖ γραµµικό χῶρο, ὑπό-
χωρο τοῦ C1(I ; RN). ῎Εστω τώρα Φ(t) =

(
ϕ1(t), . . . ,ϕN(t)

)
, ὅπου δηλαδή τά διανύσµατα

ϕj(t) =
(

ϕij(t)
)

i=1,...,N, γιά j = 1, . . . , N καί t∈ I, ἀποτελοῦν τίς στῆλες τῆς πινακοσυναρτή-
σεως Φ(t) ἡ ὁποία ἔχει ὁρισθεῖ ὡς λύση τοῦ (4.1.1). Τότε ἰσχύουν οἱ ἰσοδυναµίες :

Φ′ = A(t) Φ ⇐⇒ (
ϕ1, . . . ,ϕN)′ = A(t)

(
ϕ1, . . . ,ϕN)

⇐⇒ (
ϕ1, . . . ,ϕN)′ =

(
A(t)ϕ1, . . . , A(t)ϕN)

⇐⇒ (ϕj)′ = A(t)ϕj, j = 1, . . . , N.

῎Ητοι : ῾Εκάστη τῶν στηλῶν τῆς πινακοσυναρτήσεως Φ(t) ἀποτελεῖ λύση τοῦ γραµµικοῦ
συστήµατος (4.1.2).

Ἄν τώρα ψ(t) =
(
ψ1(t), . . . , ψN(t)

)
, t ∈ I, τυχοῦσα λύση τοῦ (4.1.2) καί ξ = ψ(τ), γιά

κάποιο τ στό διάστηµα I, τότε λόγῳ µοναδικότητος, ἡ ψ ϑά ἀποτελεῖ τήνλύση τοῦ προβλή-
µατος ἀρχικῶν τιµῶν {

x′ = A(t) x,
x(τ) = ξ.

(.)

῾Η διανυσµατική συνάρτηση ζ(t) = Φ(t)ξ ἀποτελεῖ ἐπίσης λύση τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος
ἀρχικῶν τιµῶν διότι

ζ(τ) = Φ(τ) ξ = I ξ = ξ,

καί
ζ ′(t) = Φ′(t) ξ = A(t) Φ(t) ξ = A(t) ζ(t).

Λόγῳ τῆς µοναδικότητος τῶν λύσεων τοῦ (.), οἱ δύο λύσεις ταυτίζονται. ῎Ητοι :

ψ(t) = Φ(t) ξ = Φ(t) ψ(τ)

= ψ1(τ)ϕ1(t) + · · ·+ ψN(τ)ϕN(t). (.)

Ἄρα λοιπόν :

Κάθε λύση τοῦ συστήµατος (4.1.2) ἀποτελεῖ γραµµικό συνδυασµό τῶν στηλῶν τοῦ Φ(t).

Συγκεκριµένα ἡ k−στήλη τοῦ πίνακα Φ(t) ἰσοῦται µέ Φ(t)ek, ὅπου ek ἡ k−στήλη του
µοναδιαίου πίνακα, δηλαδή τό διάνυσµα στήλη τό ὁποῖο ἔχει παντοῦ µηδενικά ἐκτός ἀπό
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τήν k−συνιστῶσα ὅπου ἔχει ὡς στοιχεῖο τήν µονάδα. Ἄρα ϕk = Φek, δηλαδή ἡ ϕk ἀποτελεῖ
τήν λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = A(t) x,
x(τ) = ek.

Συνεπῶς ἡ (.) µᾶς λέγει ὅτι :

Οἱ στῆλες τοῦ Φ παράγουν τό σύνολο τῶν λύσεων τοῦ γραµµικοῦ ὁµοιογενοῦς συστήµατος
(4.1.2).

Θά δοῦµε τώρα ὅτι οἱ στῆλες τῆς πινακοσυναρτήσεως Φ(t) εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες,
δηλαδή ὅτι ἀποτελοῦν γραµµικῶς ἀνεξάρτητες διανυσµατικές συναρτήσεις. ῎Εστω ὅτι γιά
κάποιους πραγµατικούς c1, . . . , cN εἴχαµε ὅτι

c1ϕ
1(t) + · · ·+ cNϕN(t) ≡ 0.

∆ηλαδή, ὁ ἀνωτέρω γραµµικός συνδυασµός, δέν ἀρκεῖ νά µηδενίζεται γιά κάποια τιµή τοῦ t
ἀλλά πρέπει νά ἀποτελεῖ τό µηδενικό στοιχεῖο τοῦ γραµµικοῦ χώρου, ἤτοι, τήν ταυτοτικῶς
µηδενική συνάρτηση. ῞Οµως

c1ϕ
1(t) + · · ·+ cNϕN(t) = Φ(t)c,

ὅπου c τό διανύσµα στήλη µέ στοιχεῖα τά c1, . . . , cN. Θέτοντας t = τ ὁ πίνακας Φ(t)
λαµβάνει τήν τιµή I , ὁπότε συνδυάζοντας τίς (4.1.2) καί (4.1.2) γιά t = τ λαµβάνοµε ὅτι

0 = Ic = c.

Ἄρα c = 0 ἤ c1 = c2 = . . . = cN = 0 καί ἄρα πράγµατι οἱ στῆλες τοῦ Φ(t) εἶναι γραµµικῶς
ἀνεξάρτητες. Ἄρα λοιπόν οἱ στῆλες τῆς πινακοσυναρτήσεως Φ εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες
καί παράγουν τό χῶρο τῶν λύσεων τοῦ (4.1.2) ἄρα ἀποτελοῦν ϐάση. ῾Ως ἐκ τούτου ὁ χῶρος
τῶν λύσεων τοῦ (4.1.2) ἔχει διάσταση N. ῎Εχοµε δείξει τήν πρόταση:

Πρόταση 4.1.2. ῎Εστω A(t) =
(
aij(t)

)
i,j=1,...,N συνεχής στό ἀνοικτό διάστηµα I. Τότε τό

σύνολο X τῶν λύσεων τοῦ συστήµατος

x′ = A(t)x,

ἀποτελεῖ N−διάστατο γραµµικό χῶρο, ὑπόχωρο τοῦ C1(I ; RN). Βάση τοῦ X ἀποτελοῦν οἱ
στῆλες τῆς πινακοσυναρτήσεως Φ ἡ ὁποία ἔχει ὁρισθεῖ ὡς ἡ λύση τοῦ συστήµατος (4.1.1). 2

Γιά παράδειγµα στό γραµµικό χῶρο τῶν πολυωνύµων ἐπί τοῦ R, τά στοιχεῖα t καί t2 εἶναι γραµµικῶς
ἀνεξάρτητα, ἄν καί ὁ γραµµικός τους συνδυασµός αt + βt2, µηδενίζεται γιά t = 0.
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Παράδειγµα. ῎Εστω τό σύστηµα {
x′1 = x2,
x′2 = −x1,

ἤ

x′ = Ax ὅπου A =

(
0 1

−1 0

)
.

Εὐκόλως διαπιστοῦται ὅτι οἱ διανυσµατικές συναρτήσεις

ϕ(t) = (cos t,− sin t)T καί ψ(t) = (sin t, cos t)T,

ἀποτελοῦν λύσεις οἱ ὁποῖες εἶναι καί γραµµικῶς ἀνεξάρτητες, διότι ἄν c1 ϕ + c2 ψ = 0, τότε
(

0
0

)
= c1 ϕ(0) + c2 ψ(0) = c1

(
1
0

)
+ c2

(
0
1

)
=

(
c1

c2

)

καί ἑποµένως c1 = c2 = 0. Παρατηροῦµε ἐπίσης ὅτι οἱ ϕ, ψ παράγουν ὅλες τίς λύσεις τοῦ
(4.1.2). Πράγµατι, ἄν ζ λύση καί ζ(0) = ξ = (ξ1, ξ2), τότε

ζ(t) = ξ1ϕ(t) + ξ2ψ(t),

διότι τόσο τό ἀριστερό µέλος ὅσο καί τό δεξιό µέλος τῆς ἀνωτέρω, ἀποτελοῦν λύσεις τοῦ
προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν {

x′ = Ax,
x(0) = ξ,

τό ὁποῖο ἀπολαµβάνει καθολικῆς µοναδικότητος. Ταυτοχρόνως, ἡ πινακοσυνάρτηση

Φ(t) =
(
ϕ(t), ψ(t)

)
=

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
,

ἀποτελεῖ Θεµελιώδη Πίνακα Λύσεων τοῦ (4.1.2) τόν ὁποῖο ὁρίζοµε ἀµέσως µετά. (῞Οπως ϑά
δοῦµε ἀργότερα ὁ Φ ἀποτελεῖ τήν ἐκθετική τοῦ πίνακα A.)

῎Εχοµε τόν ὁρισµό:

῾Ορισµός 4.1.1. ῎Εστω A(t) =
(
aij(t)

)
i,j=1,...,N καί aij(t) συνεχεῖς στό ἀνοικτό διάστηµα I.

(i) Κάθε πίνακας Ψ(t) : I → RN×N, τοῦ ὁποίου οἱ στῆλες ἀποτελοῦν ϐάση τοῦ χώρου τῶν
λύσεων τοῦ

x′ = A(t)x,

ὀνοµάζεται ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων (ΘΠΛ) τοῦ (i).
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(ii) Ἄν οἱ διανυσµατικές συναρτήσεις ψ j(t), j = 1, . . . , N, ἀποτελοῦν ϐάση τοῦ χώρου
λύσεων τοῦ (i), τότε τό σύνολο

B =
{
ψ1, . . . , ψN}

,

ὀνοµάζεται ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων (ΘΣΛ) τοῦ (i).

῾Η πρόταση ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ περιέχει χαρακτηρισµούς τοῦ ϑεµελιώδους πίνακα λύσεων
καί ὡς ἐκ τούτου καί τοῦ ϑεµελιώδους συνόλου λύσεων:

Πρόταση 4.1.3. ῎Εστω A : I → RN×N συνεχής πινακοσυνάρτηση, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα
καί ψ1, . . . , ψN : I → RN λύσεις τοῦ γραµµικοῦ συστήµατος

x′ = A(t)x.

῎Εστω Ψ ἡ πινακοσυνάρτηση µέ στῆλες τίς ψ1, . . . , ψN. Τότε τά κάτωϑι εἶναι ἰσοδύναµα:

(i) ῾Ο Ψ εἶναι ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων τοῦ (4.1.3).

(ii) Τό σύνολο
{
ψ1, . . . , ψN}

ἀποτελεῖ ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τοῦ (4.1.3).

(iii) ῾Υπάρχει τ στό I τέτοιο ὥστε det Ψ(τ) 6= 0.

(iv) Γιά κάθε t στό I ἰσχύει ὅτι det Ψ(t) 6= 0.

(v) ῾Υπάρχει ἀντιστρέψιµος πίνακας C∈RN×N τέτοιος ὥστε Ψ(t) = Φ(t) C, ὅπου Φ(t) ἡ
λύση τοῦ (4.1.1).

Αποδειξη. Τά (i) καί (ii) εἶναι ἰσοδύναµα λόγῳ τοῦ ῾Ορισµοῦ 4.1.1.

(ii) =⇒ (iv) : ῎Εστω τυχόν τ∈ I. Θά δείξοµε ὅτι detΨ(τ) 6= 0. ᾿Εφ’ ὅσον τό
{
ψ1, . . . , ψN}

ἀποτελεῖ ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων, τότε γιά κάθε ξ ∈ RN, ἡ λύση ϕ τοῦ προβλήµατος
ἀρχικῶν τιµῶν {

x′ = A(t) x,
x(τ) = ξ,

δύναται νά ἐκφρασθεῖ ὡς γραµµικός συνδυασµός τῶν ψ1, . . . , ψN. ∆ηλαδή ὑπάρχουν πραγ-
µατικές σταθερές c1,. . .,cN, ὥστε ϕ = c1ψ

1 + · · ·+ cNψN. Εἰδικῶς γιά t = τ ἰσχύει ὅτι

ξ = ϕ(τ) = c1ψ
1(τ) + · · ·+ cNψN(τ) = Ψ(τ) c.

Αὐτό σηµαίνει ὅτι γιά κάθε ξ∈RN, τό γραµµικό σύστηµα

Ψ(τ) c = ξ,



4.1. Θεµελιώδης πίνακας λύσεων 

µέ ἄγνωστο τό διάνυσµα c ∈ RN, ἔχει λύση. ῾Εποµένως, λόγῳ τῆς Προτάσεως 9.1.6 στήν
σελίδα 336, καί συγκεκριµένα λόγῳ τῆς ἰσοδυναµίας τῶν i καί iii, τῆς ἱδίας προτάσεως, ϑά
πρέπει ὁ πίνακας Ψ(τ) νά εἶναι ἀντιστρέψιµος. ᾿Ισοδύναµα det Ψ(τ) 6= 0.

(iv) =⇒ (iii) : Προφανές.

(iii) =⇒ (v) : ῎Εστω τ ∈ I καί det Ψ(τ) 6= 0. Τότε οἱ πινακοσυναρτήσεις Φ(t)Ψ(τ) καί
Ψ(t), ὅπου Φ(t) ἡ λύση τοῦ (4.1.1), ἱκανοποιοῦν τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

{
X′ = A(t) X,
X(τ) = Ψ(τ).

Ἄρα λόγῳ µοναδικότητος ταυτίζονται. Συνεπῶς

Ψ(t) = Φ(t) Ψ(τ),

γιά κάθε t∈ I.

(v) =⇒ (i) : Ἄν ζ λύση τοῦ συστήµατος x′ = A(t)x, τότε γιά κάποιο ξ∈RN ϑά ἰσχύει

ζ(t) = Φ(t) ξ = Ψ(t) C−1 ξ = Ψ(t) η

= η1ψ
1(t) + · · ·+ ηNψN(t),

ὅπου η = C−1 ξ. Ἄρα κάθε λύση τοῦ x′ = A(t) x γράφεται ὡς γραµµικός συνδυασµός τῶν
στηλῶν τοῦ πίνακα Ψ(t). ᾿Ισοδύναµα, οἱ στῆλες τῆς πινακοσυναρτήσεως Ψ(t) παράγουν
τίς λύσεις τοῦ x′ = A(t)x. ῾Εποµένως λόγῳ τῆς Προτάσεως 9.1.2 στήν σελίδα 331, ὁ Ψ(t)
ἀποτελεῖ ϑεµελιώδη πίνακα λύσεων. ὅ.ἔ.δ.

῎Εχοµε ἤδη ἀποδείξει
(
ϐλέπε (4.1.2)

)
ὅτι :

Πόρισµα 4.1.4. Ἄν Ψ : I → RN×N ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων τοῦ (4.1.3), τότε ἡ πινακο-

συνάρτηση Φ(t) = Ψ(t)Ψ−1(τ) ἀποτελεῖ τήν λύση τοῦ γραµµικοῦ συστήµατος (4.1.1). 2

Εὐκόλως προκύπτει ὅτι :

Πόρισµα 4.1.5. Ἄν Φ καί Ψ ϑεµελιώδεις πίνακες λύσεων τοῦ συστήµατος x′ = A(t)x, τότε
ὑπάρχει σταθερός ἀντιστρέψιµος πίνακας C∈RN×N ὥστε Ψ(t) = Φ(t) C, γιά κάθε t∈ I.

Αποδειξη. Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 179. 2

Ἀκολουθεῖ ἡ πολύ χρήσιµη πρόταση, γνωστή καί ὡς ᾿Εξίσωση Abel :
 Niels Henrik Abel (1802–1829). Νορβηγός µαθηµατικός.
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Πρόταση 4.1.6. (᾿Εξίσωση Abel) ῎Εστω A : I → RN×N συνεχής, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα
καί Ψ πίνακας N × N µέ στῆλες λύσεις τοῦ συστήµατος x′ = A(t) x. Ἄν w(t) = det Ψ(t),
τότε ἡ συνάρτηση w ἱκανοποιεῖ τήν γραµµική ἐξίσωση

w′(t) = TrA(t) w(t).

῾Ως ἐκ τούτου ἰσχύει ἡ ταυτότης τοῦ Jacobi:

w(t) = e
∫ t

τ TrA(s) ds w(τ),

γιά κάθε t καί τ στό I.

Αποδειξη. ῾Υποθέτοµε κατ’ ἀρχάς ὅτι ὁ πίνακας Ψ ἀποτελεῖ ϑεµελιώδη πίνακα λύσεων τοῦ
συστήµατος x′ = A(t)x καί ὡς ἐκ τούτου εἶναι ἀντιστρέψιµος γιά κάθε t στό πεδίο ὁρισµοῦ
αὐτοῦ I. ῎Εχοµε λοιπόν

w′ = det
(
(ψ1)′, ψ2, . . . , ψN)

+ · · ·+ det
(
ψ1, ψ2, . . . , (ψN)′

)

= det
(

A(t)ψ1, ψ2, . . . , ψN)
+ · · ·+ det

(
ψ1, ψ2, . . . , A(t)ψN)

. (.)

᾿Επειδή γιά κάθε t στό διάστηµα I ἰσχύει ὅτι det Ψ(t) 6= 0, τότε τό σύνολο τῶν διανυσµάτων
B =

{
ψ1(t), . . . , ψN(t)

}
ἀποτελεῖ ϐάση το RN καί ἄρα τό διάνυσµα A(t)ψk(t), ὅπου

k = 1, 2, . . . , N, γράφεται ὡς γραµµικός συνδυασµός αὐτῶν :

A(t) ψk(t) = ck1ψ
1(t) + ck2ψ

2(t) + · · ·+ ckNψN(t) = Ψ(t) ck,

ὅπου ck = (ck1, . . . , ckN). Συνολικῶς, γιά κάθε t∈ I

A(t) Ψ(t) = Ψ(t) C,

ὅπου C = (cij)i,j=1,...,N κατάλληλος πίνακας. Γιά k = 1, ἐξ αἰτίας τῆς γραµµικότητος τῆς
ὁρίζουσας ϑά ἰσχύει ὅτι

det
(

A(t)ψ1(t), ψ2(t), . . . , ψN(t)
)

=
N

∑
k=1

ck1 det
(
ψk(t), ψ2(t), . . . , ψN(t)

)
.

᾿Επειδή ὅµως ἡ ὁρίζουσα µηδενίζεται ὅταν δύο στῆλες πίνακα ἰσοῦνται
(
ϐλέπε ἰδιότητα (iii)

στήν σελίδα 336
)
, τότε µόνο ὁ πρῶτος ὅρος τοῦ δεξιοῦ µέλους δέν µηδενίζεται, δηλαδή

det
(

A(t) ψ1(t), ψ2(t), . . . , ψN(t)
)

= c11 det
(
ψ1(t), ψ2(t), . . . , ψN(t)

)

= c11 w(t).

Carl Gustav Jacobi (1804-1851). ῾Εβραϊκῆς καταγωγῆς Γερµανός µαθηµατικός.
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Μέ τόν ἴδιο τρόπο λαµβάνοµε ὅτι γιά κάθε k = 1, 2, . . . , N ἰσχύει

det
(
ψ1(t), . . . , A(t)ψk(t), . . . , ψN(t)

)
= ckk w(t).

Συνδυάζοντας τίς (4.1.2) καί (.) λαµβάνοµε

w′(t) = (c11 + · · ·+ cNN) w(t) = TrC w(t).

῞Οµως λόγῳ τῆς (4.1.2), C = Ψ−1(t) A(t)Ψ(t). Ἄρα ἡ ἀνωτέρω γράφεται

w′(t) = Tr
(
Ψ−1(t) A(t)Ψ(t)

)
w(t) = TrA(t) w(t),

ὅπου ἡ τελευταία ἰσότης ἰσχύει λόγῳ τῆς Προτάσεως 9.1.3 στήν σελίδα 334. Ἄν τώρα ὁ
Ψ δέν εἶναι ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων τοῦ συστήµατος x′ = A(t)x τότε Ψ(t) = Φ(t)C,
ὅπου Φ ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων καί C σταθερός N×N πίνακας, ἐξ αἰτίας τοῦ γεγονότος
ὅτι οἱ στῆλες τοῦ Ψ γράφονται ὡς γραµµικοί συνδυασµοί τῶν στηλῶν τοῦ Φ. ῎Εστω λοιπόν
w(t) = det Ψ(t), τότε

d
dt

w(t) =
d
dt

det Ψ(t) =
d
dt

det(Φ(t) C) =
d
dt

det Φ(t) det C. (.)

῞Οµως ἡ συνάρτηση det Φ(t) ἱκανοποιεῖ τήν ἐξίσωση Abel, δηλαδή

d
dt

det Φ(t) = TrA(t) det Φ(t). (.)

῾Εποµένως συνδυάζοντας τίς (.) καί (.) λαµβάνοµε

d
dt

w(t) = TrA(t) det Φ(t) det C

= TrA(t) det Ψ(t) = TrA(t) w(t). ὅ.ἔ.δ.

Παρατήρηση. ῾Η συνάρτηση w, ὁποία ὁρίσθηκε ἀνωτέρω, ὀνοµάζεται Βρονσκιανή τοῦ
συστήµατος x′ = Ax, πρός τιµήν τοῦ Wronski. Λόγῳ τῆς (4.1.6) οἱ Βρονσκιανές ἑνός
συστήµατος διαφέρουν µεταξύ τους κατά µία πολλαπλασιαστική σταθερά.

᾿Ασκήσεις

.. ∆είξατε ὅτι τό σύστηµα (.) ἔχει µοναδική καθολικῶς ὁρισµένη λύση.

Υποδειξη. Βλέπε σχετική συζήτηση στήν Παρατήρηση τῆς σελίδος 167.

.. ῎Εστω ϕ1, ϕ2 ∈ C1(I) καί w(ϕ1, ϕ2)(t) = 0 (ὅπου w ἡ ϐρονσκιανή ὁρίζουσα) γιά κάθε t ∈ I. ᾿Ισχύει
ἀπαραιτήτως ὅτι οἱ ϕ1 καί ϕ2 εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες ;

 Josef Hoëné Wronski (1778–1853). Πολωνός µαθηµατικός, ὁ ὁποῖος ἔζησε τό µεγαλύτερο µέρος τῆς Ϲωῆς
του στήν Γαλλία.
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.. Ποία ἡ γενική λύση τοῦ συστήµατος X′ = A(t)X, ὅπου A : I → RN×N συνεχής καί X ∈ RN×N ;

.. ∆οθείσης πινακοσυναρτήσεως Φ ∈ C1(I ; RN×N), ἡ ὁποία γιά κάθε t∈ I ἀποτελεῖ ἀντιστρέψιµο πίνακα
µέ διαφορίσιµο ἀντίστροφο, νά ϐρεθεῖ ποιά γραµµική ὁµοιογενῆ συνήθη διαφορική ἐξίσωση ἱκανοποιεῖ.
(Συγκεκριµένα, ποιό N2 × N2 γραµµικό ὁµοιογενές σύστηµα ἱκανοποιεῖ.)

Υποδειξη. Τό σύστηµα τό ὁποῖο ἱκανοποιεῖται ἀπό τήν Φ(t) εἶναι τό X′ = Φ′Φ−1X.

.. Νά διατυπωθεῖ ἡ Μιγαδική ᾿Εκδοχή τῆς Προτάσεως 4.1.1. Τί ϑά ἀλλάξει στήν ἀπόδειξη ; (Βλέπε τήν
Παρατήρηση στήν σελίδα 170.)

.. ῎Εστω ϕ
(
t; ξ, b(t)

)
ἡ λύση τοῦ (.). Τότε δείξατε ὅτι

max
t∈[t1,t2]

∥∥ϕ
(
t; ξ1, b(t)

)−ϕ
(
t; ξ2, b(t)

)∥∥ ≤ max
t∈[t1,t2]

∥∥Φ(t)
∥∥ · ∥∥ξ1 − ξ2

∥∥,

καί

max
t∈[t1,t2]

‖ϕ(
t; ξ, b1(t)

)−ϕ
(
t; ξ, b2(t)

)‖ ≤

≤ |t1 − t2| max
t∈[t1,t2]

‖Φ(t)‖ · max
t∈[t1,t2]

‖Φ−1(t)‖ · max
t∈[t1,t2]

‖b1(t)− b2(t)‖,

ὅπου t1, t2∈ I.

.. ῎Εστω I ἀνοικτό διάστηµα, A ∈ C(I ; RN×N), b ∈ C(I ; RN), καί α, β, τ ∈ I. Ἄν Bα, Bβ ∈ RN×N , νά
ϐρεθεῖ ποία συνθήκη πρέπει νά ἱκανοποιεῖται µεταξύ τῶν Bα, Bβ καί τῆς λύσεως Φ τοῦ (4.1.1), ὥστε τό
πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν {

x′ = A(t) x + b(t),
Bαx(α) + Bβx(β) = d,

νά ἔχει λύση γιά κάθε d ∈ RN .

.. Νά ἐκφρασθοῦν οἱ λύσεις τῶν ὁµοιογενῶν προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν

(i)

{
X′ = A(t)X,
X(τ∗) = C,

(ii)

{
X′ = A(t)X− XA(t),
X(τ∗) = C,

(iii)

{
X′ = −AT(t)X,
X(τ∗) = C,

(iv)

{
X′ = XAT (t)− AT(t)X,
X(τ∗) = C,

µέσῳ τῆς πινακοσυναρτήσεως Φ ἡ ὁποία ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (4.1.1) στήν
σελίδα 166.

.. Νά ἐκφρασθεῖ ἡ λύση τῶν µή ὁµοιογενῶν προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν

(i)

{
x′ = A(t)x + b(t)
x(τ∗) = ξ∗,

(ii)

{
x′ = −AT(t)x + b(t)
x(τ∗) = ξ∗,

µέσῳ τῆς πινακοσυναρτήσεως Φ ἡ ὁποία ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (4.1.1) στήν
σελίδα 166.

.. Νά ἐκφρασθοῦν οἱ λύσεις τῶν µή ὁµοιογενῶν συστηµάτων

(i)

{
X′ = −X A(t) + B(t)
X(τ∗) = C,

(ii)

{
X′ = X AT(t) + B(t)
X(τ∗) = C,

(iii)

{
X′ = A(t) X + B(t)
X(τ∗) = C,

(iv)

{
X′ = −A(t)T X + B(t)
X(τ∗) = C,
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µέσῳ τῆς πινακοσυναρτήσεως Φ ἡ ὁποία ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (4.1.1) στήν
σελίδα 166.

.. Νά ἐκφρασθοῦν οἱ λύσεις τῶν συστηµάτων

(i)

{
X′ = A(t) X− X B(t),
X(τ∗) = C,

(ii)

{
X′ = A(t) X + X BT(t),
X(τ∗) = C,

(iii)

{
X′ = X AT(t)− BT(t) X,
X(τ∗) = C,

(iv)

{
X′ = X AT(t) + B(t) X,
X(τ∗) = C,

συναρτήσει τῶν λύσεων Φ, Ψ τῶν συστηµάτων
{

X′ = A(t) X,
X(τ) = I

{
X′ = B(t) X,
X(τ) = I ,

ἀντιστοίχως.

..∗Εἶναι δυνατόν νά ἐκφρασθεῖ ἡ λύση Ψ τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

X′ = −A(t) X,
X(τ) = I ,

µέσῳ τῆς πινακοσυναρτήσεως Φ ἡ ὁποία ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (4.1.1) στήν
σελίδα 166;

Απαντηση. ῎Εκφραση ἀνάλογη τῶν Ϲητουµένων στίς ἀσκήσεις ..-.. δέν εἶναι ἐν γένει ἐφικτή.
Εἶναι ὅµως δυνατόν ἡ Ϲητούµενη λύση νά ὁρισθεῖ ὡς τό κατωτέρω ὅριο :

Ψ(t) = lim
n→∞

Φ(tn,n−1) Φ−1(tn,n) Φ(tn,n−2) Φ−1(tn,n−1) · · ·Φ(tn,0) Φ−1(tn,1),

ὅπου tn,k = τ + k(t− τ).

..∗Εἶναι δυνατόν νά ἐκφρασθεῖ ἡ λύση Ψ τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

X′ = A(t)T X,
X(τ) = I ,

µέσῳ τῆς πινακοσυναρτήσεως Φ ἡ ὁποία ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (4.1.1) στήν
σελίδα 166·

.. Νά ἀποδειχθεῖ τό Πόρισµα 4.1.4.

.. Νά ἀποδειχθεῖ τό Πόρισµα 4.1.5.

.. Ἄν οἱ πίνακες A(t) καί
∫ t

τ
A(s) ds ἀντιµετατίθενται γιά κάθε t ∈ I, τότε δεῖξτε ὅτι ὁ γενικός τύπος τῆς

ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας

Φ0(t) = I , Φn+1(t) = I +
∫ t

τ
A(s)Φn(s) ds,

δίδεται ἀπό τήν

Φn(t) =
n

∑
k=0

1
k!

(∫ t

τ
A(s)ds

)k
.

῾Ως ἐκ τούτου, ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

X′ = A(t)X, X(τ) = I ,
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δίδεται ἀπό τήν σειρά

Φ(t) =
∞

∑
n=0

1
n!

(∫ t

τ
A(s) ds

)n
.

Γιατί συγκλίνει ἡ ἀνωτέρω σειρά ;

Υποδειξη. Ἀρχικῶς παρατηροῦµε ὅτι ἄν οἱ πίνακες A(t) καί
∫ t

τ
A(s) ds ἀντιµετατίθενται, τότε ἰσχύει ὅτι

∫ t

τ
A(s)

(∫ s

τ
A(σ)dσ

)k
ds =

1
k + 1

(∫ t

τ
A(s)ds

)k+1
.

Χρησιµοποιοῦµε τώρα µαθηµατική ἐπαγωγή.

.. Ἄν Φ καί Ψ ϑεµελιώδεις πίνακες λύσεων τοῦ συστήµατος x′ = A(t)x, ὅπου A ∈ C(I), τότε δείξατε ὅτι

Φ(t)Φ−1(s) = Ψ(t)Ψ−1(s),

γιά κάθε s, t ∈ I.

.. ῎Εστω Φ1, Φ2 ϑεµελιώδεις πίνακες λύσεων τοῦ συστήµατος x′ = A(t)x καί w1, w2 οἱ ἀντίστοιχες
Βρονσκιανές. ∆είξατε ὅτι :

w′1
w1

=
w′2
w2

.

.. ∆είξατε ὅτι στήν περίπτωση τοῦ συστήµατος (4.1.1) στήν σελίδα 166, ἡ ἀναδροµική ἀκολουθία Picard
{Φn}n∈N ἰσοῦται µέ Φn = ∑n

k=0 Bk ὅπου

B0(t) = I καί Bn+1(t) =
∫ t

τ
A(s)Bn(s) ds.

Ἀκολούθως, ἄν J ⊂ I, κλειστό διάστηµα, τ∈ J καί M = maxt∈J ‖A(t)‖, δείξατε ὅτι

‖Bn(t)‖ ≤ Mn|t− τ|n
n!

,

καί τέλος ὅτι ἡ {Φn}n∈N, συγκλίνει τοπικῶς ὁµοιόµορφως στό I.

.. ῎Εστω Φ(t; τ) ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (4.1.1), τήν ὁποία ϑεωροῦµε συνάρτηση ὄχι µόνο
τοῦ χρόνου ἀλλά καί τοῦ ἀρχικοῦ χρόνου τ. ∆είξατε ὅτι ἰσχύει ἡ ταυτότης :

Φ(t ; τ1) = Φ(t ; τ2) Φ(τ2 ; τ1),

γιά κάθε t, τ1, τ2 ∈ I. ᾿Επίσης δείξατε ὅτι

Φ(t ; τ) Φ(τ ; t) = I .

Παρατηρῆστε ὅτι ἡ σχέση (.) στήν σελίδα 167 γράφεται καί ὡς

ϕ(t) = Φ(t ; τ) ξ +
∫ t

τ
Φ(t ; s) b(s) ds.

Τέλος δείξατε ὅτι
∂

∂τ
Φ(t ; τ) = −Φ(t ; τ) A(τ).

..∗(Συνέχεια) ῎Εστω Φ : I → RN×N , ἡ λύση τοῦ συστήµατος (4.1.1) στήν σελίδα 166. ∆είξατε ὅτι

Φ(t) = lim
n→∞

n

∏
k=1

(
I +

t− τ

n
A

(
τ + k

t− τ

n

))
,
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γιά κάθε t∈ I.

Υποδειξη. ᾿Εφαρµόζοντας ἀλλεπάλληλα τήν (..) λαµβάνοµε

Φ(t) = Φ(t; τ) =
n

∏
k=1

Φ(tk ; tk−1),

ὅπου tk = τ + k(t− τ)/n. Ἀρκεῖ λοιπόν νά δειχθεῖ ὅτι

Φ(tk; tk−1) = I +
t− τ

n
A

(
τ + k

t− τ

n

)
+O

(
1

n2

)
.

..∗Γενίκευση τῆς προηγουµένης: ῎Εστω hn = (t− τ)/n καί tn,k = τ + khn. τότε ἰσχύει ὅτι

Φ(t) =
n

∏
k=1

(
I + hn A(tn,k) +

h2
n

2!
A2(tn,k) + · · ·+ hm

n
m!

Am(tn,k)
)

+O(hm
n ).

.. Νά ἐπιλυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

X′ = X2,
X(0) = C,

ὅπου C∈RN×N . Γιά ποίους πίνακες C τό ἀνωτέρω ἔχει καθολική λύση ;

Λυση. Φ(t) = C(I − tC)−1.

4.2 ᾿Εκθετική τετραγωνικῶν πινάκων

῾Η ἐκθετική συνάρτηση πινάκων ϑά καταστεῖ δυνατόν νά ὁρισθεῖ µέσῳ τῆς ϑεωρίας τῶν γραµ-
µικῶν συστηµάτων. Συγκεκριµένα, ϑά ὁρισθεῖ ὡς ἡ λύση κατάλληλου προβλήµατος ἀρχικῶν
τιµῶν. Κάτι τέτοιο ϐεβαίως δύναται νά συµβεῖ καί στήν ϐαθµωτή περίπτωση ὅπου ἡ ἐκθετική
συνάρτηση eα t ϑά ἦταν δυνατόν νά ὁρισθεῖ µέ καθένα ἀπό τούς ἀκόλουθους ἰσοδύναµους
τρόπους:

(i) ῾Ως τό ὅριο τῆς σειρᾶς

1 + αt +
α2t2

2!
+ · · ·+ αntn

n!
+ · · · .

(ii) ῾Ως τό ὅριο τῆς ἀκολουθίας (
1 +

αt
n

)n

, n → ∞.

(iii) ῾Ως ἡ µοναδική καί καθολικῶς ὁρισµένη λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = α x,
x(0) = 1.
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Στήν παροῦσα ἑνότητα ὁ ὁρισµός τῆς ἐκθετικῆς συναρτήσεως τετραγωνικῶν πινάκων ϑά
προκύψει µέ διαδικασία ἀνάλογη τῆς τελευταίας, ἐνῶ ϑά διαπιστωθεῖ ὅτι τόσο ὁ πρῶτος
ὅσο καί ὁ δεύτερος ὁρισµός εἶναι ἰσοδύναµοι. (Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 189.)

῾Ορισµός 4.2.1. ῎Εστω A∈RN×N σταθερός πίνακας καί Φ(t) ἡ καθολικῶς ὁρισµένη, ἤτοι,
ἐφ’ ὅλου τοῦ R, µοναδική λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν:

{
X′ = A X,
X(0) = I ,

(.)

ὅπως προκύπτει ἀπό τήν Πρόταση 4.1.1. ῾Η πινακοσυνάρτηση Φ ὀνοµάζεται ἐκθετική τοῦ
πίνακα A καί συµβολίζεται µέ etA.

Παρατηρήσεις

(i) ῾Η ἐκθετική, ὡς λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.) ἀποτελεῖ συνάρτηση τοῦ
χρόνου ἀλλά καί τοῦ πίνακα A, δηλαδή Φ = Φ(t, A). ῾Η συµβολισµός αὐτῆς, δηλαδή
etA, ὑποθέτει ὅτι ἡ ἐκθετική εἶναι συνάρτηση τοῦ tA. ∆ηλαδή ὁ συµβολισµός ὑποθέτει
ταύτιση τῶν Φ(st, A) καί Φ(t, sA). Αὐτό ϐεβαίως χρειάζεται ἀπόδειξη. Συγκεκριµένα
ϑά δείξοµε τό ἀκόλουθο:

Ἄν Φ(t, A) ἡ λύση τοῦ (.), τότε γιά κάθε s, t∈R καί A∈RN×N ἰσχύει ὅτι :

Φ(st, A) = Φ(t, sA).

Αποδειξη. ῎Εστω Ψ(t) = Φ(st, A)−Φ(t, sA). Τότε Ψ(0) = 0 καί

Ψ′(t) = s Φ′(st, A)−Φ′(t, sA) = sA Φ(st, A)− sA Φ(t, sA)

= sA Ψ(t).

Ἄρα ἡ Ψ(t) ἱκανοποιεῖ τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

X′ = sA X,
X(0) = 0,

µέ µοναδική λύση τήν ταυτοτικά µηδενική. Ἄρα πράγµατι Φ(st, A) = Φ(t, sA). 2

(ii) ῾Η ἐκθετική δύναται νά ὁρισθεῖ καί στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία ὁ πίνακας A ἔχει
µιγαδικά στοιχεῖα. Τόσο ὁ ὁρισµός, ὅσο καί ἡ διαδικασία κατασκευῆς τῆς ἐκθετικῆς
µιγαδικοῦ πίνακα δέν συνεπάγεται ἐπιπρόσθετες δυσκολίες.

(iii) Ἄν λοιπόν Φ(t) = etA, τότε ὁ πίνακας eA, δέν εἶναι ἄλλος ἀπό τόν Φ(1) = e1·A.

Ἀκολουθοῦν ὁρισµένες ϐασικές ἰδιότητες τῆς ἐκθετικῆς. Ἀπό κάποιες ἀπό αὐτές προκύπτει
ἡ ἰσοδυναµία τῶν διαφόρων ὁρισµῶν.
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Πρόταση 4.2.1. ῎Εστω A∈RN×N. Τότε ἡ ἀκολουθία µερικῶν ἀθροισµάτων

Φn(t) =
n

∑
k=0

tk

k!
Ak, n = 0, 1, 2, . . . ,

συγκλίνει τοπικῶς ὁµοιοµόρφως σ’ ὅλο τό R µέ ὅριο τήν ἐκθετική τοῦ πίνακα A. ∆ηλαδή

lim
n→∞

Φn(t) = etA.

Αποδειξη. Εὐκόλως διαπιστοῦται ὅτι ἡ Φn(t) ἀποτελεῖ τόν n−ιοστό ὅρο τῆς ἀναδροµικῆς
ἀκολουθίας Picard ἡ ὁποία ὁρίζεται στό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
X′ = AX,
X(0) = I .

῾Ως ἐκ τούτου, ὅπως καί στήν ἀπόδειξη τῆς Προτάσεως 4.1.1, συγκλίνει τοπικῶς ὁµοιοµόρφως
στήν λύση τοῦ (4.2) ἡ ὁποία εἶναι ϐεβαίως ἡ etA. ὅ.ἔ.δ.

Παρατήρηση. Στό παρόν κεφάλαιο ἐµφανίζονται συχνά δυναµοσειρές πινάκων ἤ ἄλλως
σειρές Neumann, δηλαδή ἀθροίσµατα τῆς µορφῆς ∑∞

n=0 αn An, στά ὁποῖα ὁ ἐναρκτήριος
ὅρος εἶναι ὁ α0 A0. Ἄν καί ἡ µηδενική δύναµη τετραγωνικοῦ πίνακα δέν δύναται νά ὁρισθεῖ
πάντοτε, ϑά ὑποθέτοµε ὅτι A0 = I , ὁποτεδήποτε τέτοιος ἕχοµε ἐµφάνιση τοῦ A0 σέ µερικό,
ἤ ἀπειρο ἄθροισµα δυναµοσειρᾶς πινάκων.

῾Η πρόταση ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ περιλαµβάνει µερικές ἀπό τίς ϐασικότερες ἰδιότητες τῆς
ἐκθετικῆς :

Πρόταση 4.2.2. ᾿Ιδιότητες τῆς ἐκθετικῆς. ῎Εστω A ∈RN×N, s, t πραγµατικοί ἀριθµοί καί
n∈N. Τότε

(i) e0A = I ,

(ii)
(
etA)′ = AetA,

(iii) etA ∈ C∞(R ; RN×N).

(iv) Ἄν f : I → R διαφορίσιµη στό t ∈ I, τότε
(
e f (t)A)′ = f ′(t)A e f (t)A.

(v) AetA = etA A,

(vi) e(s+t)A = esAetA,

(vii)
(
etA)−1 = e−tA,

(viii) AetB = etB A ⇐⇒ AB = BA,
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(ix) etAetB = et(A+B) ⇐⇒ AB = BA,

Υποδειξη. Οἱ (i) καί (ii) προκύπτουν ἀπό τόν ὁρισµό. ᾿Επειδή
(
etA)′ = A etA, τότε

ἐπαγωγικῶς δυνάµεθα νά ἀποδείξοµε ὅτι eA ∈ Cn(R ; RN×N), ἀπ’ ὅπου προκύπτει ἡ (iii).
Για τήν (iv), ἄν Φ(t) ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν X′ = AX, X(0) = I , τότε
e f (t)A = Φ

(
f (t)

)
. ᾿Επειδή f διαφορίσιµη στό t καί Φ διαφορίσιµη παντοῦ, τότε λόγῳ τοῦ

Κανόνος τῆς ἁλυσίδος ϑά ἰσχύει ὅτι
(

e f (t)A
)′

=
(

Φ
(

f (t)
))′

= f ′(t)Φ′( f (t)
)

= f ′(t)AΦ
(

f (t)
)

= f ′(t)A e f (t)A.

Γιά τήν (v) παρατηρῆστε ὅτι ἡ πινακοσυνάρτηση Φ(t) = AetA − etA A ἱκανοποιεῖ τό πρό-
ϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν X′ = AX, X(0) = 0. Ἄρα Φ ≡ 0. ῾Η (vi) προκύπτει ἐπίσης λόγῳ
τῆς µοναδικότητος. ῾Η διαφορά ἀριστεροῦ καί δεξιοῦ µέλους ἱκανοποιεῖ, λόγῳ τῆς (v), τό ἴδιο
πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν. Ποιό ; ῾Η (ix) ἀπαιτεῖ περισσότερη δουλειά. Ἄν AB = BA, τότε
λόγῳ ἐπίσης µοναδικότητος etAB = BetA καί τέλος ἡ Φ(t) = etAetB − et(A+B) ἀποτελεῖ
λύση τοῦ προβλήµατος ἀρικῶν τιµῶν

X′ = AX, X(0) = 0,

ἄρα Φ(t) ≡ 0. Γιά τό ἀντίστροφο, παραγωγίσατε τήν etAetB = et(A+B) δίς καί ϑέσατε
t = 0. 2

Ἄµεσα ἀπό τήν ᾿Ιδιότητα (iv) ἀνωτέρω προκύπτει τό ἀκόλουθο πόρισµα:

Πόρισµα 4.2.3. ῎Εστω A ∈ RN×N καί g∈C(I), ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα καί τ∈ I. Τότε
ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
X′ = g(t) A X,
X(τ) = I ,

εἶναι ἡ πινακοσυνάρτηση Φ(t) = e(
∫ t

τ g(s) ds)A. 2

Παρατήρηση. ῞Ολες οἱ ἰδιότητες τῶν πινάκων στήν Πρόταση 4.2.2 ἐξακολουθοῦν νά ἰσχύουν
ἀκόµη καί ἄν οἱ πίνακες A καί B ἔχουν µιγαδικά στοιχεῖα, δηλαδή A, B ∈ CN×N. ῾Η
ἀπόδειξη τῶν ἰδιοτήτων αὐτῶν στήν µιγαδική ἐκδοχή τους δέν συνεπάγεται οὐδεµία ἐπιπρό-
σθετη δυσκολία.

Στά ἀναπτύγµατα σέ σειρές Neumann ὑπάρχει τύπος τοῦ ὑπολοίπου ἀνάλογος µέ αὐτόν τῶν
ἀναπτυγµάτων Taylor. ᾿Ιδιαιτέρως, γιά τήν ἐκθετική πινάκων ἔχοµε τό ἀκόλουθο ἀποτέλε-
σµα:
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Πρόταση 4.2.4. ῎Εστω A ∈ CN×N καί t∈R τότε

etA = I + tA +
t2

2!
A2 + · · ·+ tn

n!
An + Rn,

ὅπου
‖Rn‖ ≤ |t|n+1‖A‖n+1e|t|‖A‖

(n + 1)!
.

Αποδειξη. Γνωρίζοµε ὅτι ἡ ἐκθετική etA ἀποτελεῖ τοπικῶς ὁµοιόµορφο ὅριο τῆς ἀναδροµικῆς
ἀκολουθίας Picard, {Φn}n∈N, ἡ ὁποία ἰσοῦται µέ

Φn(t) = I + tA +
t2

2!
A2 + · · ·+ tn

n!
An

καί προσεγγίζει τήν λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

X′ = AX, X(0) = I .

᾿Επίσης
∥∥etA −Φn(t)

∥∥ = limn→∞
∥∥Φm(t)−Φn(t)

∥∥ καί

∥∥Φm −Φn(t)
∥∥ ≤

m−1

∑
k=n

∥∥Φk+1(t)−Φk(t)
∥∥

≤
m−1

∑
k=n

∥∥∥∥
tk+1

(k + 1)!
Ak+1

∥∥∥∥

≤
m−1

∑
k=n

|t|k+1‖A‖k+1

(k + 1)!

≤
∞

∑
k=n

|t|k+1‖A‖k+1

(k + 1)!

= e‖A‖·|t| −
n

∑
k=0

|t|k‖A‖k

k!

=
|t|n+1‖A‖n+1

(n + 1)!
eϑ‖A‖,

γιά κάποιο ϑ ∈ (0, |t|), συµφώνως πρός τόν τύπο ὑπολοίπου τῆς σειρᾶς Taylor,. ῾Η ἴδια
ἀνισότης ἰσχύει καί στό ὅριο, δηλαδή

∥∥etA −Φn(t)
∥∥ ≤ |t|n+1‖A‖n+1

(n + 1)!
eϑ‖A‖,

ἀπ’ ὅπου προκύπτει ἡ (4.2.4). 2

Πόρισµα 4.2.5. Ἄν ‖A‖ ¿ 1, τότε

eA = I + A +
1
2!

A2 + · · ·+ 1
n!

An +O(‖A‖n+1).
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῏Ιδιαιτέρως δέ, ἄν |h| ¿ 1, ὅπου h∈R (ἤ h∈C) , τότε

ehA = I + hA +
h2

2!
A2 + · · ·+ hn

n!
An +O(

hn+1). 2

Εἴδαµε ὅτι ἡ λύση τοῦ ϐαθµωτοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = a(t) x,
x(τ) = ξ,

εἶναι ἡ ϕ(t) = e
∫ t

τ a(s) dsξ, ἐνῶ τοῦ ἀντιστοίχου διανυσµατικοῦ µέ σταθερούς συντελεστές
{

x′ = A x,
x(τ) = ξ,

ἡ ϕ(t) = e(t−τ)Aξ. ῞Ενα εὔλογο ἐρώτηµα τό ὁποῖο τίθεται αὐτόµατα εἶναι κατά πόσον ἡ
λύση τοῦ διανυσµατικοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν µέ µεταβλητούς συντελεστές

{
x′ = A(t) x,
x(τ) = ξ,

εἶναι ἡ
ϕ(t) = e

∫ t
τ A(s) dsξ.

῾Η ἀπάντηση στό ἐρώτηµα αὐτό εἶναι ἐν γένει ἀρνητική. ῾Η πρόταση ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ δίδει
µιά γενική περίπτωση ὅπου ἡ (4.2) πράγµατι ἀποτελεῖ τήν λύση τοῦ (4.2).

Πρόταση 4.2.6. ῎Εστω A ∈ C(I ; RN×N) γιά τήν ὁποία ἰσχύει ὅτι

A(s) A(t) = A(t) A(s), γιά κάθε s, t ∈ I.

Τότε ἡ πινακοσύναρτηση e
∫ t

τ A(s) ds ἀποτελεῖ τήν λύση τοῦ
{

X′ = A(t) X,
X(τ) = I ,

(.)

ὅπου τ∈ I.

Αποδειξη. Ἀκολουθοῦµε διαδικασία διαφορετικῆς αὐτῆς ἡ ὁποία ἀκολουθήθηκε στήν Ἄσκη-
ση .. στήν σελίδα 179. ῎Εχοµε κατ’ ἀρχάς ὅτι γιά κάθε t, s ∈ I

A(s)
(∫ t

τ
A(σ) dσ

)
=

(∫ t

τ
A(σ) dσ

)
A(s),

τό ὁποιο ἰσχύει διότι ἁφ’ ἑνός µέν ἰσχύει γιά t = τ καί ἰσοῦνται οἱ παράγωγοι ὡς πρός t τοῦ
ἀριστεροῦ δεξιοῦ µέλους τῆς ἀνωτέρω. Παροµοίως ἀποδεικνύεται ὅτι

∫ s

τ
A(σ) dσ

∫ t

s
A(σ) dσ =

∫ t

s
A(σ) dσ

∫ s

τ
A(σ) dσ,
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γιά κάθε s, t, τ ∈ I. ῾Η ἀπόδειξη προκύπτει παραγωγίζοντας ὡς πρός t, ἀφοῦ προηγουµένως
διαπιστωθεῖ ὅτι γιά t = s τά ἀνωτέρω ἰσοῦνται. ῾Η ἀνωτέρω ἀντιµεταθετικότης σέ συνδυασµό
µέ τήν ᾿Ιδιότητα (ix) τῆς ἐκθετικῆς πινάκων (ϐλέπε σελίδα 184) µᾶς παρέχει ὅτι

e
∫ t+h

τ A(s) ds = e
∫ t

τ A(s) ds e
∫ t+h

t A(s) ds,

ὁποτεδήποτε τά τ, t, t + h ∈ I. ῎Εστω τώρα Φ(t) = e
∫ t

τ A(s) ds, ὁπότε

1
h
(
Φ(t + h)−Φ(t)

)
=

1
h

(
e
∫ t+h

τ A(s) ds − e
∫ t

τ A(s) ds
)

=
1
h

(
e
∫ t+h

t A(s) dse
∫ t

τ A(s) ds − e
∫ t

τ A(s) ds
)

=
1
h

(
e
∫ t+h

t A(s) ds − I
)

e
∫ t

τ A(s) ds,

῞Οµως
∫ t+h

t A(s) ds = O(h) καί ὡς ἐκ τούτου

e
∫ t+h

t A(s) ds = I +
∫ t+h

t
A(s) ds +O(h2).

῾Εποµένως
1
h

(
e
∫ t+h

t A(s) ds − I
)

=
1
h

∫ t+h

t
A(s) ds +O(h).

Θέτοντας h → 0 λαµβάνοµε ὅτι

lim
h→0

1
h

(
e
∫ t+h

t A(s) ds − I
)

= A(t).

Συνολικῶς λοιπόν ἔχοµε

1
h

(
e
∫ t+h

τ A(s) ds − e
∫ t

τ A(s) ds
)

=
(

A(t) +O(h)
)

e
∫ t

τ A(s) ds,

τό ὁποῖο ὅταν τό h τείνει στό 0 ὁδηγεῖ στό Ϲητούµενο. 2

Ἀπό τήν ἀνωτέρω ἀποδεικτική διαδικασία προκύπτει καί τό ἀκόλουθο πόρισµα:

Πόρισµα 4.2.7. Ἄν H ∈ C1(I ; RN×N) καί ἰσχύει ὅτι H(t) H′(t) = H′(t) H(t), γιά κάθε
t∈ I, τότε

d
dt

eH(t) = H′(t) eH(t),

γιά κάθε t∈ I. 2

Κατόπιν τοῦ ἀνωτέρω πορίσµατος τίθεται τό ἑξῆς εὔλογο ἐρώτηµα:

Μέ τί ἰσοῦται ἡ d
dt

(
eH(t)

)
ὅταν H(t)H′(t) 6= H′(t)H(t) ;
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Ἀποδεικνύεται ὅτι
d
dt

eH(t) =
∫ 1

0
es H(t)H′(t)e(1−s) H(t) ds.

Βλέπε Ἀσκήσεις .., .. οἱ ὁποῖες ἀκολουθοῦν.

῾Ολοκληρώνοµε τήν παροῦσα ἑνότητα µέ τό ἀκόλουθο ἀποτέλεσµα, τό ὁποῖο ἔχει ποικίλες
ἐφαρµογές :

Πρόταση 4.2.8. (Trotter 1959 [53]) ῎Εστω A, B ∈ CN×N. Τότε ἰσχύει ὅτι

lim
n→∞

(
e

t
n Ae

t
n B

)n
= et(A+B),

γιά κάθε t∈R.

Αποδειξη. Συνεπείᾳ τῆς Πρότασεως 4.2.4 ἰσχύει ὅτι

e
t
n Ae

t
n B = I +

t
n

A +
t
n

B +O
(

1
n2

)
.

Ταυτοχρόνως ἔχοµε ὅτι
(
I +

t(A + B)
n

)n

− et(A+B) = O
(

1
n

)
. 2

᾿Ενδιαφέρουσα γενίκευση τῆς ἀνωτέρω προτάσεως ἀποτελεῖ ἡ Ἄσκηση .. ἡ ὁποία ἀκολου-
ϑεῖ.

᾿Ασκήσεις

.. ∆είξατε ὅτι ἄν A∈RN×N , τότε
det

(
etA

)
= e(Tr A) t.

.. ∆είξατε χρησιµοποιῶντας ἐπαγωγή, ὅτι ὁ n−οστός ὅρος τῆς ἀναδροµικῆς ἀκολουθίας Picard γία τό
πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν {

X′ = AX,
X(τ) = I ,

ἰσοῦται µέ Φn(t) =
n

∑
k=0

(t− τ)k

k!
Ak.

.. ῎Εστω A∈RN×N . Γιά ποιούς πίνακες B∈RN×N ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

X′ = AX− XA,
X(0) = B,

εἶναι σταθερή ;

.. ∆είξατε ὅτι ὁ πίνακας etA εἶναι ὀρθοµοναδιαῖος ἄν καί µόνον ἄν ὁ A εἶναι ἀντισυµµετρικός. [῾Υπεν-
ϑυµίζεται ὅτι ἕνας πίνακας B ὀνοµάζεται ὀρθοµοναδιαῖος ἄν BT = B−1, ἐνῷ ἕνας πίνακας B ὀνοµάζεται
ἀντισυµµετρικός ἄν BT = −B.]
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.. ∆εῖξτε ὅτι ἡ ἀκολουθία πινακοσυναρτήσεων, ἡ ὁποία ὁρίζεται ἀπό τήν (..), συγκλίνει τοπικῶς ὁ-
µοιοµόρφως καί κατ’ ἀνάλογο τρόπο, τό ὅριο αὐτῆς γράφεται ὡς

Φ(t) = e
∫ t

τ
A(s) ds.

.. (Συνέχεια) ᾿Εξηγῆστε γιατί ἐν γένει ἡ
Φ(t) = e

∫ t
τ

A(s) ds,

δέν ἀποτελεῖ λύση τῆς X′ = A(t)X.

.. ῎Εστω A ∈ RN×N . Τότε δείξατε ὅτι
(

e
t
n Ae

t
n B

)n
= et(A+B) +O

(
1
n

)
.

.. (G. Strang 1968) ῎Εστω A ∈ RN×N . Τότε δείξατε ὅτι
(

e
t

2n Ae
t
n Be

t
2n A

)n
= et(A+B) +O

(
1

n2

)
. (.)

῾Η (.) ἀποτελεῖ τό Strang’s splitting scheme [52], τό ὁποῖο ἔχει ἐφαρµογές στήν ἀριθµητική ἐπίλυση
διαϕορικῶν ἐξισώσεων, καθ’ ὅτι ἀποτελεῖ δευτέρας τάξεως προσέγγιση καταλλήλως διασπώµενου διαφο-
ϱικοῦ τελεστοῦ.

..∗ (Γενίκευση τῆς Προτάσεως 4.2.8) ῎Εστω A, B ∈ C(I ; RN×N), ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα. Ἄν Φ(t ; τ),
Ψ(t ; τ), Ω(t ; τ) οἱ λύσεις τῶν προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν

{
X′ = A(t)X,
X(τ) = I ,

{
X′ = B(t)X,
X(τ) = I ,

{
X′ =

(
A(t) + B(t)

)
X,

X(τ) = I ,

ἀντιστοίχως, γιά κάποιο τ∈ I, τότε δείξατε ὅτι

Ω(t ; τ) = lim
n→∞

n

∏
k=1

Φ(tn,k ; tn,k−1) Ψ(tn,k ; tn,k−1),

ὅπου tn,k = τ + k(t− τ)/n.

..∗ Ἄν B∈RN×N καί ‖B‖ < 1, τότε δείξατε ὅτι ἡ σειρά

B− 1
2

B2 +
1
3

B3 − · · ·+ (−1)n−1 1
n

Bn + · · · ,

συγκλίνει. Ἄν τό ὅριό της τό ὀνοµάσοµε A δείξατε ὅτι eA = I + B.

..∗ ῎Εστω A∈RN×N , σταθερός πίνακας. ∆είξατε ὅτι ἡ ἀκολουθία πινακοσυναρτήσεων

Φn(t) =
(
I +

t
n

A
)n

,

συγκλίνει στήν etA τοπικῶς ὁµοιοµόρφως στό R.

..∗ Ἄν οἱ σταθεροί πίνακες A, B ∈ RN×N δέν ἀντιµετατίθενται (AB 6= BA) νά ὑπολογισθεῖ ἡ τιµή τοῦ πίνακα
Φ′(0), ἄν Φ(t) = eA+tB.

Υποδειξη. Ἄν ὁρίσοµε ὡς Ψ = Ψ(t, ε) τήν λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν X′ = (A + εB) X,
X(0) = I , τότε

Ψ(t, ε) = etA + ε
∫ t

0
e(t−s) A B Ψ(s, ε) ds.
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Ἄν ϑέσοµε Ψ(t, ε) =
∞

∑
n=0

εnΨn(t), (τό ὁποῖο ϐεβαίως ἐπιτρέπεται διότι ἡ ϱοή ἐξαρτᾶται ἀναλυτικά ἀπό τό

ε ἄρα τό ἴδιο καί ἡ λύση), τότε ἀπό τήν ἀνωτερω προκύπτει ὅτι Ψ1(t) =
∫ t

0
e(t−s) A B es A ds. Τό Ϲητούµενο

ἰσοῦται µέ Ψ1(1).

..∗ (Συνέχεια) ῎Εστω ὅτι H ∈ C1(I ; RN×N). ∆είξατε ὅτι

d
dt

eH(t) =
∫ 1

0
es H(t)H′(t)e(1−s) H(t) ds,

γιά κάθε t ∈ I.

..∗(Συνέχεια) Μέ τί ἰσοῦται ἡ δεύτερη παράγωγος τῆς eH(t) ;

..∗῎Εστω X χῶρος Banach καί T : X → X ϕραγµένος τελεστής. Πῶς δύναται νά ὁρισθεῖ ἡ ἐκθετική τοῦ T;

..∗(Pólya 1928 [44]) ῎Εστω Φ : [0, T] → CN×N συνεχής πινακοσυνάρτηση µέ τίς ἰδιότητες

Φ(s + t) = Φ(s)Φ(t), γιά κάθε s, t ∈ [0, T] τέτοια ὥστε s + t ∈ [0, T],

καί Φ(0) = I . ∆είξατε ὅτι ὑπάρχει πίνακας A ὥστε Φ(t) = etA.

Υποδειξη. ῾Η Φ εἶναι ὁλοκληρώσιµη καί ἰσχύει ὅτι
∫ t

0
Φ(s) ds = lim

n→∞

n

∑
k=1

hnΦ(k hn),

ὅπου hn = t/n. ῞Οµως Φ(k hn) =
(
Φ(hn)

)k καί
n

∑
k=1

hn Φ(k hn) = hn

n

∑
k=1

(
Φ(hn)

)k. ᾿Ιδιαιτέρως

Φ(hn)− I
hn

n

∑
k=1

hn Φ(k hn) =
Φ(hn)− I

hn

n

∑
k=1

hn Φ(hn)k

= Φ
(
(n + 1)hn

)− I = Φ(t + hn)− I .

᾿Επειδή ὅµως Φ(0) = I καί Φ συνεχής, ὑπάρχει t0 > 0, τέτοιο ὥστε

‖Φ(s)−Φ(0)‖ = ‖Φ(s)− I‖ <
1
2

, γιά κάθε t ∈ [0, t0].

Συνεπῶς ∥∥∥ 1
t

∫ t

0
Φ(s) ds− I

∥∥∥ ≤ 1
t

∫ t

0
‖Φ(s)− I‖ ds ≤ 1

2
.

῾Ως ἐκ τούτου, λόγῳ τῆς Προτάσεως 9.1.7 στήν σελίδα 337, ὁ πίνακας 1
t

∫ t

0
Φ(s)ds εἶναι ἀντιστρέψιµος,

καί κατά συνέπεια καί ὁ
∫ t

0
Φ(s) ds. Ἄρα γιά 0 < t ≤ t0

lim
n→∞

Φ(hn)− I
hn

=
(∫ t

0
Φ(s) ds

)−1
(Φ(t)− I) .

Ἄν ὀνοµάσοµε τό ἀνωτέρω ὅριο A ἔχοµε

Φ(t) = I + A
∫ t

0
Φ(s) ds.

Τό ἀνωτέρω ἀποτελεῖ τήν ὁλοκληρωτική µορφή τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (4.2).

..∗(Συνέχεια) Νά γενικευθεῖ τό ἀνωτέρω ἀποτέλεσµα στήν περίπτωση ὅπου ἡ Φ(t) ἀποτελεῖ συνεχῆ ἀπεικό-
νιση στό χῶρο B(X) τῶν ϕραγµένων τελεστῶν χώρου Banach X.
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..∗(Συνέχεια) Νά µελετηθεῖ κατά πόσον ἰσχύει ἡ ἀκόλουθη γενίκευση.

῎Εστω I ἀνοικτό διάστηµα καί K∈C(I × I ; CN×N) ὥστε K(t, t) = I γιά κάθε t∈ I καί

K(t, s) = K(t, τ) K(τ, s),

γιά κάθε t, s, τ∈ I. Τότε K∈C1(I × I ; CN×N) καί ὑπάρχει πίνακας A∈C(I ; CN×N) ὥστε

d
dt

K(t, s) = A(t) K(t, s),

γιά κάθε t, s∈ I.

4.3 ῾Υπολογισµός τῆς ἐκθετικῆς πινάκων

Στήν παροῦσα ἑνότητα ϑά δοῦµε ποιά διαδικασία ἀκολουθοῦµε γιά νά ὑπολογίσοµε τήν
ἐκθετική τετραγωνικῶν πινάκων.

4.3.1 Γενική ϑεώρηση

[Α] ∆ιαγωνιοποιήσιµοι πίνακες

Ξεκινοῦµε ἀπό τό ἀκόλουθο ἀποτέλεσµα τό ὁποῖο µᾶς ἐπιτρέπει νά ἀντιµετωπίσοµε τήν
περίπτωση κατασκευῆς τῆς ἐκθετικῆς τετραγωνικοῦ πίνακα:

Πρόταση 4.3.1. ῎Εστω A, B, D, U ∈ RN×N ὅπου U ἀντιστρέψιµος καί D διαγώνιος, µέ
D = diag(d1, . . . , dN). Τότε ἰσχύουν τά ἀκόλουθα:

(i) etD = diag
(
etd1 , . . . , etdN

)
.

(ii) Ἄν B = U−1AU τότε etB = U−1etAU,

γιά κάθε t∈R. Τά ἀνωτέρω ἰσχύουν καί στήν περίπτωση ὅπου A, D, U ∈ CN×N.

Αποδειξη. Γιά τό (i) παρατηρῆστε ὅτι τόσο ἡ πινακοσυνάρτηση etD, ὅσο καί ἡ

E(t) = diag
(
etd1 , . . . , etdN

)
,

ἀποτελοῦν λύσεις τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

X′ = DX, X(0) = I

καί λόγῳ µοναδικότητος τῶν λύσεων τοῦ ἀνωτέρω, οἱ δύο πινακοσυναρτήσεις ταυτίζονται.

Γιά τό (ii) εἶναι εὔκολο νά διαπιστωθεῖ ὅτι ἡ πινακοσυνάρτηση Φ(t) = U−1etAU ἀποτελεῖ
λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

X′ = BX, X(0) = I ,
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ὅπως ἐπίσης καί ἡ etB. Λόγῳ δέ τῆς µοναδικότητος τῶν λύσεων τοῦ ἀνωτέρω ϑά ἔχοµε τελικῶς
ὅτι etB ≡ U−1etAU. 2

Ἄν ὁ A εἶναι ἕνας διαγωνιοποιήσιµος πίνακας καί γράφεται ὡς A = U−1DU, ὅπου D =
diag(d1, . . . , dN) τότε

etA = U−1etDU = U−1diag
(

ed1t, . . . , edN t
)

U.

῎Ητοι, τά στοιχεῖα τοῦ etA εἶναι τῆς µορφῆς aij(t) = ∑N
k=1 ck

ij edk t. ἰδιαιτέρως, ἄν A δια-
γωνιοποιήσιµος, τότε ἔχει N γραµµικῶς ἀνεξάρτητα ἰδιοδιανύσµατα, τίς {ξ1, . . . , ξN}, οἱ
ὁποῖες ἀντιστοιχοῦν στίς ἰδιοτιµές d1, . . . , dN. Σ’ αὐτή τήν περίπτωση τό σύνολο

B =
{

ed1 tξ1, . . . , edN tξN
}

,

ἀποτελεῖ ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τοῦ συστήµατος x′ = Ax. ῾Ως ἐκ τούτου, κάθε λύση
τοῦ συστήµατος αὐτοῦ ϑά εἶναι τῆς µορφῆς

ϕ(t) = c1 ed1 tξ1 + · · ·+ cN edN tξN .

[Β] Μή διαγωνιοποιήσιµοι πίνακες

Ἄν τώρα ὁ πίνακάς µας δέν εἶναι διαγωνιοποιήσιµος, τότε εἶναι δυνατόν νά λάβει τήν κανονική
µορφή Jordan

A = U−1 JU,

ὅπου U ἀντιστρέψιµος (ἐν γένει U∈ CN×N) καί

J =




J0 0
J1

. . .
0 Jk




= diag(J0, J1, . . . , Jk),

ὅπου J0 = diag
(
µ1, . . . , µN0

)∈CN0×N0 ἐνῶ γιά ` = 1, . . . , k

J` =




λ` 1 0 0 · · · 0 0
0 λ` 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · λ` 1
0 0 0 0 · · · 0 λ`



∈ CN`×N`

καί N0 + N1 + · · ·+ Nk = N. ᾿Ισχύει ὅτι

Jm = diag (Jm
0 , Jm

1 , . . . , Jm
k ) ,
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καί ἑποµένως

etJ =
∞

∑
m=0

tm

m!
Jm = diag

( ∞

∑
m=0

tm

m!
Jm
0 ,

∞

∑
m=0

tm

m!
Jm
1 , . . . ,

∞

∑
m=0

tm

m!
Jm
k

)

= diag
(

etJ0 , etJ1 , . . . , etJk
)

.

Ἀποµένει νά δοῦµε µέ τί ἰσοῦνται οἱ πίνακες Jm
` . ῎Εχοµε ὅτι

J` = λ`I + S,

ὅπου S ὁ πίνακας µετατόπιση (shift matrix).

S =




0 1 0 0 · · · 0 0
0 0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · 0 1
0 0 0 0 · · · 0 0




καί ὡς ἐκ τούτου

S2 =




0 0 1 0 · · · 0 0
0 0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · 0 1
0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0




, SN`−1 =




0 0 0 0 · · · 0 1
0 0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · 0 0




καί Sm = 0, ὅταν m ≥ N`, αὐτό σηµαίνει ὅτι ὁ πίνακας S εἶναι µηδενοδύναµος. ῾Εποµέ-
νως ἡ σειρά Neumann ἡ ὁποία ἀντιστοιχεῖ στήν ἐκθετική τοῦ πίνακα S (καθώς καί κάθε
µηδενοδύναµου πίνακα) εἶναι πεπερασµένη:

etS =
∞

∑
k=0

tk

k!
Sk =

Nl−1

∑
k=0

tk

k!
Sk

= I + tS +
t2

2!
S2 + · · ·+ tNl−1

(Nl − 1)!
SNl−1
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καί συνεπῶς, ἐπειδή οἱ πίνακες S καί I ἀντιµετατίθενται, ἐφαρµόζοντας τήν ᾿Ιδιότητα ix στήν
σελίδα 184, λαµβάνοµε

etJ` = et(λ`I+S) = eλ`tIetS = eλ`tetS

= eλ`t
(
I + tS +

t2

2!
S2 + · · ·+ tNl−1

(Nl − 1)!
SNl−1

)

=




eλ`t teλ`t t2

2! eλ`t · · · tNl−1

(Nl−1)! e
λ`t

eλ`t teλ`t · · · tNl−2

(Nl−2)!
eλ`t

. . .
0 eλ`t




.

᾿Ισοδύναµη γραφή τῆς ἐκθετικῆς τοῦ J`:

etJ` = etλ`

(
I + tS +

t2

2!
S2 + · · · tN`−1

(N` − 1)!
SN`−1

)
.

᾿Επίσης, ἄν ὁ πίνακας A∈RN×N ἔχει µοναδική ἰδιοτιµή µ
(
δηλ. PA(λ) = (µ− λ)N)

µέ
γεωµετρική πολλαπλότητα 1, τότε

etA = eµt(B0 + tB1 + · · ·+ tN−1BN−1
)
,

ὅπου B0, . . . , BN−1∈RN×N κατάλληλοι σταθεροί πίνακες. (Γιατί ;)

Τά ἀνωτέρω µᾶς ἐπιτρέπουν νά ἐξαγάγοµε ὅτι ἄν etA =
(
bij(t)

)
, ϑά ἰσχύει ὅτι

bij(t) =
m

∑
`=1

pij
` (t) eλ` t,

ὅπου λ` ∈C ἰδιοτιµή τοῦ A καί pij
` (t) πολυώνυµου ϐαθµοῦ τό πολύ ἴσου µέ τήν διαφορά

τῆς ἀλγεβρικῆς µεῖον τήν γεωµετρική πολλαπλότητα τῆς ἰδιοτιµῆς λ`.

[Γ] ῎Εκφραση τῆς ϕ(t) = etAξ µέσῳ ἰδιοτιµῶν καί γενικευµένων ἰδιοχώρων

᾿Ιδιαιτέρως ἔστω ὅτι τό Ϲητούµενο εἶναι ἡ λύση τοῦ συστήµατος
{

x′ = A x,
x(τ) = ξ,

ὅπου ξ ∈ RN. Ἄν οἱ ἰδιοτιµές τοῦ πίνακα A εἶναι οἱ λ1, . . . , λk µέ πολλαπλότητες
µ1, . . . , µk, ἀντιστοίχως, τότε λόγῳ τῆς Προτάσεως 9.1.12 τῆς σελίδος 341 ἔχοµε ὅτι

CN = X1 ⊕ X2 ⊕ · · · ⊕ Xk,
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ὅπου

X` =
{

x ∈ CN : (A− λ`I)µkx = 0
}

= N [(A− λ`)µ` ] , ` = 1, . . . , k.

῎Ητοι, ὁ CN γράφεται ὡς εὐθύ ἄθροισµα τῶν γενικευµένων ἰδιοχώρων τοῦ πίνακα A. ῾Η
ἀρχική τιµή ξ στό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν (4.3.1) γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ὡς

ξ = ξ1 + · · ·+ ξk,

ὅπου ξ`∈X`. Συγχρόνως (A− λ`I)nξ` = 0, γιά κάθε n ≥ µ`. Συνεπῶς

etA ξk = eλ`tI+t(A−λ`I) ξk = eλ`tI et(A−λ`I) ξk

= eλ`t
∞

∑
k=0

tn

n!
(A− λ`I)n ξk = eλ`t

µ`−1

∑
n=0

tn

n!
(A− λ`I)n ξk.

Συνολικῶς λοιπόν, ἡ λύση τοῦ (4.3.1) ϑά εἶναι ἡ

e(t−τ)A ξ =
k

∑
`=1

e(t−τ)A ξ`

=
k

∑
`=1

eλ`(t−τ)
µ`−1

∑
n=0

(t− τ)n

n!
(A− λ`I)n ξ`.

᾿Ασκήσεις

.. Νά ὑπολογισθοῦν οἱ ἐκθετικές τῶν ἀκολούθων πινάκων

(i)

(
0 1
1 0

)
, (ii)

(
0 1

−1 0

)
,

(iii)

(
a b
b a

)
, (iv)

(
a b

−b a

)
,

(v)

(
1 0
a 1

)
, (vi)

(
0 a
b 0

)
.

.. Νά ὑπολογισθοῦν οἱ ἐκθετικές τῶν ἀκολούθων πινάκων

(i)




0 1 0
0 0 1
0 0 0


 , (ii)




0 1 0
0 0 1
1 0 0


 ,

(iii)




0 1 0
0 0 2
3 0 0


 , (iv)




a b c
c a b
b c a


 .

.. ῎Εστω A = (ak`)N
k,`=1∈RN×N , ὅπου ak` = 1, γιά κάθε k, ` = 1, . . . , N. Νά ὑπολογισθεῖ ἡ ἐκθετική τοῦ

πίνακα A.
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.. Ἄν ὁ πίνακας A ∈ RN×N εἶναι διαγωνιοποιήσιµος µέ ἀρνητικές ἰδιοτιµές δείξατε ὅτι κάθε λύση τοῦ
συστήµατος

x′ = Ax,

τείνει στό 0 καθώς τό t τείνει στό σύν ἄπειρο.

.. (Συνέχεια) Τό ἴδιο συµπέρασµα ἰσχύει ἄν ἀντί γιά ἀρνητικές ἰδιοτιµές, ὁ πίνακες A ἔχει ἰδιοτιµές µέ
ἀρνητικά πραγµατικά µέρη, ἀκόµη καί στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία ὁ A δέν εἶναι διαγωνιοποιήσιµος.

.. ῎Εστω P∈RN×N ὁ πίνακας µέ τήν ἰδιότητα Pek = ek+1, γιά k = 1, . . . , N− 1 καί PeN = e1. Νά ϐρεθεῖ
ἡ ἐκθετική τοῦ P.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τοῦ συστήµατος
x′′ = Ax,

ὅπου x∈RN καί A∈RN×N , σταθερός πίνακας.

.. Νά ἐκφρασθεῖ ἡ γενική λύση τοῦ συστήµατος

x′ = tAx,

συναρτήσει τῆς ἐκθετικῆς τοῦ πίνακα A.

.. ῎Εστω A ∈ RN×N διαγωνιοποιήσιµος πίνακας µέ ϑετικές ἰδιοτιµές καί ϕ : R → RN ἡ λύση τοῦ
προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν {

tx′ = Ax,
x(1) = ξ.

∆είξατε ὅτι limt→0+ ϕ(t) = 0.

.. (Συνέχεια) Τό ἀνωτέρω ἰσχύει ἀκόµη κι’ ἄν ὁ πίνακας A ἔχει µόνο ἰδιοτιµές µέ ϑετικά πραγµατικά µέρη
καί δέν εἶναι ἀπαραιτήτως διαγωνιοποιήσιµος.

.. ∆οθέντος ὅτι οἱ A, B καί C ἀποτελοῦν σταθερούς τετραγωνικούς πίνακες N× N, νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση
τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν {

X′ = AX + XB,
X(τ) = C.

.. ῎Εστω A∈RN×N σταθερός ἀντιστρέψιµος πίνακας. ∆είξατε ὅτι ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως

X(n) = An X,

ὅπου X∈RN×N , εἶναι τῆς

Φ(t) =
n

∑
k=1

eωktACk, ὅπου ω = e
2πi
n ,

καί Ck, k = 1, . . . , n, σταθεροί πίνακες.

.. (Συνέχεια) Ποία ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως

x(n) = A x ;

.. Νά ϐρεθεῖ πυρήνας K = K(t, s) ὥστε ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x(n) = f (t),
x(k)(τ) = 0, k = 0, . . . , n− 1,

(.)
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νά γράφεται ὡς

ϕ(t) =
∫ t

τ
K(t, s) f (s) ds.

Υποδειξη. Τό ἀνωτέρω πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν γράφεται ἰσοδύναµα ὡς πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν συστή-
µατος n× n πρώτης τάξεως :

x′1 = x2, x′2 = x3, . . . , x′n−1 = xn, x′n = f (t),

x1(τ) = x2(τ) = · · · = xn(τ) = 0,

ἤ ἰσοδύναµα
x′ = Sx + f (t), x(τ) = 0, (.΄)

ὅπου S ὁ πίνακας µετατόπιση καί f (t) =
(
0, . . . , 0, f (t)

)T. ῾Η ϕ(t) =
∫ t

τ e(t−τ)Sf (s) ds ἀποτελεῖ τήν
λύση τοῦ (4.12′). Ἄν ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn), τότε ἡ ϕ1 ἀποτελεῖ τήν λύση τοῦ (.). ᾿Εν τέλει ἰσχύει ὅτι

ϕ1(t) =
∫ t

τ

(t− s)n−1

(n− 1)!
f (s) ds.

.. (Συνέχεια) ῎Εστω a0, a1 ∈ Cn(I), ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα καί a1(t) > 0, γιά κάθε t ∈ I. Ἄν ὁ
διαφορικός τελεστής L ὁρίζεται ὡς Lx = a1(t)x′ + a0(t)x, νά ϐρεθεῖ πυρήνας K = K(t, s) ὥστε ἡ λύση
τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
Lnx = f (t),
x(k)(τ) = 0, k = 0, . . . , n− 1,

νά γράφεται ὡς

ϕ(t) =
∫ t

τ
K(t, s) f (s) ds.

[
῾Ο Ln ἀποτελεῖ ἐπίσης διαφορικό τελεστή ὁριζόµενο ἀναδροµικῶς ὡς Lk+1x = Lk(Lx

)
.
]

.. Ἄν οἱ ἰδιοτιµές τοῦ πίνακα A∈RN×N εἶναι διακριτές, τότε τό σύστηµα

x′ = Ax,

ἔχει λύση ϕ =
(

ϕ1, . . . , ϕN
)

: R → RN , γιά τήν ὁποία οἱ ϕ1, . . . , ϕN εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες.

.. Ἄν a + d < 0 καί ad− bc > 0 δείξατε ὅτι ὅλες οἱ λύσεις τοῦ συστήµατος

x′ =

(
a b
c d

)
x,

τείνουν στό µηδέν καθώς τό t τείνει στό +∞.

.. ῎Εστω ὅτι ὁ πίνακας A ∈RN×N ἔχει µοναδική ἰδιοτιµή µ
(
δηλ. PA(λ) = (µ− λ)N)

µέ γεωµετρική
πολλαπλότητα 1. ∆είξατε ὅτι

etA = eµt(B0 + tB1 + · · ·+ tN−1BN−1
)
,

ὅπου B0, . . . , BN−1∈RN×N κατάλληλοι σταθεροί πίνακες.

.. ῎Εστω A ∈ RN×N ἀντιστρέψιµος διαγωνιοποιήσιµος πίνακας µέ πραγµατικές ἰδιοτιµές. ∆είξατε ὅτι ὅλες
οἱ λύσεις τοῦ N × N συστήµατος δευτέρας τάξεως

x′′ = −A2 x,

εἶναι ϕραγµένες σ’ ὅλο τό R.
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.. ῞Ενας πίνακας A∈RN×N ὀνοµάζεται κυκλικός (circulant) ἄν εἶναι τῆς µορφῆς

A =




a1 a2 · · · aN−1 aN

aN a1 · · · aN−2 aN−1

...
...

...
...

a2 a3 · · · aN a1




.

∆είξατε ὅτι ὁ ἀνωτέρω πίνακας διαγωνοποιεῖται ὡς A = U∗DU ὅπου U∗ ὁ συζυγής τοῦ ἀναστρόφου τοῦ
U, ἐνῷ

U∗ =
1√
N




1 1 1 · · · 1
1 ωN ω2

N · · · ωN−1
N

1 ω2
N ω4

N · · · ω2N−2
N

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ωN−1
N ω2(N−1)

N · · · ω(N−1)(N−1)
N




,

καί D = diag
(
λ1, . . . , λN

)
µέ

λj =
N

∑
k=1

e
2πi(k−1)(j−1)

N ak.

Ἀκολούθως ὑπολογίσατε τήν ἐκθετική τοῦ A.

4.4 ᾿Επίλυση γραµµικῶν συστηµάτων

Στήν παροῦσα ἑνότητα ϑά ἀναπτυχθεῖ µεθοδολογία ἐπιλύσεως συστηµάτων τῆς µορφῆς

x′ = A(t)x + b(t),

ὅπου A ∈ C(I ; RN×N) καί b ∈ C(I ; RN). Συνοδεύονται ἀπό ἀρχική συνθήκη τῆς µορφῆς

x(τ) = ξ.

῾Ο A ἀποτελεῖ τόν πίνακα τῶν συντελεστῶν. Στήν παροῦσα ἑνότητα ϑά περιορισθοῦµε στήν
περίπτωση κατά τήν ὁποία ὁ A εἶναι σταθερός πίνακας. ῾Η λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν
τιµῶν (4.4)− (4.4) στήν περίπτωση τῶν σταθερῶν συσντελεστῶν, δέν εἶναι ἄλλη ἀπό τήν

ϕ(t) = e(t−τ)Aξ +
∫ t

τ
e(t−s) A b(s) ds,

ὅπου ξ σταθερό διάνυσµα στόν RN καί τ ∈ I. ῾Ο ὑπολογισµός λοιπόν τῶν λύσεων τοῦ (4.4)
συνδέεται µέ τόν ὑπολογισµό τῆς ἐκθετικῆς τοῦ A. Ξεκινοῦµε ἀπό τήν ὁµοιογενῆ περίπτωση.

4.4.1 Πραγµατικές διακριτές ἰδιοτιµές

Ἄν τό λ ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή τοῦ πίνακα A∈RN×N µέ ἰδιοδιάνυσµα ξ, τότε ἡ διανυσµατική
συνάρτηση

ϕ(t) = eλtξ,
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ἀποτελεῖ λύση τοῦ συστήµατος
x′ = Ax.

Πράγµατι,
ϕ′(t) = λeλtξ = eλt Aξ = Aϕ(t).

Κατά συνέπεια, ἄν ὁ πίνακας A ἔχει N διακεκριµένες ἰδιοτιµές : λ1, λ2, . . . , λN , τότε σ’
αὐτές ϑά ἀντιστοιχοῦν N γραµµικῶς ἀνεξάρτητα ἰδιοδιανύσµατα: ξ1, ξ2, . . . , ξN. Οἱ δέ
διανυσµατικές συναρτήσεις

eλ1tξ1, eλ2tξ2, . . . , eλN tξN ,

ἀποτελοῦν λύσεις τοῦ (4.4.1). Εἶναι στήν πραγµατικότητα γραµµικῶς ἀνεξάρτητες λύσεις,
ἀφοῦ det Φ(0) 6= 0 καί ὡς ἐκ τούτου, ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τοῦ συστήµατος αὐτοῦ.

Παράδειγµα. ῎Εστω τό σύστηµα
{

x′1 = x1 + x2,
x′2 = 4x1 + x2.

῾Ο πίνακας τοῦ συστήµατος εἶναι ὁ

A =

(
1 1
4 1

)
,

µέ ἰδιοτιµες λ1, λ2, ἱκανοποιοῦσες τήν ἐξίσωση
∣∣∣∣∣

1− λ 1
4 1− λ

∣∣∣∣∣ = (1− λ)2 − 4 = (λ + 1)(λ− 3) = 0.

Ἄρα λ1 = 3 καί λ2 = −1. Τά ἀντίστοιχα ἰδιοδιανύσµατα εἶναι τά

ξ1 =

(
1
2

)
, ξ2 =

(
1

−2

)
.

Σ’ αὐτά ἀντιστοιχοῦν οἱ ἀκόλουθες λύσεις τοῦ (4.4.1):

ϕ1(t) = e3t

(
1
2

)
, ϕ2(t) = e−t

(
1

−2

)
.

῾Η δέ γενική λύση τοῦ (4.4.1) εἶναι ἡ

ϕ(t) = c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) = c1e3t

(
1
2

)
+ c2e−t

(
1

−2

)
.

Ἄν τώρα τό Ϲητούµενο εἶναι ἡ ἐπίλυση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν




x′1 = x1 + x2,
x′2 = 4x1 + x2,
x1(0) = 2, x2(0) = 0.
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῾Οπότε ϑά πρέπει νά ϐρεθοῦν c1, c2 γιά τήν ϕ στήν (4.4.1), ὥστε ϕ(0) = (2, 0)T. ᾿Ισοδύναµα

c1

(
1
2

)
+ c2

(
1

−2

)
=

(
2
0

)
,

τό ὁποῖο ἀποτελεῖ ἕνα γραµµικό σύστηµα 2× 2 µέ λύση c1 = c2 = 1. Τελικῶς ἡ λύση τοῦ
(4.4.1) ϑά εἶναι ἡ

ϕ(t) =

(
e3t + e−t

2e3t − 2e−t

)
.

4.4.2 Μιγαδικές ἰδιοτιµές

῎Εστω τώρα ὅτι στό ὑπό µελέτη σύστηµα

x′ = Ax,

ὁ πίνακας A εἶχε τήν µιγαδική ἰδιοτιµή λ = α + iβ καί τό ἀντίστοιχο µιγαδικό ἰδιοδιάνυσµα
ξ = ζ + iη, δηλαδή

Aξ = λξ,

καί ἄν πάροµε τήν συζυγῆ παράσταση τῶν ἀνωτέρω ἔχοµε

Aξ = λ ξ,

τό ὁποῖο σηµαίνει ὅτι καί τό συζυγές τοῦ λ ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή µέ ἀντίστοιχο ἰδιοδιάνυσµα
τό συζυγές τοῦ ξ. Τά ζ καί η εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητα, διότι ἄν αὐτό δέν συνέβαινε,
ϑά ὑπῆρχε διάνυσµα µή µηδενικό ϑ ∈RN καί πραγµατικές σταθερές µ, ν (ὄχι καί οἱ δύο
µηδενικές) ὥστε ζ = µϑ καί η = νϑ. ῾Εποµένως

ξ = ζ + iη = (µ + iν)ϑ,

καί κατά συνέπεια
A(µ + iν)ϑ = Aξ = λξ = λ(µ + iν)ϑ.

῾Απλοποιῶντας τό µ + iν 6= 0 λαµβάνοµε Aϑ = λϑ. Ἄτοπο διότι τό δεξιό µέρος εἶναι πραγ-
µατικό ἐνῶ τό ἀριστερό µή πραγµατικό. Παραλλήλως ἡ διανυσµατική συνάρτηση

ϕ(t) = eλtξ = eα+iβt (ζ + iη)

= eαt(cos βt + i sin βt)
(
ζ + iη

)

=
(
eαt cos βt ζ − eαt sin βt η

)
+ i

(
eαt sin βt ζ + eαt cos βt η

)
,

ἀποτελεῖ λύση τοῦ συστήµατός µας. Στήν πραγµατικότητα, µέ τήν ἀνωτέρω διαδικασία
κατασκευάσαµε δύο γραµµικῶς ἀνεξάρτητες λύσεις. Τόσο τό πραγµατικό µέρος τῆς ϕ

Reϕ(t) =
1
2
(
ϕ(t) +ϕ(t)

)
= eαt cos βt ζ − eαt sin βt η,
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ὅσο καί τό ϕαντασττικό της µέρος

Imϕ(t) =
1
2i

(
ϕ(t)−ϕ(t)

)
= eαt sin βt ζ + eαt cos βt η,

ἀποτελοῦν λύσεις καί µάλιστα γραµµικῶς ἀνεξάρτητες.

Παράδειγµα. ῾Ο πίνακας

A =

(
−1 2
−2 −1

)
,

ἔχει ἰδιοτιµές λ1,2 = −1± 2i καί ἀντιστοίχως ἰδιοδιανύσµατα

ξ1,2 =

(
1
±i

)
.

Ἀκολουθῶντας τήν ἀνωτέρω διαδικασία, λαµβάνοµε τίς λύσεις

ϕ(t) = e−t cos 2t

(
1
0

)
− e−t sin 2t

(
0
1

)
=

(
e−t cos 2t
−e−t sin 2t

)
,

ψ(t) = e−t sin 2t

(
1
0

)
+ e−t cos 2t

(
0
1

)
=

(
e−t sin 2t
e−t cos 2t

)
,

οἱ ὁποῖες ἀντιστοιχοῦν στό πραγµατικό καί µιγαδικό µέρος ἀντιστοίχως. Παρατηροῦµε ὅτι
ὁ πίνακας µέ στῆλες τό ϕ(0) καί ψ(0) εἶναι ὁ µοναδιαῖος καί ὡς ἐκ τούτου ὁ πίνακας µέ
στῆλες τά ϕ(t) καί ψ(t) ἀποτελεῖ τήν ἐκθετική τοῦ A, ἤτοι

et A =

(
e−t cos 2t e−t sin 2t

−e−t sin 2t e−t cos 2t

)

λόγῳ µοναδικότητος. (Τίνος ;)

4.4.3 ᾿Επαναλαµβανόµενες ἰδιοτιµές

᾿Ιδιαίτερο ἐνδιαφέρον παρουσιάζει ἡ περίπτωση κατά τήν ὁποία ὁ πίνακας µας δέν εἶναι
διαγωνιοποιήσιµος, γεγονός τό ὁποῖο, ὅπως ἔχοµε δεῖ, ὀφείλεται στό γεγονός ὅτι ὑπάρχει
ἰδιοτιµή µέ ἀλγεβρική πολλαπλότητα µεγαλύτερη τῆς γεωµετρικῆς.

Παραδείγµατα

(i) ῾Ο πίνακας A =

(
0 −1
1 2

)
ἔχει ὡς µόνη ἰδιοτιµή τό λ = 1, ἀλγεβρικῆς πολλαπλότη-

τος 2 καί ἕνα µόνο γραµµικῶς ἀνεξάρτητο ἰδιοδιάνυσµα τό ξ = (1,−1)T. ῎Ητοι, ἡ
γεωµετρική πολλαπλότης τῆς ἰδιοτιµῆς λ = 1 ἰσοῦται µέ 1 καί συνεπῶς διαφέρει κατά
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ἕνα ἀπό τήν ἀλγεβρική της πολλαπλότητα. ῾Ο πίνακας A ϑά ἔχει ὑποχρεωτικῶς τήν
ἀκόλουθη ἀνάλυση Jordan:

A = U−1

(
1 1
0 1

)
U,

ὅπου U κατάλληλος πίνακας, ἐνῶ

etA = U−1

(
et tet

0 et

)
U = U−1

(
et 0
0 et

)
U + U−1

(
0 tet

0 0

)
U

= etI + tetB,

ὅπου B = U−1

(
0 1
0 0

)
U. Λαµβάνοµε κατ’ ἀρχάς τήν λύση

ϕ(t) = etξ =
(
et,−et)T.

Λόγῳ τῆς µορφῆς τήν ὁποία ἔχει ἡ ἐκθετική τοῦ τεµάχους Jordan ἀναζητοῦµε ὡς
δεύτερη λύση διανυσµατική συνάρτηση τῆς µορφῆς

ψ(t) = etα + tetβ.

῾Η ψ′ = Aψ ἔχει ὡς συνέπεια ὅτι

(A− I)β = 0 καί (A− I)α = β,

ἄρα β ἰδιοδιάνυσµα µέ ἰδιοτιµή λ = 1. Προκύπτει λοιπόν ἡ λύση α = (−1, 0)T,
β = (1,−1)T καί συνεπῶς

ψ =
(−et + tet,−tet)T.

Τό σύνολο {ϕ, ψ} ἀποτελεῖ ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τοῦ συστήµατος x′ = Ax.
(Γιατί ;)

(ii) ῎Εστω ὁ πίνακας

A =




3 −2 1
1 0 1
0 −1 3


.

Τότε pA(λ) = (2−λ)3. ῾Η τριπλή ἰδιοτιµή λ = 2 ἔχει µόνο ἕνα γραµµικῶς ἀνεξάρτητο
ἰδιοδιάνυσµα, τό ξ = (1, 1, 1)T. Συγχρόνως ἔχοµε ὅτι

(A− 2I) η = ξ καί (A− 2I) ϑ = η,
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ὅπου η = (0, 0, 1)T καί ϑ = (−1, 0, 1)T. Συνεπῶς οἱ διανυσµατικές συναρτήσεις

ϕ(t) = e2tξ = e2t




1
1
1


 ,

ψ(t) = te2tξ + e2tη = te2t




1
1
1


 + e2t




0
0
1


 ,

ω(t) =
t2

2
e2tξ + te2tη + e2tϑ =

t2

t
e2t




1
1
1


 + te2t




0
0
1


 + e2t



−1

0
1


 ,

ἀποτελοῦν ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τοῦ συστήµατος x′ = Ax. ῾Ως ἐκ τούτου

etA =
(
ϕ(t) ψ(t) ω(t)

) · (
ϕ(0) ψ(0) ω(0)

)−1

= e2t




1 t −1 +
t2

2

1 t
t2

2

1 1 + t 1 + t +
t2

2



·




0 1 0
1 −2 1

−1 1 0




= e2t




1 + t− t2

2
−2t +

t2

2
t

t− t2

2
1− 2t +

t2

2
t

− t2

2
−t +

t2

2
1




.

4.4.4 Μή ὁµοιογενῆ συστήµατα

Τό πρόβληµα τό ὁποῖο ἀκολουθεῖ ἀποτελεῖ διδιάστατη ἐκδοχή τῶν Προβληµάτων Μείξεως τό
ὁποῖο ἔχοµε δεῖ στό Κεφάλαιο 2.

Προβληµα. ῎Εστω ὅτι δίδονται δύο δοχεῖα A καί B χωρητικότητος 2 lt καί 3 lt ἀντιστοίχως
τά ὁποῖα ἀρχικῶς εἶναι πλήρη καθαροῦ ὕδατος. Στό δοχεῖο A εἰσέρχεται διάλυµα ἅλατος
καί ὕδατος περιεκτικότητος 4gr/lt µέ ϱυθµό 3 lt/min, ἐνῶ στό δοχεῖο B εἰσέρχεται διάλυµα
ἅλατος καί ὕδατος περιεκτικότητος 10gr/lt µέ ϱυθµό ἐπίσης 3 lt/min. ῾Υποθέτοµε ὅτι τά
δύο αὐτά δοχεῖα συνδέονται µέ δύο ἀγωγούς. ᾿Εκ τοῦ πρώτου ἀγωγοῦ ἐξέρχεται ἀπό τό
δοχεῖο A καί εἰσέρχεται στό B διάλυµα µέ ϱυθµό 6 lt/min, ἐνῶ ἐκ τοῦ δευτέρου ἀγωγοῦ
ἐξέρχεται ἀπό τό B καί εἰσέρχεται στό A διάλυµα µέ ϱυθµό 3 lt/min. Τέλος ἀπό τρίτο ἀγωγό
ἐξέρχεται ἀπό τό δοχεῖο B καί καταλήγει σέ ὀχετό διάλυµα µέ ϱυθµό 6 lt/min. ῾Υποθέτοµε
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ὅτι καθ’ ὅλην τήν ἐξέλιξη τῆς ἀνωτέρω διαδικασίας τό διάλυµα εἰς ἕκαστο τῶν δοχείων εἶναι
ὁµοιογενές.

(i) Νά διαπιστωθεῖ ὅτι ὁ συνολικός ὄγκος τοῦ διαλύµατος παραµένει σταθερός εἰς ἕκαστο
τῶν δύο δοχείων.

(ii) Ἄν x καί y εἶναι οἱ περιεκτικότητες σέ ἅλας τῶν δύο δοχείων, νά ϐρεθεῖ ποιό (µή ὁµοιο-
γενές) σύστηµα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων ἱκανοποιεῖται ἀπό τίς περιεκτικότητες
αὐτές καί ποιό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν.

(iii) Νά διαπιστωθεῖ ὅτι τό σύστηµα αὐτό ἔχει κάποια σταθερή λύση (x0, y0). ᾿Επιπροσθέτως
ἄν ϑέσοµε z = x− x0, w = y− y0, νά διαπιστωθεῖ ὅτι τό Ϲεῦγος (z, w) ἱκανοποιεῖ τό
ἀντίστοιχο ὁµοιογενές σύστηµα.

(iv) Νά ϐρεθεῖ ἔκφραση τῶν δύο περιεκτικοτήτων καί νά διαπιστωθεῖ ὅτι ὑπάρχουν ὁριακές
περιεκτικότητες.

Απαντηση. Ἄν x καί y οἱ περιεκτικότητες σέ ἅλας τῶν δύο δοχείων, τότε σέ χρόνο ∆t ἔχοµε
τήν µεταβολή

x(t + ∆t) = x(t) +
(4 gr

lt
·

3 lt

min
− 6 lt

min
· x

2 lt
+

3 lt
min

· y
3 lt

)
·∆t +O(∆t2)

y(t + ∆t) = y(t) +
(10 gr

lt
· 3 lt

min
+

6 lt
min

· x
2 lt

− (3 + 6) lt
min

· y
3 lt

)
·∆t +O(∆t2).

Συνεπῶς τό ἱκανοποιούµενο σύστηµα ἀπό τά x καί y εἶναι




x′ = −6
2

x +
3
3

y + 12

y′ =
6
2

x− 9
3

y + 30,

(.i)

ἤ
x′ = A x + b,

ὅπου

x =

(
x
y

)
, A =

(
−3 1

3 −3

)
b =

(
12
30

)
.

Οἱ δέ ἀρχικές συνθῆκες εἶναι οἱ

x(0) = 0, y(0) = 0.

῾Η σταθερή λύση τοῦ (.i) δέν εἶναι ἄλλη ἀπό τό Ϲεῦγος (x0, y0) τό ὁποῖο µηδενίζει τήν
συνάρτηση ϱοῆς Ax + b, δηλαδή

(
x0

y0

)
= −A−1 b = −1

6

(
−3 −1
−3 −3

)
·
(

12
30

)
=

(
11
21

)
.
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Ἄν ϑέσοµε z = x− x0 καί w = w− y0 τότε εὐκόλως διαπιστοῦται ὅτι
(

z
w

)′
=

((
x
y

)
−

(
x0

y0

))′
=

(
x
y

)′
= A

(
x
y

)
+ b

= A

((
z
w

)
+

(
x0

y0

))
+ b = A

(
z

w

)
+ A

(
x0

y0

)
+ b = A

(
z

w

)
.

῾Η ἀρχική συνθήκη γιά τό (z, w) εἶναι
(

z(0)
w(0)

)
=

(
x(0)
y(0)

)
−

(
x0

y0

)
= −

(
11
21

)
.

῾Εποµένως, ἄν (ζ, ω) λύση τοῦ προβληµατος ἀρχικῶν τιµῶν
(

z
w

)′
= A

(
z

w

)
,

(
z(0)
w(0)

)
= −

(
11
21

)
,

τότε (
ζ(t)
ω(t)

)
= −etA

(
11
21

)
.

῞Οµως A = −3I + S, ὅπου S =

(
0 1
3 0

)
καθώς καί S2n = 3nI καί S2n+1 = 3nS.

Συνεπῶς

etS =
∞

∑
k=0

t2k

2k!
S2k +

∞

∑
k=0

t2k+1

(2k + 1)!
S2k+1 =

∞

∑
k=0

√
3t

2k

2k!
I +

∞

∑
k=0

√
3t

2k+1

(2k + 1)!
S

=




cosh
√

3t
√

3
3

sinh
√

3t
√

3 sinh
√

3t cosh
√

3t.




῾Εποµένως

etA = e−3tI · etS = e−3t




cosh
√

3t
√

3
3

sinh
√

3t
√

3 sinh
√

3t cosh
√

3t


.

Ἄρα τελικῶς, ἄν (ϕ, ψ) ἡ Ϲητούµενη λύση τοῦ (.), τότε
(

ϕ(t)
ψ(t)

)
=

(
ζ(t)

ω(t)

)
+

(
x0

y0

)

= −e−3t




cosh
√

3t
√

3
3

sinh
√

3t
√

3 sinh
√

3t cosh
√

3t







11

21


 +




11

21


 .
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῾Η ἀνωτέρω συνεπάγεται ὅτι

lim
t→∞

(
ϕ(t)
ψ(t)

)
=

(
11
21

)
=

(
ϕ∞

ψ∞

)
.

᾿Ασκήσεις

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν συστηµάτων

(i) x′ =

(
1 −2
3 −4

)
x. (ii) x′ =

(
1 −2

−4 1

)
x.

(iii) x′ =

(
−3

√
2√

2 −2

)
x. (iv) x′ =

(
2 −1

−1 2

)
x.

(v) x′ =

(
2 −1
3 −2

)
x. (vi) x′ =

(
1 1
4 −2

)
x.

.. (Συνέχεια) Πῶς συµπεριφέρονται οἱ λύσεις ἑκάστου τῶν ἀνωτέρω συστηµάτων καθώς t → +∞.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν συστηµάτων

(i) x′ =

(
t t

4t −2t

)
x. (ii) x′ =

(
cos t −2 cos t

3 cos t −4 cos t

)
x.

(iii) x′ =

(
2et −et

−et 2et

)
x. (iv) x′ =

(
2t2 −t2

3t2 −2t2

)
x.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν συστηµάτων

(i) x′ =

(
t sin t

sin t t

)
x. (ii) x′ =

(
t cosh t
0 t

)
x.

(iii) x′ =

(
t3 t
−t t3

)
x. (iv) x′ =

(
t3 t
t t3

)
x.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τοῦ συστήµατος

x′ =




0 1 1
2 0 −1

−3 2 3


 x,

ἀφοῦ διαπιστωθεῖ ὅτι ἔχει τριπλή ἰδιοτιµή.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τοῦ συστήµατος x′ = A(t)x ὅπου

A(t) =




t t2 t3 t4

t4 t t2 t3

t3 t4 t t2

t2 t3 t4 t


.

.. ῎Εστω A ∈RN×N
+ . ∆είξατε ὅτι τό σύστηµα x′ = Ax ἔχει λύση ϕ ἡ ὁποία τείνει στό ἄπειρο καθώς τό t

τείνει στό σύν ἄπειρο.
(
∆ηλαδή, limt→+∞ ‖ϕ(t)‖ = +∞.

)
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.. ῾Υπάρχει τετραγωνικός πίνακας A µέ ϑετικά στοιχεῖα γιά τόν ὁποῖο τό σύστηµα x′ = Ax νά ἔχει λύση ϕ

ἡ ὁποία νά τείνει στό ἄπειρο καθώς τό t τείνει στό πλήν ἄπειρο ; (∆ηλαδή, limt→−∞ ‖ϕ(t)‖ = +∞.)

.. Ἄν A∈RN×N καί Φ ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων τοῦ συστήµατος x′ = Ax τότε δείξατε ὅτι

etA = Φ(t) Φ−1(0).

.. ῎Εστω A = (ak`)N
k,`=1∈RN×N µέ ak ` > 0, γιά κάθε k, ` = 1, . . . , N. ∆είξατε ὅτι τό σύστηµα x′ = Ax

ἔχει λύση ϕ γιά τήν ὁποία ἰσχύει ὅτι
lim

t→+∞
‖ϕ(t)‖ = ∞.

.. ῎Εστω ϕ =
(

ϕ2, . . . , ϕN
)

λύση τοῦ συστήµατος x′ = Ax, ὅπου A = (ak`)N
k,`=1 ∈RN×N καί ak ` ≥ 0,

γιά κάθε k, ` = 1, . . . , N. ῎Εστω ἐπί πλέον ὅτι

lim
t→+∞

ϕ(t) = 0.

᾿Ισχύει ὅτι οἱ συναρτήσεις ϕ1, . . . , ϕN εἶναι γραµµικῶς ἐξαρτηµένες ;

Putnam 1995. Βλέπε [45].

4.5 Περί ἀλληλοκαταδιωκοµένων ἐντόµων∗

᾿Ενδιαφέρουσα ἐφαρµογή τῆς ϑεωρίας τῶν γραµµικῶν συστηµάτων ἀποτελεῖ ἕνα ἀρκετά δη-
µοϕιλές πρόβληµα, τό ὁποῖο ἐµφανίζεται σέ πλεῖστες συλλογές αἰνιγµάτων καί γρίφων Μα-
ϑηµατικῆς Ἀναλύσεως: Τό πρόβληµα τῶν ἀλληλοκαταδιωκοµένων ἐντόµων.

4.5.1 Τό πρόβληµα στήν κλασσική του ἐκδοχή

Προβληµα. Τέσσερεις κατσαρίδες εἶναι τοποθετηµένες στίς κορυφές τετραγώνου. ῾Η πρώτη
καταδιώκει τήν δεύτερη, ἡ δεύτερη τήν τρίτη, ἡ τρίτη τήν τέταρτη καί ἡ τέταρτη τήν πρώτη
µέ τήν ἴδια ταχύτητα. Πόση ἀπόσταση ϑά καλύψουν µέχρι νά συναντηθοῦν ;

Απαντηση. ῎Εστω x = (x1, x2), y = (y1, y2), z = (z1, z2), w = (w1, w2) οἱ ἑκάστοτε
ϑέσεις τῶν τεσσάρων κατσαρίδων. Ἄν ὑποτεθεῖ, χωρίς ϐλάβη τῆς γενικότητος, ὅτι ἀρχικῶς
εὑρίσκονται στά σηµεῖα A = (1, 0), B = (0, 1), Γ = (−1, 0) καί ∆ = (0,−1) τοῦ
ἐπιπέδου καί κινοῦνται µέ ταχύτητα µοναδιαίου µέτρου, τότε τά x, y, z, w ϑά ἱκανοποιοῦν
τό σύστηµα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων

x′ =
y − x

‖y − x‖ , y′ =
z − y

‖z − y‖ , z′ =
w − z

‖w − z‖ , w′ =
x − w

‖x − w‖ , (.i)

ὅπου ‖ · ‖ ἡ Εὐκλείδεια νόρµα. Οἱ ἀρχικές συνθῆκες µας εἶναι οἱ

x(0) = A, y(0) = B, z(0) = Γ, w(0) = ∆. (.ii)
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Τό (.i)–(.ii) ἀποτελεῖ πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν συστήµατος 8×8. Ἄν

U =

(
0 −1
1 0

)
,

ὁ ὀρθογώνιος πίνακας στροφῆς κατά π/2 καί τά διανύσµατα ϕ, ψ, ζ, ω ἀποτελοῦν λύση τοῦ
(.i)–(.ii), τότε καί τά Uω, Uϕ, Uψ, Uζ ϑά ἀποτελοῦν ἐπίσης λύση τοῦ ἰδίου προβλή-
µατος ἀρχικῶν τιµῶν. Λόγῳ µοναδικότητος λύσεων τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
ϑά ἔχοµε :

ψ = Uϕ, ζ = Uψ, ω = Uζ καί ϕ = Uω.

῾Εποµένως οἱ ἐξισώσεις (.i) δύνανται νά καταστοῦν ἀνεξάρτητες µεταξύ τους. Συνεπῶς ἡ
κίνηση τῆς πρώτης κατσαρίδας ϑά περιγράφεται ἀπό τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

x′ =
Ux− x

‖Ux− x‖ , x(0) = A = (1, 0).

῎Εστω ὅτι ἡ ϕ λύση τοῦ (4.5.1) καί ἔστω

α(t) = ‖Uϕ(t)−ϕ(t)‖−1 καί β(t) =
∫ t

0
α(s)ds.

Τότε ἡ λύση ϕ ϑά ἱκανοποιεῖ καί τήν

ϕ′(t) =
1

α(t)
(
Uϕ(t)−ϕ(t)

)
= β′(t)(U − I)ϕ(t),

ὅπου β(t) =
∫ t

0

ds
a(s)

, καί ὡς ἐκ τούτου

ϕ(t) = eβ(t)(U − I)ϕ(0),

ὅπου I ὁ µοναδιαῖος 2× 2 πίνακας. ᾿Ισχύει προφανῶς ὅτι

et(U−I) = etUe−tI =

(
e−t cos t −e−t sin t
e−t sin t e−t cos t

)

καί ὡς ἐκ τούτου
ϕ(t) = e−β(t)(cos β(t), sin β(t)

)
.

᾿Επίσης
(U − I)ϕ(t) = e−β(t)(cos β(t)− sin β(t), cos β(t) + sin β(t)

)

καί συνεπῶς ∥∥(U − I)ϕ(t)
∥∥ =

√
2 e−β(t).
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῞Οµως ἐξ ὑποθέσεως ‖ϕ′(t)‖ = 1 ἄρα

1 =
∥∥ϕ′(t)

∥∥

=
∥∥∥− e−β(t)β′(t)

(
cos β(t), sin β(t)

)
+ e−β(t)β′(t)

(− sin β(t), cos β(t)
)∥∥∥

=
√

2 e−β(t) β′(t).

῾Ολοκληρώνοντας τήν ἀνωτέρω στό [0, t] ἔχοµε

e−β(t) = 1− t√
2

,

διότι β(0) = 0. ῾Οπότε

β(t) = − log
(

1− t√
2

)
.

῾Εποµένως ∥∥ϕ(t)−χ(t)
∥∥ =

∥∥(U − I)ϕ(t)
∥∥ =

√
2e−β(t) =

√
2− t.

Ἄρα ἐν τέλει οἱ κατσαρίδες συναντῶνται µετά ἀπό χρόνο T =
√

2. ῾Εκάστη ἐξ αὐτῶν µέχρι
τότε ϑά ἔχει καλύψει ἀπόσταση

s =
∫ √

2

0
‖x′(t)‖ dt =

√
2.

῎Ητοι, ἑκάστη τῶν κατσαρίδων ϑά ἔχει καλύψει ἀπόσταση ἴση τῆς πλευρᾶς τοῦ τετραγώνου
µέχρι νά συναντηθοῦν ὅλες µαζί στό κέντρο αὐτοῦ. ῾Η ἀνωτέρω διαδικασία µᾶς δίδει καί τόν
τύπο τῆς τροχιᾶς :

ϕ(t) = τ
(
cos(log τ),− sin(log τ)

)
,

ὅπου τ = 1− t/
√

2.

∆ιά τῶν πολικῶν συντεταγµένων

Ἄν τό διδιάστατο διάνυσµα x στό σύστηµα (4.5.1) ϑεωρηθεῖ µιγαδικός ἀριθµός σέ πολική
µορφή z = reiϑ, τότε ϑά ἱκανοποιεῖται τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

z′ =
eiπ/2z− z
|eiπ/2z− z| , z(0) = 1.

῾Ο πίνακας στροφῆς κατά π/2 ἀντικαθίσταται µέ τήν µιγαδική πολλαπλασιαστική σταθερά
eiπ/2 = i. ᾿Επίσης

z′ =
(

reiϑ
)·

= ṙeiϑ + ireiϑϑ̇,

ὅπου ˙ =
d
dt

. ῎Εχοµε

eiπ/2z− z
|eiπ/2z− z| =

(i− 1)reiϑ

|(i− 1)reiϑ| =
(i− 1)reiϑ
√

2 r
=

(i− 1)eiϑ
√

2
.
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Συνεπῶς ἐν τέλει ἡ ἐξίσωσή µας λαµβάνει τήν µορφή:

ṙeiϑ + ireiϑϑ̇ =
(i− 1)eiϑ
√

2
,

ἤ

ṙ + irϑ̇ =
(i− 1)√

2
.

῾Η ἀνωτέρω διαδικασία µᾶς παρέχει τό ἀκόλουθο πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:




ṙ = − 1√
2

, rϑ̇ =
1√
2

r(0) = 1, ϑ(0) = 0,

ἀπ’ ὅπου προκύπτει ἡ µοναδική λύση

r = 1− t√
2

, ϑ = − log
(√

2− t
)
,

γία t µικρότερο τοῦ
√

2.

4.5.2 Περίπτωση κανονικοῦ πολυγώνου

Εὐλόγως προκύπτει τό ἑξῆς ἐρώτηµα:

Προβληµα. Πῶς γενικεύεται τό ἀνωτέρω πρόβληµα ὅταν οἱ κατσαρίδες εἶναι ἀρχικῶς τοπο-
ϑετηµένες στίς κορυφές κανονικοῦ n−γώνου ;

Απαντηση. ῞Οπως καί στήν περίπτωση τοῦ τετραγώνου ἄν τά διανύσµατα x1, x2,. . ., xn περι-
γράφουν τήν ἑκάστοτε ϑέση ἑκάστης τῶν n κατσαρίδων, τότε ἱκανοποιεῖται τό ἀκόλουθο
σύστηµα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων:

x′1 =
x2 − x1

‖x2 − x1‖ , x′2 =
x3 − x2

‖x3 − x2‖ , . . . , x′n =
x1 − xn

‖x1 − xn‖ , (.i)

µέ ἀρχικές συνθῆκες
xi = Ai, i = 1, . . . , n, (.ii)

ὅπου Ai, i = 1, . . . , n οἱ κορυφές κανονικοῦ n−γώνου ἐγγεγραµµένου σέ µοναδιαῖο κύκλο.
Τό (.i)–(.ii) ἀποτελεῖ πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν µή γραµµικοῦ συστήµατος 2n×2n.
῎Εστω Un ὁ πίνακας στροφῆς κατά γωνία ωn = 2π/n:

Un =

(
cos ωn − sin ωn

sin ωn cos ωn

)
.

῞Οπως καί πρίν, χρησιµοποιῶντας τήν µοναδικότητα λύσεων τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν,
λαµβάνοµε ὅτι x2 = Unx1 καί καταλήγοµε στό κάτωθι ἁπλούστερο πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

x′ =
Unx− x

‖Unx− x‖ , x(0) = (1, 0).
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῾Υποθέτοντας ἐκ νέου ὅτι ϕ λύση τοῦ (4.5.2), ϑέτοµε ὅπως καί πρίν

α(t) = ‖Unϕ(t)−ϕ(t)‖−1 καί β(t) =
∫ t

0
α(s) ds.

᾿Επίσης

etUn =

(
et cos ωn cos(t sin ωn) −et cos ωn sin(t sin ωn)
et cos ωn sin(t sin ωn) et cos ωn cos(t sin ωn)

)
,

ἐνῶ
(ξ, Unξ) = cos ωn‖ξ‖2,

καί κατά συνέπεια

ϕ(t) = eβ(t)(Un − I)ϕ(0) = e−β(t)eβ(t)Unϕ(0)

= eβ(t)(cos ωn−1)(cos (β(t) sin ωn) , sin (β(t) sin ωn)
)
.

Τώρα

‖(Un − I)ϕ‖2 = ‖Unϕ‖2 + ‖ϕ‖2 − 2(Unϕ,ϕ) = 2‖ϕ‖2 − 2(Unϕ,ϕ)

= (2− 2 cos ωn)‖Unϕ‖2 = 4 sin2
(π

n

)
|Unϕ|2

καί τέλος
‖(Un − I)ϕ‖ = 2 sin

(π

n

)
‖Unϕ‖ = 2 sin

(π

n

)
eβ(t)(cos ωn−1).

῞Οµως
β′(t) = ‖(Un − I)ϕ(t)‖−1

καί συνεπῶς
2 sin

(π

n

)
eβ(t)(cos 2π

n −1)β′(t) = 1

ἀπ’ ὅπου, ὁλοκληρώνοντας καί ϑέτοντας β(0) = 0, λαµβάνοµε

− 1

sin
(π

n

) eβ(t)(cos ωn−1) = t− 1

sin
(π

n

)

ἤ ἄλλως
eβ(t)(cos ωn−1) = 1− t sin

(π

n

)
,

ἀπ’ ὁπου προκύπτει ὅτι οἱ κατσαρίδες συναντῶνται σέ χρόνο T = 1/ sin
(

π
n

)
ἐνῶ ἔχει

καλυφθεῖ καί ἀπόσταση s = 1/ sin
(

π
n

)
. ῾Ο τύπος τῆς τροχιᾶς δύναται νά ὑπολογισθεῖ κατ’

ἀνάλογο τρόπο.
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4.5.3 ῎Εντοµα στόν τριδιάστατο χῶρο

᾿Ενδιαφέρον εἶναι καί τό πρόβληµα ὅπου οἱ µῦγες, αὐτή τήν ϕορά, εἶναι τοποθετηµένες στίς
κορυφές κανονικοῦ πολυέδρου. ῞Οµως, τό µόνο κανονικό πολύεδρο στό ὁποῖο ἡ ὁµάδα τῶν
µεταθέσεων περιέχει στοιχεῖο τάξεως ἴσης µέ τόν ἀριθµό τῶν κορυφῶν, εἶναι τό κανονικό
τετράεδρο. ῾Ως ἐκ τούτου τριδιάστατη γενίκευση τοῦ προβλήµατος ἔχει ἔννοια µόνο στήν
περίπτωση τοῦ κανονικοῦ τετραέδρου:
Προβληµα. Τέσσερεις µῦγες εἶναι τοποθετηµένες στίς κορυφές κανονικοῦ τετραέδρου. Ἄν
ἡ πρώτη καταδιώκει τήν δεύτερη, ἡ δεύτερη τήν τρίτη, ἡ τρίτη τήν τέταρτη καί ἡ τέταρτη
τήν πρώτη µέ τήν ἴδια ταχύτητα, τότε νά ϐρεθεῖ πόση ἀπόσταση ϑά ἔχουν καλύψει µέχρι νά
συναντηθοῦν.
Απαντηση. ῎Εστω λοιπόν ὅτι τό τετράεδρο εἶναι ἐγγεγραµµένο σέ µοναδιαία σφαῖρα καί ἀρ-
χικῶς (t = 0) οἱ µῦγες ϐρίσκονται στίς κορυφές a, b, c καί d µέ συνιστῶσες

a = (0, 0, 1) ,

b =

(
0,

2
√

2
3

,−1
3

)
,

c =

(√
6

3
,−
√

2
3

,−1
3

)
καί

d =

(
−
√

6
3

,−
√

2
3

,−1
3

)
.

Μιά ἀπό τίς ἰδιότητες τοῦ κανονικοῦ τετραέδρου εἶναι ἡ ὕπαρξη ὀρθογωνίου πίνακα U∈R3×3

ὁ ὁποῖος µεταθέτει τίς κορυφές του:

Ua = b, Ub = c, Uc = d, Ud = a.

Συγκεκριµένα, τά ἀνωτέρω πραγµατοποιοῦνται ἀπό τόν πίνακα

U =




− 1
2

√
3

2 0

−
√

3
6 − 1

6
2
√

2
3

−
√

6
3 −

√
2

3 − 1
3




ὁ ὁποῖος ἐπί πλέον ἱκανοποιεῖ τά ἀκόλουθα:

(i) U4 = I ,
(ii) ῎Εχει χαρακτηριστικό (καί ταυτοχρόνως ἐλάχιστο) πολυώνυµο τό

pU(λ) = −(λ3 + λ2 + λ + 1),

καί ἰδιοτιµές −1, i, −i.
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(iii) Τό ξ =
( 1√

2
,− 1√

6
, 1√

3

)
ἀποτελεῖ ἰδιοδιάνυσµα τῆς ἰδιοτιµῆς λ=−1.

Κατ’ ἀναλογία πρός τήν διδιάστατη περίπτωση ϑά ἔχοµε ὅτι ἡ κίνηση τῶν µυγῶν ϑά περι-
γράφεται ἀπό τό σύστηµα:

x′ =
y − x

‖y − x‖ , y′ =
z − y

‖z − y‖ , z′ =
w − z

‖w − z‖ , w′ =
x − w

‖x − w‖ , (.i)

µέ ἀρχικές συνθῆκες

x(0) = a, y(0) = b, z(0) = c καί w(0) = d (.ii)

Τό (.i)–(.ii) ἀποτελεῖ ἕνα πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν µή γραµµικοῦ 12×12 συστήµατος
συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων. Πάλιν ὅπως καί πρίν, ἄνϕ, χ, ψ, ω λύση τοῦ (.i)–(.ii),
τότε καί ἡ Uω, Uϕ, Uχ, Uψ ἀποτελεῖ ἐπίσης λύση καί ὡς ἐκ τούτου, λόγῳ µοναδικότητος
λύσεων, ϑά ἔχοµε :

χ = Uϕ.

Συνεπῶς ἡ κίνηση τῆς πρώτης κατσαρίδας, ϕ, περιγράφεται ἀπό τήν λύση τοῦ 3×3 προβλή-
µατος ἀρχικῶν τιµῶν:

x′ =
Ux− x

‖Ux− x‖ , x(0) = a.

᾿Εκ νέου ϑέτοµε

α(t) = ‖Uϕ(t)−ϕ(t)‖−1 καί β(t) =
∫ t

0
α(s) ds.

῞Οπως καί πρίν ϑά ἔχοµε
ϕ(t) = eβ(t)(U − I)ϕ(0).

Ἄν ξ µοναδιαῖο ἰδιοδιάνυσµα τῆς ἰδιοτιµῆς λ=−1 καί η µοναδιαῖο ἰδιοδιάνυσµα τῆς λ = i,
τότε ἡ τριάδα {ξ, η, η̄} ϑά ἀποτελεῖ ὀρθοκανονική ϐάση τοῦ C3 καί ϑά ἔχοµε

ϕ(0) = (ϕ(0), ξ)ξ + (ϕ(0), η)η + (ϕ(0), η̄)η̄ =
1√
3
ξ + ση + σ̄η̄,

διότι (
ϕ(0), ξ

)
= (0, 0, 1) ·

(
1√
2

,− 1√
6

,
1√
3

)
=

1√
3

.

᾿Επίσης εὐκόλως ἀποδεικνύεται ὅτι |σ| = 1√
3
. ῾Εποµένως

ϕ(t) =
1√
3

e−2β(t)ξ + e−β(t)
(

σeiβ(t)η + σ̄e−iβ(t)η̄
)

=
1√
3

e−2β(t)ξ +
1√
3

e−β(t)
(

σ

|σ|e
iβ(t)η +

σ̄

|σ̄|e
−iβ(t)η̄

)
,
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καί ὡς ἐκ τούτου

(U − I)ϕ(t) = − 2√
3

e−2β(t)ξ−
√

2√
3

e−β(t)

(
(1− i)σ√

2|σ| eiβ(t)η +
(1 + i)σ̄√

2|σ̄| e−iβ(t)η̄

)
.

Ἄρα ἐν τέλει
‖(U − I)ϕ(t)‖2 =

4
3

e−4β(t) +
4
3

e−2β(t),

καί ἐν τέλει

β′(t) = α(t) =
1

‖(U − I)ϕ(t)‖ =
(

4
3

e−4β(t) +
4
3

e−2β(t)
)− 1

2

.

῾Η συνάρτηση λοιπόν β ϑά ἱκανοποιεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

β′(t) =
√

3
2

e2β

√
1 + e2β

, β(0) = 0.

Οἱ µῦγες ϑά συναντηθοῦν ὅταν ἡ συνάρτηση β = β(t) ἀπειρισθεῖ διότι

β(t) =
1

‖(U − I)ϕ(t)‖ =
1

‖ϕ(t)−ψ(t)‖ .

Ἀναζητοῦµε λοιπόν T∞ ὥστε β(T∞) = +∞. ῎Εχοµε λοιπόν :

β′
(

e−4β(t) + e−2β(t)
) 1

2 =
√

3
2

, β(0) = 0,

ἤ

e−ββ′
(

1 + e−2β(t)
) 1

2 =
√

3
2

, β(0) = 0.

Ἄν ϑέσοµε e−β = γ ἡ ἀνωτέρω καθίσταται

−γ′
(
1 + γ2) 1

2 =
√

3
2

,

µέ συνοριακές συνθῆκες γ(0) = 1 καί γ(T∞) = 0. ῾Υπενθυµίζοµε ὅτι :
∫ √

1 + x2 dx =
1
2

(
log(x +

√
1 + x2) + x

√
1 + x2

)
+ c,

τό ὁποῖο ἔχει ἔννοια γιά κάθε x∈R. Λόγῳ τῶν (4.5.3) καί (4.5.3) ϑά ἔχοµε

1
2

(
log(γ +

√
1 + γ2) + γ

√
1 + γ2

)
= −

√
3

2
t + c.

∆οθέντος ὅµως ὅτι γ(0) = 1, ϑά ἔχοµε ὅτι

c =
1
2

(
log(1 +

√
2) +

√
2
)
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καί ἐν τέλει, ἐπειδή γ(T∞) = 0, λαµβάνοµε ἀπό τήν (4.5.3) ὅτι

T∞ =
1√
3

(
log(1 +

√
2) +

√
2
)

= 1.32535786 . . . .

Κατ’ ἀναλογία πρός τίς δύο διαστάσεις εὐλόγως δυνάµεθα νά διερωτηθοῦµε καί γιά τό ἑξῆς :

Προβληµα. Τέσσερεις κατσαρίδες, οἱ κ1, κ2, κ3 καί κ4, µέ σταθερές ταχύτητες v1, v2, v3 καί
v4, ϐρίσκονται στίς κορυφές (µή κανονικοῦ) τετραέδρου ΑΒΓ∆. Ἄν ἡ κ1 καταδιώκει τήν κ2, ἡ
κ2 τήν κ3, ἡ κ3 τήν κ4 καί ἡ κ4 τήν κ1 τί ϑά συµβεῖ ; ῾Υπό ποιές προϋποθέσεις συναντῶνται
ταυτοχρόνως ;

῾Η περίπτωση πέραν τῶν τεσσάρων ἐντόµων εἶναι δυνατόν νά ἀντιµετωπισθεῖ, ἐφ’ ὅσον ὑπάρχει
ϑετική ἀπάντηση στό ἑξῆς :

Προβληµα. ῾Υπάρχουν σηµεῖα x1, . . . , xn, n>4, στόν R3, τά ὁποῖα νά µήν εἶναι συνεπίπεδα
ὥστε :

‖x2 − x1‖ = ‖x3 − x2‖ = · · · = ‖xn − xn−1‖ = ‖x1 − xn‖,

καί πίνακας U∈Rn×n ὁ ὁποῖος νά τά µεταθέτει

Ux1 = x2, Ux2 = x3, . . . , Uxn = x1 ;

Γενίκευση ϐεβαίως τοῦ ἀνωτέρου ἐρωτήµατος εἶναι εὔλογη καί σέ διαστάσεις ὑψηλότερες τῆς
τρίτης.

᾿Ασκήσεις

.. ῎Εστω ὅτι n περιττός καί ὅτι πάλι ἔχοµε n κατσαρίδες, τίς κ1, . . . , κn, τοποθετηµένες στίς κορυφές κανον-
ικοῦ n−γώνου, ἀλλά ἡ κ1 καταδιώκει τήν κ3, ἡ κ2 τήν κ4 κ.ο.κ.. Τί ϑά συµβεῖ ;

.. (Γενίκευση τοῦ προηγουµένου) ῎Εστω ὅτι m, n∈N καί (m, n) = 1. ῎Εστω ὅτι ἡ κ1 καταδιώκει τήν κm+1,
ἡ κ2 καταδιώκει τήν κm+2 κ.ο.κ.. Τί ϑά συµβεῖ ;

.. Τρεῖς κατσαρίδες, οἱ κ1, κ2 καί κ3, µέ σταθερές ταχύτητες v1, v2, v3, ϐρίσκονται στίς κορυφές τριγώνου
ΑΒΓ. Ἄν ἡ κ1 καταδιώκει τήν κ2, ἡ κ2 τήν κ3 καί ἡ κ3 τήν κ1, τί ϑά συµβεῖ ; ῾Υπό ποιές προϋποθέσεις
συναντῶνται ταυτόχρονα ;

Υποδειξη. Παρατηρῆστε ὅτι ἄν οἱ ταχύτητες εἶναι ἀνάλογες τῶν µηκῶν τῶν πλευρῶν τίς ὁποῖες πρέπει νά
διανύσουν οἱ κατσαρίδες, τότε οἱ ἑκάστοτε ϑέσεις τῶν κατσαρίδων σχηµατίζουν τρίγωνο ὅµοιο τοῦ ἀρχικοῦ
καί ἀντιστρόφως.

.. Ἄν ἀντί στίς κορυφές τετραγώνου, οἱ κατσαρίδες εἶναι τοποθετηµένες ἐπί τῶν κορυφῶν ϱόµβου, τότε
δείξατε ὅτι οἱ κατσαρίδες δέν ϑά συναντηθοῦν ταυτοχρόνως.

.. Νά διαπιστωθεῖ ὅτι στόν κύβο, µέ κέντρο ϐάρους τήν ἀρχή τῶν ἀξόνων, ὑπάρχει ὀρθογώνιος πίνακας U,
ὁ ὁποῖος µεταθέτει ἕξη ἀπό τίς κορυφές του, πλήν δύο ἀντιδιαµετρικῶν καί ὡς ἐκ τούτου δύναται νά
ἀντιµετωπισθεῖ κατάλληλη περίπτωση τοῦ προηγηθέντος προβλήµατος γιά ἕξη σηµεῖα στόν R3.

.. (Συνέχεια) Τί συµβαίνει, κατ’ ἀναλογίαν µέ τό προηγούµενο πρόβληµα, στό κανονικό δωδεκάεδρο ;



 Κεφάλαιο 4. Γραµµικά συστήµατα



Κεφάλαιο 5

Γραµµικές ϐαθµωτές ἐξισώσεις

Στό παρόν κεφάλαιο ϑά ἀσχοληθοῦµε τόσο µέ τήν ϑεωρία ὅσο καί µέ τήν µεθοδολογία
ἐπιλύσεως ϐαθµωτῶν γραµµικῶν συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων n−στῆς τάξεως. Θά µελετή-
σοµε, ὡς ἐπί τό πλεῖστον, γραµµικά προβλήµατα. ῾Η ϑεωρία καθώς καί ἡ µεθοδολογία
ἐπιλύσεως τῶν ἐξισώσεων δευτέρας τάξεως, γραµµικῶν καί µή, δύνανται στίς περισσότερες
τῶν περιπτώσεων, νά γενικευθοῦν στίς ἐξισώσεις n−στῆς τάξεως. Στήν περίπτωση τῶν ϐα-
ϑµωτῶν ἐξισώσεων πρώτης τάξεως, εἴχαµε δεῖ πῶς λύεται τό γραµµικό πρόϐληµα ἀρχικῶν
τιµῶν καί πῶς ἡ λύση του ἐν τέλει λαµβάνει κλειστή µορφή. ∆υσκολίες εἴχαµε στήν ἐπίλυση
τόσο µή γραµµικῶν προβληµάτων ὅσο καί γραµµικῶν συστηµάτων. ῞Οπως ϑά δοῦµε ἐν
συνεχείᾳ, οἱ δυσκολίες στήν ἐπίλυση ϐαθµωτῶν ἐξισώσεων ἀνωτέρας τάξεως ἀρχίζουν ἤδη
ἀπό τίς γραµµικές ἐξισώσεις δευτέρας τάξεως, ὅπου ἄν κάποια ἀπ’ αὐτές ἐπιλύεται, τότε
αὐτό ἀποτελεῖ πράγµατι ἕνα εὐχάριστο ἀτύχηµα. ῾Υπάρχει πλειάδα περιωνύµων γραµµικῶν
ἐξισώσεων. Ἀναφέροµε µερικά χαρακτηριστικά παραδείγµατα:

(i) x′′ + ω2x = 0 Ἁρµονική ταλάντωση.

(ii) (1− t2) x′′ − t x′ + α2x = 0 ᾿Εξίσωση Chebyshev.

(iii) (1− t2)x′′ − 2t x′ + α(α + 1)x = 0 ᾿Εξίσωση Legendre.

(iv) t2x′′ + t x′ + (t2 − ν2)x = 0 ᾿Εξίσωση Bessel.

(v) x′′ − t x = 0 ᾿Εξίσωση Airy.

(vi) x′′ − 2tx′ + λx = 0 ᾿Εξίσωση Hermite.

(vii) tnx(n) + αn−1tn−1x(n−1) + · · ·+ α1t x(1) + α0x = 0 ᾿Εξίσωση Euler.

Chebyshev, Pafnuty Lvovich (1821-1894). Ρῶσσος µαθηµατικός.
Adrien–Marie Legendre (1752–1833). Γάλλος µαθηµατικός.
George Biddell Airy (1801-1892). Ἄγγλος µαθηµατικός.
Charles Hermite (1822–1901). Γάλλος µαθηµατικός.
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5.1 Θεµελιώδη ϑεωρήµατα

῾Η γενικότερη δυνατή µορφή τήν ὁποία δύναται νά ἔχει µιά ϐαθµωτή συνήθης διαφορική
ἐξίσωση n−στῆς τάξεως εἶναι

F
(
t, x(0), . . . , x(n)) = 0,

ἐνῶ ἡ γενικότερη ἐκδοχή ἐξισώσεως ἄµεσης (ἤ λυµένης) µορφῆς γράφεται ὡς :

x(n) = f
(
t, x(0), . . . , x(n−1)).

Τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν διατυποῦται µέ τήν προσθήκη n ἀρχικῶν συνθηκῶν:

x(k−1)(τ) = ξk, k = 1, . . . , n.

Τό δέ ἀνωτέρω πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν, ὅπως ἔχοµε δεῖ, δύναται νά καταστεῖ ἰσοδύναµο
µέ κατάλληλο πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν πρώτης τάξεως συστήµατος n×n γιά τό ὁποῖο ἰσχύει
τό Θεώρηµα ῾Υπάρξεως καί Μοναδικότητος Picard–Lindelöf 3.3.11 καθώς καί τό Θεώρηµα
῾Υπάρξεως Cauchy–Lipschitz 3.4.5. ῎Εχοµε λοιπόν τό κάτωθι ἀποτέλεσµα:

Πρόταση 5.1.1. ῎Εστω f : D → R συνεχής, ὅπου D ⊂ Rn+1 ἀνοικτό, (τ, ξ1, . . . , ξn) ∈ D,
καί ἔστω ὅτι ἡ f ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz τοπικῶς ὡς πρός τήν δεύτερη ἔως καί
n−στή µεταβλητές, ἤτοι, διά κάθε C συµπαγές ὑποσύνολο τοῦ D, ὑπάρχει κ = κC > 0,
τέτοιο ὥστε

| f (t, x)− f (t, y)| ≤ κ‖x− y‖,

γιά κάθε (t, x), (t, y) ∈ C.
(
῾Υπενθυµίζοµε ὅτι χρησιµοποιοῦµε τήν Εὐκλείδεια νόρµα:

‖x‖2 = |x1|2 + · · ·+ |xn|2
)
. Τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν




x(n) = f
(

t, x(0), . . . , x(n−1)),

x(τ) = ξ1, . . . , x(n−1)(τ) = ξn

(.)

ἔχει λύση σέ κλειστό διάστηµα J = [τ − γ, τ + γ], γιά κατάλληλο γ > 0. ῾Η λύση αὐτή
εἶναι µοναδική. ᾿Ιδιαιτέρως, τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) ἀπολαµβάνει καθολικῆς
µοναδικότητος.

Σχεδιαγραµµα Αποδειξεως. Τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) καθίσται ἰσοδύναµο µέ τό
σύστηµα πρώτης τάξεως 




x′1 = x2,
x′2 = x3,

...
x′n−1 = xn,
x′n = f (t, x1, . . . , xn),

(.i)
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µέ ἀρχικές συνθῆκες
xk(τ) = ξk, k = 1, . . . , n. (.ii)

Τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) ἔχει λύση, ἡ ὁποία ἀπολαµβάνει καί τοπικῆς µοναδικό-
τητος λόγῳ τοῦ Θεωρήµατος 3.3.11 στήν σελίδα 147 καί τῆς Προτάσεως 3.3.12 στήν σελίδα
148. 2

Ἀνάλογη πρόταση, πόρισµα τοῦ Θεωρήµατος 3.4.1, δύναται νά διατυπωθεῖ στήν περίπτωση
κατά τήν ὁποία δέν ἔχοµε δεδοµένη τήν ἱκανοποίηση τῆς συνθήκης Lipschitz.

5.1.1 Γραµµικές ἐξισώσεις

῾Η γραµµική ϐαθµωτή ἐξίσωση n−στῆς τάξεως ἐµφανίζεται συνήθως στήν µορφή:

x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x(0) = h(t). (.)

Οἱ συναρτήσεις pi, i = 0, . . . , n−1, ὀνοµάζονται συντελεστές τῆς ἐξισώσεως, ἐνῶ ἡ συνάρ-
τηση h ὀνοµάζεται µή ὁµοιογενής ὅρος. Ἄν h(t) ≡ 0

(
ἀντιστοίχως h(t) 6≡ 0

)
, τότε ἡ (.)

ὀνοµάζεται ὁµοιογενής (ἀντιστοίχως µή ὁµοιογενής). Κατ’ οἰκονοµίαν, ἡ (.) γράφεται καί
ὡς :

Lx = h(t),

ὅπου
L = Dn + pn−1(t)Dn−1 + · · ·+ p0(t) καί D =

d
dt

.

Τό σύµβολο L ἀποτελεῖ ἕνα Γραµµικό Συνήθη ∆ιαφορικό Τελεστή n−στῆς τάξεως. Στήν
γραµµική περίπτωση τό ϑεώρηµα ὑπάρξεως καί µοναδικότητος εἶναι καθολικό. ᾿Ιδιαιτέρως,
στήν περίπτωση τῆς δευτέρας τάξεως διατυποῦται ὡς ἑξῆς :

Πρόταση 5.1.2. ῎Εστω p, q, h : I → R, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα, συνεχεῖς καί τ∈ I. Τότε
τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

{
x′′ + p(t)x′ + q(t)x = h(t),

x(τ) = ξ0, x′(τ) = ξ1,
(.)

ἔχει µοναδική λύση ϕ, ὁρισµένη ἐφ’ ὅλου τοῦ I.

Αποδειξη. Τό (.) εἶναι ἰσοδύναµο µέ τό κάτωθι σύστηµα πρώτης τάξεως :

x′1 = x2,

x′2 = −q(t)x1 − p(t)x2 + h(t),

µέ ἀρχικές συνθῆκες :
x1(τ) = ξ0, x2(τ) = ξ1,
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τό ὁποῖο δύναται νά γραφεῖ καί ὡς πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν :
{

x′ = A(t)x + b(t),

x(τ) = ξ,
(.)

ὅπου x = (x1, x2), ξ = (ξ0, ξ1), b(t) =
(
0, h(t)

)
καί

A(t) =

(
0 1

−q(t) −p(t)

)
.

Τό (.) ἔχει µοναδική καθολικῶς ὁρισµένη λύση, ἤτοι, ὁρισµένη σ’ ὅλο τό ἀνοικτό διάστηµα
I συµφώνως πρός τήν Πρόταση 4.1.1. Ἄν δηλαδή ἡ πινακοσυνάρτηση Φ ἀποτελεῖ τήν
µοναδική καθολικῶς ὁρισµένη λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
X′ = A(t)X,

X(τ) = I ,

τότε ἡ διανυσµατική συνάρτηση

ϕ(t) = Φ(t) ξ + Φ(t)
∫ t

τ
Φ−1(s) b(s) ds (.)

ἀποτελεῖ τήν µοναδική καθολικῶς ὁρισµένη λύση τοῦ (.). Ἄν τώρα ϕ = (ϕ1, ϕ2), τότε ἡ
ϕ1, ἡ ὁποία ὁρίζεται σ’ ὁλο τό I, ϑά ἀποτελεῖ τήν Ϲητούµενη λύση τοῦ (.). 2

Τό ἀνωτέρω ἀποτέλεσµα γενικεύεται γιά γραµµικές ἐξισώσεις n−στῆς τάξεως :

Πρόταση 5.1.3. ῎Εστω p0, . . . , pn−1, q : I → R, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα, συνεχεῖς
συναρτήσεις καί τ ∈ I. Τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:





x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x(0) = h(t),

x(k−1)(τ) = ξk, k = 1, . . . , n,

ἔχει µοναδική λύση ϕ ὁρισµένη σ’ ὅλο τό I.

Αποδειξη. ᾿Επαφίεται στόν ἀναγνώστη.

Παρατήρηση. Αὐτό τό ὁποῖο καθιστᾶ τό ἀποτέλεσµα τῆς Προτάσεως 5.1.3 ἰσχυρότερο εἶναι
ὁ καθολικός ὁρισµός τῆς λύσεως :

῾Η ϕ ὁρίζεται σ’ ὅλο τό I.
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Εἶναι σηµαντικό νά τονισθεῖ ὅτι ἡ Πρόταση 5.1.1 µᾶς ἐξασφαλίζει λύση µόνο τοπικῶς, δηλαδή
σέ µιά, µικρή ἐν γένει, περιοχή τοῦ ἀρχικοῦ χρόνου. ῾Υπάρχουν περιπτώσεις, ὅπως τό µή
γραµµικό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:

{
x′′ = 2t x x′ + x2,

x(0) = 2, x′(0) = 0,

µέ µοναδική λύση τήν
ϕ(t) =

2
1− t2 , t ∈ (−1, 1),

ὅπου παρά τό γεγονός ὅτι ἡ συνάρτηση ϱοῆς

f
(
t, x, x′

)
= 2txx′ + x2,

τῆς συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως, ὁρίζεται καί εἶναι ὁµαλή γιά κάθε t, x, x′∈R, ἡ λύση
δέν δύναται νά ἐπεκταθεῖ πέραν τοῦ διαστήµατος (−1, 1).

᾿Ασκήσεις

.. Νά ἀποδειχθεῖ ἡ Πρόταση 5.1.1, ἡ ὁποία, ὅπως ἔχει ἀναφερθεῖ, ἀποτελεῖ συνέπεια τῆς Προτάσεως 1.5.1
καί τοῦ Θεωρήµατος 3.3.11. ᾿Ιδιαιτέρως, νά ἐκτιµηθεῖ τό µῆκος τοῦ διαστήµατος, στό ὁποῖο ὁρίζεται ἡ
µοναδική λύση.

.. Νά ἀποδειχθεῖ ἡ Πρόταση 5.1.3.

.. Ἀποδείξατε ὡς συνέπεια τῆς Προτάσεως 5.1.2 ὅτι ἄν οἱ συναρτήσεις p, q, h εἶναι k ϕορές συνεχῶς δι-
αφορίσιµες, τότε ἡ µοναδική λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.) εἶναι k + 2 ϕορές συνεχῶς
διαφορίσιµη.

Υποδειξη. Χρησιµοποιήσατε ἐπαγωγή στό k, ἀρχίζοντας ἀπό k = 0.

.. Στά προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν γραµµικῶν ἐξισώσεων τά ὁποῖα ἀκολουθοῦν, νά προσδιορίσετε τό πεδίο
ὁρισµοῦ τῶν λύσεων

(i) (1− t2)x′′ + x = log t, x( 1
2 ) = 1, x′( 1

2 ) = 0,

(ii) x′′ +
√

t x′ + x = t, x(π) = 0, x′(π) = 1,

(iii) t2x′′ + (log t)x′ + (tan t)x = 0, x(e) = 0, x′(e) = 0,

(iv) (t− t2)x′′ + (sin t)x′ + x = 1, x
( 1

2
)

= 0, x′
( 1

2
)

= 0,

(v) (cos t)x′′ + (sin t)x′ + x = 0, x(π) = 1, x(π) = 0,

(vi) (log t) x(3) +
√

1− t2 x = 1, x
( 1

3
)

= x′
( 1

3
)

= x′′
( 1

3
)

= 0.

.. Πόσο ὁµαλές εἶναι οἱ λύσεις τῆς ἐξισώσεως x′′′ + t|t|x = 0 καί σέ ποιό διάστηµα ὁρίζονται ;

.. Ἀφοῦ µέ κατάλληλο τρόπο ἀπαλείψετε τά c1 καί c2 νά προσδιορίσετε τήν ἐξίσωση δευτέρας τάξεως µέ
γενική λύση

x = c1et + c2e−t.
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.. ῎Εστω οἱ διαφορικοί τελεστές L1 = D − g1(t) καί L2 = D − g2(t), ὅπου g1, g2 συνεχῶς διαφορίσιµες
συναρτήσεις ἐπί κάποιου ἀνοικτοῦ διαστήµατος I. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν ἐξισώσεων:

(i) L1L2x = 0.

(ii) L2L1x = 0.

Πότε ἔχουν τίς ἴδιες λύσεις ;

.. Τί σχέση ἔχουν τά p, q µέ τά g1, g2, ἄν

L = D2 + p(t)D + q(t), L1 = D− g1, L1 = D− g1

καί
L = L1L2 ;

.. (Συνέχεια) Νά λυθεῖ µέ τήν µέθοδου τῆς ἀνωτέρω ἀσκήσεως ἡ ἐξίσωση:

x′′ − 5x′ + 6x = 0.

.. Χρησιµοποιῶντας καταλλήλως τήν (.) δεῖξτε ὅτι ὑπάρχουν συναρτήσεις ϕ1, ϕ2 καί πυρήνας K = K(t, s),
ὁρισµένες γιά κάθε s, t στό I, ὥστε ἡ λύση τοῦ πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) νά λαµβάνει τήν µορφή

ϕ(t) = ξ0 ϕ1(t) + ξ1 ϕ2(t) +
∫ t

τ
K(t, s) h(s) ds.

Πόσο ὁµαλές εἶναι οἱ ϕ1, ϕ2 καί K; ᾿Ιδιαιτέρως, ἄν ϑέσοµε

(Kh)(t) =
∫ t

τ
K(t, s) h(s) ds, h ∈ C(I),

τότε ἰσχύει ὅτι
LKh = h.

῎Ητοι : ῾Ο ὁλοκληρωτικός τελεστής K ἀποτελεῖ ἀριστερό ἀντίστροφο τοῦ διαφορικοῦ τελεστοῦ L.

Γιά ποιές συναρτήσεις h ἰσχύει ὅτι
KLh = h ;

.. (Συνέχεια) Νά γενικευθεῖ ἡ προηγούµενη ἄσκηση γιά ἐξισώσεις n−στῆς τάξεως.

.. (Συνέχεια) Νά προσδιορισθεῖ ὁ πυρήνας K σέ καθένα ἀπό τούς ἀκόλουθους διαφορικούς τελεστές :

(i) L = D2 + 1, (ii) L = D2 − 1, (iii) L = D2 + D + 1,
(iv) L = D2 − D + 1, (v) L = D4 − 1, (vi) L = D4 + 1,
(vii) L = D, (viii) L = D + p(t), (ix) L = Dn,
(x) L = (D + 1)n, (xi) L = (D2 − 1)n, (xii) L = (D2 + 1)n,

(xiii) L = ∑n
k=0 Dk, (xiv) L = ∑n

k=0(−1)kDk, (xv) L = ∑n
k=0 D2k.

..∗(Συνέχεια) ῎Εστω L διαφορικός τελεστής τάξεως n καί K = K(t, s) ὁ πυρῆνας αὐτοῦ. Νά ϐρεθεῖ ὁ πυρῆνας

τοῦ Lr, ὅπου r ϑετικός ἀκέραιος.
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5.2 ῾Ο χῶρος τῶν λύσεων

῾Η σηµασία τῆς γραµµικότητος τοῦ συνήθους διαφορικοῦ τελεστοῦ τῆς ἐξισώσεως

Lx = x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t), x(0) = 0, (.)

ὅπου p0, . . . , pn−1∈C(I) καί I ἀνοικτό διάστηµα, ϕαίνεται στό ὅτι :

Ἄν οἱ ϕ1, ϕ2∈Cn(I) καί c1, c2∈R σταθερές, τότε :

L[c1 ϕ1 + c2ϕ2] = c1Lϕ1 + c2Lϕ2.

Ἀπ’ ὅπου προκύπτει ὅτι :

῾Οποτεδήποτε οἱ ϕ1, ϕ2, ἀποτελοῦν λύσεις τῆς (.) ἐπί τοῦ ἀνοικτοῦ διαστήµατος I καί c1,
c2∈R σταθερές, τότε τό ἴδιο ἰσχύει καί γιά τήν

ϕ = c1ϕ1 + c2ϕ2,

ἤ ἰσοδύναµα:

Οἱ λύσεις τῆς (.) ἀποτελοῦν γραµµικό χῶρο.

῞Οπως ϑά προκύψει ἀπό τίς Προτάσεις 5.2.1 καί 5.2.2 ὁ χῶρος τῶν λύσεων τῆς (.) εἶναι
n−διάστατος. Ἄς ϑυµηθοῦµε κατ’ ἀρχάς τί σηµαίνει γραµµική ἀνεξαρτησία.

5.2.1 Γραµµική ἀνεξαρτησία

Κατ’ ἀναλογίαν πρός τίς διανυσµατικές συναρτήσεις ἔχοµε τόν ἀκόλουθο ὁρισµό:

῾Ορισµός 5.2.1. Οἱ συναρτήσεις ϕ1, . . . , ϕn ∈ C(I), καλοῦνται γραµµικῶς ἀνεξάρτητες, ἄν
ὁποτεδήποτε

c1ϕ1(t) + · · ·+ cn ϕn(t) = 0 γιά κάθε t ∈ I,

γιά κάποιες σταθερές c1, . . . , cn ∈ R, τότε

c1 = · · · = cn = 0.

Ἄν οἱ συναρτήσεις ϕ1, . . . , ϕn δέν εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες, τότε αὐτές καλοῦνται γραµ-

µικῶς ἐξηρτηµένες.

Παραδείγµατα

(i) Μιά συνάρτηση ϕ εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητη, ἄν

cϕ ≡ 0 =⇒ c = 0.

᾿Ισοδύναµα : ῾Η ϕ δέν εἶναι ταυτοτικῶς µηδενική.
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(ii) ∆ύο συναρτήσεις ϕ1 καί ϕ2 εἶναι γραµµικῶς ἐξηρτηµένες, ἄν ὑπάρχουν σταθερές c1,
c2, ὄχι καί οἱ δύο µηδέν, ὥστε c1ϕ1 + c2ϕ2 = 0. ᾿Εφ’ ὅσον δέν εἶναι καί δύο µηδέν,
ἔστω γιά παράδειγµα ὅτι c1 6= 0, τότε ϑά ἔχοµε ὅτι :

ϕ1 = − c2

c1
ϕ2.

῎Ητοι : ῾Η µία ϑά εἶναι πολλαπλάσιο τῆς ἄλλης.

(iii) Ἄν a1, . . . , an ∈ R διάφορες ἀνά δύο σταθερές, τότε οἱ συναρτήσεις ea1t, . . . , eant εἶναι
γραµµικῶς ἀνεξάρτητες.

Αποδειξη. Πραγµατοποιεῖται ἐπαγωγικῶς. Γιά n=1 ἡ συνάρτηση ea1t εἶναι µή µηδενική ἄρα γραµµικῶς
ἀνεξάρτητη. ῎Εστω ὅτι ἡ ὑπόθεση ἰσχύει γιά n = k, δηλαδή ὁποτεδήποτε οἱ πραγµατικοί ἀριθµοί a1,
a2, . . . , ak εἶναι διάφοροι ἀνά δύο, τότε οἱ συναρτήσεις ea1t, . . . , eakt εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες. ῎Εστω
τώρα a1, . . . , ak+1 διάφοροι ἀνά δύο πραγµατικοί ἀριθµοί καί κάποιες σταθερές c1, . . . , ck, ck+1 γιά τίς
ὁποῖες ἰσχύει ὅτι

c1ea1t + · · ·+ ckeakt + ck+1eak+1t = 0. (.)

Ἀποµονώνοντας τό ck+1 λαµβάνοµε

ck+1 = −
(

c1e(a1−ak+1)t + · · ·+ cke(ak−ak+1)t
)

.

Ἄν τώρα παραγωγίσοµε τήν ἀνωτέρω ὡς πρός t ἔχοµε

0 = −
(

c1(a1 − ak+1)e(a1−ak+1)t + · · ·+ ck(ak − ak+1)e(ak−ak+1)t
)

,

ὅποτε λόγῳ τῆς ἐπαγωγικῆς µας ὑποθέσεως (n = k) ϑά ἔχοµε

c1(a1 − ak+1) = · · · = ck(ak − ak+1) = 0

καί ἐπειδή οἱ σταθερές ai εἶναι διάφορες ἀνά δύο, τότε

c1 = · · · = ck = 0

καί ὡς ἐκ τούτου ἡ (.) ἐκφυλίζεται στήν

ck+1eak+1t = 0,

πράγµα τό ὁποῖο συµβαίνει µόνο ἄν ck+1 = 0. ὅ.ἔ.δ.

Τά ἀποτελέσµατα τά ὁποῖα ἀκολουθοῦν µας δίδουν ϐα΄ση καί διάσταση τοῦ χώρου τῶν
λύσεων.

Πρόταση 5.2.1. ῎Εστω I ἀνοικτό διάστηµα, τ ∈ I, pj ∈ C(I), j = 0, 1, . . . , n−1, καί
ϕi : I → R ἡ καθολικῶς ὁρισµένη λύση τοῦ προβληµάτος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x(0) = 0,
x(j−1)(τ) = δij, j = 1, . . . , n,

(Ei)

ὅπου i = 1, . . . , n . Ἄν ἡ ψ∈Cn(I) ἀποτελεῖ λύση τῆς (.), τότε

ψ(t) = ψ(0)(τ) ϕ1(t) + · · ·+ ψ(n−1)(τ) ϕn(t),

γιά κάθε t∈ I.
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Αποδειξη. ῎Εστω ζ ἡ συνάρτηση ἡ ὁποία δίδεται ὡς ὁ ἀκόλουθος γραµµικός συνδυασµός
τῶν ϕ1, . . . , ϕn

ζ(t) = ψ(0)(τ) ϕ1(t) + · · ·+ ψ(n−1)(τ) ϕn(t).

Τότε τόσο ἡ ψ ὅσο καί ζ ἀποτελοῦν καθολικῶς ὁρισµένες (δηλαδή ὁρισµένες ἐφ’ ὅλου τοῦ I),
λύσεις τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν:

{
x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x(0) = 0,

x(k−1)(τ) = ϕ(k−1)(τ), k = 1, . . . , n,

καί ἄρα λόγῳ τῆς µοναδικότητος τῶν λύσεων τοῦ ἀνωτέρω

ζ ≡ ψ. ὅ.ἔ.δ.

Παρατήρηση. Εἴδαµε λοιπόν ὅτι οἱ ϕ1, . . . , ϕn, οἱ ὁποῖες ἔχουν ὁρισθεῖ ὡς οἱ λύσεις τῶν
προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν (E1), . . . , (En), ἀντιστοίχως, παράγουν τόν χῶρο τῶν λύσεων τῆς

x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x(0) = 0. (.)

Στήν πραγµατικότητα, ὅπως προκύπτει ἀπό τήν πρόταση ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ, ἀποτελοῦν καί
ϐάση τοῦ χῶρου τῶν λύσεων:

Πρόταση 5.2.2. Οἱ συναρτήσεις ϕ1, . . . , ϕn, οἱ ὁποῖες ὁρίζονται ὡς οἱ λύσεις τῶν προβλη-
µάτων ἀρχικῶν τιµῶν (E1), . . . , (En), ἀποτελοῦν ϐάση τοῦ χώρου τῶν λύσεων τῆς (.).

Αποδειξη. ῎Εχοµε ἤδη δεῖ ὅτι οἱ ϕ1, . . . , ϕn παράγουν ὅλες τίς λύσεις τῆς (.). Ἀρκεῖ
λοιπόν νά δείξοµε ὅτι εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες. ῎Εστω c1, . . . , cn ∈ R σταθερές γιά τίς
ὁποῖες ἰσχύει

c1 ϕ1 + · · ·+ cn ϕn ≡ 0, (.)

σ’ ὅλο τό I. Ἄν παραγωγίσοµε τήν (.) j−1 ϕορές, ὅπου j = 1, . . . , n, καί ϑέσοµε t = τ

λαµβάνοµε:
c1 ϕ

(j−1)
1 (τ) + · · ·+ cn ϕ

(j−1)
n (τ) ≡ 0,

καί λόγῳ τῶν ἀρχικῶν συνθηκῶν τῶν (Ei) ϑά ἔχοµε :

c1δ1j + · · ·+ cnδnj = 0,

ἤ ἰσοδύναµα
cj = 0,

καί αὐτό γιά κάθε j = 1, . . . , n, τό ὁποῖο σηµαίνει ὅτι οἱ ϕ1 . . . , ϕn εἶναι πράγµατι γραµµικῶς
ἀνεξάρτητες. 2
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῾Ορισµός 5.2.2. ῎Εστω p0, . . . , pn−1∈C(I) καί ϕ1, . . . , ϕn ∈ Cn(I). ῾Η n−άδα {ϕ1, . . . , ϕn}
ὀνοµάζεται ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων (ἤ ΘΣΛ) τῆς

x(n) + pn−1(t) x(n−1) + · · ·+ p0(t) x(0) = 0, (.)

ἄν ἀποτελεῖ ϐάση τοῦ χώρου τῶν λύσεων της. ῎Ητοι : Ἄν οἱ ϕ1, . . . , ϕn εἶναι ἀφ’ ἑνός µέν
γραµµικῶς ἀνεξάρτητες καί ἀφ’ ἑτέρου κάθε λύση τῆς (.) γράφεται ὡς γραµµικός συνδυα-
σµός αὐτῶν.

Πόρισµα 5.2.3. Τό σύνολο X τῶν λύσεων τῆς ἐξισώσεως (.) ἀποτελεῖ γραµµικό χῶρο
διαστάσεως n. 2

Προβληµα. Πότε n λύσεις τῆς (.) ἀποτελοῦν ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων ;

῾Η ἀκόλουθη πρόταση µᾶς δίδει ἕναν χαρακτηρισµό:

Πρόταση 5.2.4. ῎Εστω p0, . . . , pn : I → R συνεχεῖς συναρτήσεις, ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα
καί ἔστω ϕ1, . . . , ϕn : I → R λύσεις τῆς

x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x(0) = 0. (.)

Τό σύνολο λύσεων {ϕ1, . . . , ϕn} ἀποτελεῖ ϐάση τοῦ χώρου τῶν λύσεων ἄν καί µόνο ἄν γιά
κάποιο τ ∈ I ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ
(0)
1 (τ) ϕ

(0)
2 (τ) · · · ϕ

(0)
n (τ)

ϕ
(1)
1 (τ) ϕ

(1)
2 (τ) · · · ϕ

(1)
n (τ)

· · · · · · · · · · · ·
ϕ

(n−1)
1 (τ) ϕ

(n−1)
2 (τ) · · · ϕ

(n−1)
n (τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0. (.)

Αποδειξη. Ἀποδεικνύοµε τήν ἀνωτέρω γιά n=2. ῾Η ἀπόδειξη τῆς γενικότερης περιπτώσεως
δύναται νά πραγµατοποιηθεῖ ὁµοίως :

¨=⇒¨ :

῎Εστω ὅτι ἡ ϕ = c1ϕ1 + c2 ϕ2 ἀποτελεῖ τήν γενική λύση τῆς

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0.

Τότε αὐτό συνεπάγεται ὅτι γιά κάθε ξ0, ξ1 στό R, ὑπάρχουν c1, c2 ὥστε ἡ

ψ = c1ϕ1 + c2ϕ2,
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νά ἀποτελεῖ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0, (.i)

x(τ) = ξ0, x′(τ) = ξ1. (.ii)

᾿Ισοδύναµα τό ἀλγεβρικό σύστηµα:
{

c1 ϕ1(τ) + c2ϕ2(τ) = ξ0,
c1 ϕ′1(τ) + c2ϕ′2(τ) = ξ1,

µέ ἀγνώστους τά c1, c2, ϑά εἶχε λύση γιά κάθε ξ0, ξ1∈R. Κάτι τέτοιο συµβαίνει, ἄν καί µόνο
ἄν ὁ πίνακας

W =

(
ϕ1(τ) ϕ2(τ)
ϕ′1(τ) ϕ′2(τ)

)
,

εἶναι ἀντιστρέψιµος ἤ ἰσοδύναµα ἡ ὁρίζουσά του εἶναι µή µηδενική.

¨⇐=¨ :

῎Εστω ϕ : I → R τυχοῦσα λύση τῆς (.i) καί τ ἡ χρονική στιγµή γιά τήν ὁποία ἰσχύει ἡ
(.). Ἄν

ξ0 = ϕ(τ), ξ1 = ϕ′(τ),

τότε ἡ ϕ ἀποτελεῖ τήν µοναδική λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.). Θά δείξοµε ὅτι
ὑπάρχουν c1, c2, ὥστε ἡ συνάρτηση

ψ = c1ϕ1 + c2ϕ2,

νά εἶναι ἐπίσης λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.). Πράγµατι, δεδοµένου ὅτι γιά
κάθε c1, c2 στό R, ἡ ψ = c1 ϕ + c2ϕ ἀποτελεῖ λύση τῆς ἐξισώσεως (.i), ἀρκεῖ νά ϐρεθοῦν
c1, c2 ὥστε νά ἱκανοποιοῦνται ταυτοχρόνως οἱ ἀρχικές συνθῆκες (.ii). ᾿Ισοδύναµα

{
c1ϕ1(τ) + c2ϕ2(τ) = ξ0,

c1ϕ′1(τ) + c2ϕ′2(τ) = ξ1.
(.)

Οἱ ἐξισώσεις (.) ἀποτελοῦν ἀλγεβρικό γραµµικό σύστηµα δύο ἐξισώσεων µέ δύο ἀγνώ-
στους : τίς σταθερές c1, c2. ῾Η ὁρίζουσα τοῦ συστήµατος

∆ =

∣∣∣∣∣
ϕ1(τ) ϕ2(τ)
ϕ′1(τ) ϕ′2(τ)

∣∣∣∣∣ ,

εἶναι, ἐκ τῆς ὑποθέσεως (.), µή µηδενική καί, ὡς ἐκ τούτου, τό σύστηµα (.) ἔχει
µοναδική λύση τό Ϲεῦγος :

c1 =

∣∣∣∣∣
ξ0 ϕ2(τ)
ξ1 ϕ′2(τ)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

ϕ1(τ) ϕ2(τ)
ϕ′1(τ) ϕ′2(τ)

∣∣∣∣∣

, c2 =

∣∣∣∣∣
ϕ1(τ) ξ0

ϕ′1(τ) ξ1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

ϕ1(τ) ϕ2(τ)
ϕ′1(τ) ϕ′2(τ)

∣∣∣∣∣

.
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῾Η ψ = c1ϕ1 + c2ϕ2 λοιπόν ἀποτελεῖ λύση τοῦ (.), ὅπως ἐπίσης καί ἡ προαναφερθεῖσα
τυχοῦσα ϕ. Λόγῳ τῆς µοναδικότητος λύσεων, οἱ δύο λύσεις ταυτίζονται καί ὡς ἐκ τούτου:

ϕ = c1ϕ1 + c2ϕ2,

ὅπερ σηµαίνει ὅτι πράγµατι κάθε λύση τῆς (.i) γράφεται ὡς γραµµικός συνδυασµός τῶν
ϕ1 καί ϕ2. 2

5.2.2 Βρονσκιανή

῾Ορισµός 5.2.3. ῎Εστω ϕ1, . . . , ϕn ∈ Cn(I), ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα. Τότε ἡ ὁρίζουσα:

w
(

ϕ1(t), . . . , ϕn(t)
)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ
(0)
1 (t) · · · ϕ

(0)
n (t)

ϕ
(1)
1 (t) · · · ϕ

(1)
n (t)

...
...

ϕ
(n−1)
1 (t) · · · ϕ

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

ὀνοµάζεται Βρονσκιανή (Wronskian). ῾Η Βρονσκιανή συνήθως συµβολίζεται ὡς w.

Στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία οἱ συναρτήσεις ϕ1, . . . , ϕn ἀποτελοῦν λύσεις τῆς

Lx = x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x(0) = 0,

ἄν ἡ Βρονσκιανή τῶν ϕ1, . . . , ϕn δέ µηδενίζεται γιά κάποιο συγκεκριµένο τ∈ I, τότε δέν ϑά
µηδενίζεται πουθενά στό I. Αὐτό ἐξ αἰτίας τοῦ ὅτι τό προαναφερθέν γραµµικό σύστηµα (.)
δέν ϑά εἶχε ἀπαραιτήτως λύση, σ’ ἕνα πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν µέ ἀρχικό χρόνο τ′ ∈ I, γιά
τό ὁποῖο ἡ Βρονσκιανή ϑά µηδενιζόταν.

Πρόταση 5.2.5. (Abel) ῎Εστω ϕ1 . . . , ϕn λύσεις τῆς

x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x(0) = 0,

στό ἀνοικτό διάστηµα I, στό ὁποῖο εἶναι συνεχεῖς οἱ συντελεστές τῆς ἐξισώσεως, p0, . . . , pn−1.
Τότε ἡ Βρονσκιανή w τῶν ϕ1, . . . , ϕn ἱκανοποιεῖ τήν διαφορική ἐξίσωση:

w′ = −pn−1(t) w,

γνωστή ὡς ἐξίσωση Abel. Κατά συνέπεια γιά κάθε τ, t ∈ I ἰσχύει ὅτι :

w(t) = w(τ) e−
∫ t

τ pn−1(s) ds. (.)

Ἄρα ἄν ἡ Βρονσκιανή δέν µηδενίζεται σέ κάποια συγκεκριµένη χρονική στιγµή τ τοῦ διαστή-
µατος I, τότε δέν µηδενίζεται πουθενά στό διάστηµα I.
 ᾿Οφείλει τό ὄνοµά της στόν Πολωνό µαθηµατικό Jósef Maria Hoëne–Wronski (1776–1853), ὁ ὁποῖος ἔζησε

τό µεγαλύτερο µέρος τῆς Ϲωῆς του στήν Γαλλία.



5.2. ῾Ο χῶρος τῶν λύσεων 

Αποδειξη. Ἀκολουθεῖ ἡ ἀπόδειξη γιά n = 2. ῾Η γενική περίπτωση ἐπαφίεται στόν ἀναγνώ-
στη. ᾿Ισχύει ὅτι

d
dt

w(ϕ1, ϕ2) =
d
dt

∣∣∣∣∣
ϕ1 ϕ2

ϕ′1 ϕ′2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ϕ′1 ϕ′2
ϕ′1 ϕ′2

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
ϕ1 ϕ2

ϕ′′1 ϕ′′2

∣∣∣∣∣ .

῞Οµως ∣∣∣∣∣
ϕ′1 ϕ′2
ϕ′1 ϕ′2

∣∣∣∣∣ = 0,

ἐνῶ, λόγῳ τοῦ ὅτι οἱ ϕ1, ϕ2 ἱκανοποιοῦν τήν (.) ἔχοµε :

ϕ′′1 = −pϕ′1 − qϕ1, ϕ′′2 = −pϕ′2 − qϕ2,

ἄρα
∣∣∣∣∣

ϕ1 ϕ2

ϕ′′1 ϕ′′2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ϕ1 ϕ2

−pϕ′1 − qϕ1 −pϕ′2 − qϕ2

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
ϕ1 ϕ2

−pϕ′1 −pϕ′2

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
ϕ1 ϕ2

−qϕ1 −qϕ2

∣∣∣∣∣

= −p

∣∣∣∣∣
ϕ1 ϕ2

ϕ′1 ϕ′2

∣∣∣∣∣− q

∣∣∣∣∣
ϕ1 ϕ2

ϕ1 ϕ2

∣∣∣∣∣ = −p

∣∣∣∣∣
ϕ1 ϕ2

ϕ′1 ϕ′2

∣∣∣∣∣ .

᾿Εν τέλει λοιπόν
d
dt

w(ϕ1, ϕ2)(t) = −p(t) w(ϕ1, ϕ2)(t),

ἀπ’ ὅπου προκύπτει ἡ (.). ὅ.ἔ.δ.

῎Εχοµε λοιπόν τό ἑξῆς ἀποτέλεσµα:

Πρόταση 5.2.6. ῎Εστω p0, . . . , pn−1 ∈ C(I) καί ϕ1, . . . , ϕn ∈ Cn(I) λύσεις τῆς

x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x(0) = 0. (.)

Τότε τά κάτωθι εἶναι ἰσοδύναµα:

(i) Τό {ϕ1, . . . , ϕn} εἶναι ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων.

(ii) Οἱ ϕ1, . . . , ϕn εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες.

(iii) Οἱ ϕ1, . . . , ϕn παράγουν τό χῶρο λύσεων τῆς (.).

(iv) w(ϕ1, . . . , ϕn)(τ) 6= 0 γιά κάποιο τ∈ I.

(v) w(ϕ1, . . . , ϕn)(t) 6= 0 γιά κάθε t∈ I.
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Αποδειξη. ῾Η ἰσοδυναµία τῶν 1, 2, καί 3 προκύπτει ἀπό τήν ϑεωρία τῆς Γραµµικῆς Ἄλγεβρας.
Συγκεκριµένα, ἐπειδή ἡ διάσταση τοῦ χώρου λύσεων, ὅπως ἔχοµε ἀποδείξει (Πόρισµα 5.2.3),
ἰσοῦται µέ n, τότε n λύσεις ἀποτελοῦν ϐάση ἄν καί µόνο ἄν εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες
ἤ ἰσοδύναµα ἄν παράγουν τό χῶρο. ᾿Επίσης ἰσοδύναµες εἶναι καί οἱ 4 καί 5 λόγῳ τῆς
Προτάσεως 5.2.5. Τέλος οἱ 3 καί 4 εἶναι ἰσοδύναµες λόγῳ τῆς Προτάσεως 5.2.4. ὅ.ἔ.δ.

᾿Ασκήσεις

.. ῎Εστω {ϕ1, . . . , ϕn}, {ψ1, . . . , ψn}, n−άδες λύσεων τῆς

x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x(0) = 0,

στό ἀνοικτό διάστηµα I, τότε ὑπάρχουν σταθερές c1, c2∈R ὄχι καί οἱ δύο µηδενικές, ὥστε :

c1w(ϕ1, . . . , ϕn)(t) + c2w(ψ1, . . . , ψn)(t) = 0.

.. Ἄν οἱ ϑετικές σταθερές a1, a2, . . . , an εἶναι διάφορες ἀνά δύο, τότε δείξατε ὅτι οἱ συναρτήσεις

cos a1t, . . . , cos ant, sin a1t, . . . , sin ant,

εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες.

.. ῎Εστω {ϕ1, ϕ2} ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς (.). Εἶναι δυνατόν οἱ ϕ1, ϕ2 νά µηδενίζονται ταυτο-
χρόνως σέ κάποιο τ∈ I;

.. ῎Εστω ϕ µή ταυτοτικῶς µηδενική λύση τῆς (.) στό ἀνοικτό διάστηµα I καί τ ∈ I. ∆είξατε ὅτι δέν
δύναται ἡ ϕ νά ἔχει διπλή ϱίζα στό τ, δηλαδή:

ϕ(τ) = ϕ′(τ) = 0.

.. ῎Εστω ὅτι I ἀνοικτό διάστηµα καί ἡ συνάρτηση ϕ(t) = t sin t ἀποτελεῖ λύση τῆς

x′′ + p(t)x′ + q(t) = 0.

Εἶναι δυνατόν τό I νά περιέχει τό 0;

.. ΄Αν p, q ∈ C(R), τότε ἡ ϕ(t) = et2 − 1 δέν δύναται νά ἀποτελεῖ λύση τῆς

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0.

.. ∆είξατε ὅτι ἄν τό Ϲεῦγος {ϕ, ψ} ἀποτελεῖ ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς (.) στό I, τότε εἶναι ἀδύνατο οἱ
ϕ καί ψ νά ἔχουν κοινό τοπικό ἀκρότατο.

.. ∆είξατε ὅτι ἄν τό Ϲεῦγος {ϕ, ψ} ἀποτελεῖ ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς (.) στό I, τότε εἶναι ἀδύνατο οἱ
ϕ καί ψ νά ἔχουν κοινό σηµεῖο καµπῆς τ ∈ I στό ὁποῖο τό Ϲεῦγος (p

(
τ), q(τ)

) 6= (0, 0).

.. ∆είξατε ὅτι ἄν {ϕ, ψ} ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς (.) στό I, τότε µεταξύ δύο διαδοχικῶν ϱιζῶν τῆς ϕ

ὑπάρχει µοναδική ϱίζα τῆς ψ.

.. Ἄν τά {ϕ1, ϕ2}, {ψ1, ψ2} ἀποτελοῦν ϑεµελιώδη σύνολα λύσεων τῆς

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0,

τότε ὑπάρχει σταθερός ἀντιστρέψιµος πίνακας A ∈ R2×2 ὥστε :
(

ψ1(t)
ψ2(t)

)
= A

(
ϕ1(t)
ϕ2(t)

)
,

γιά κάθε t στό ὁποῖο εἶναι συνεχεῖς οἱ p καί q.



5.2. ῾Ο χῶρος τῶν λύσεων 

.. ῎Εστω p, q∈C(R). Εἶναι δυνατόν ἡ συνάρτηση ϕ(t) = t3 νά ἀποτελεῖ λύση τῆς ἐξισώσεως

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0,

σ’ ὅλο τό R;

.. Ἄν p0, . . . , pn−1∈C(R) καί ἡ συνάρτηση ϕ(t) = tk ἀποτελεῖ λύση τῆς ἐξισώσεως

x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x = 0,

σ’ ὅλο τό R, τότε δείξατε ὅτι n > k.

.. Νά γενικευθεῖ ἡ προηγούµενη ἄσκηση στήν περίπτωση τῆς ἐξισώσεως n−στῆς τάξεως.

.. ῎Εστω οἱ α1, . . . , αn εἶναι διακεκριµένοι πραγµατικοί ἀριθµοί καί p1(t), . . . , pn(t) πολυώνυµα. ∆εῖξτε ὅτι

p1(t)eα1t + · · ·+ pn(t)eαnt ≡ 0

ἄν καί µόνον ἄν
p1 ≡ p2 ≡ . . . ≡ pn ≡ 0.

.. ῎Εστω ϕ1, . . . , ϕn ∈ Cn(I), ὅπου I ⊂ R ἀνοικτό διάστηµα. Ἄν δίδεται ἐπί πλέον ὅτι

w
(

ϕ1(t), . . . , ϕn(t)
) 6= 0,

γιά κάθε t ∈ I, τότε ἰσχύει ἡ ἰσοδυναµία:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1 ϕ2 · · · ϕn x
ϕ′1 ϕ′2 · · · ϕ′n x′
...

...
...

...
ϕ

(n)
1 ϕ

(n)
2 · · · ϕ

(n)
n x(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

ἄν καί µόνο ἄν
x = c1 ϕ1 + · · ·+ cn ϕn.

.. Νά κατασκευασθεῖ γραµµική ἐξίσωση δευτέρας τάξεως ἡ ὁποία ἔχει ὡς ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τό
{sin t, sin 2t}.

.. ∆είξατε ὅτι οἱ συναρτήσεις :
ϕijk = tni erjt cos ωkt, i, j, k ∈ N,

εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες δεδοµένου ὅτι τά στοιχεῖα ἑκάστης τῶν ἀκολουθιῶν {ni}i∈N, {rj}j∈N καί
{ωk}k∈N εἶναι διάφορα ἀνά δύο.

.. ∆ίδεται ἡ n−στῆς τάξεως ϐαθµωτή γραµµική συνήθης διαφορική ἐξίσωση µέ σταθερούς συντελεστές :

αnx(n) + · · ·+ α0x = 0, αn 6= 0 (.)

καί τό χαρακτηριστικό της πολυώνυµο

p(ζ) = αnζn + · · ·+ α0.

∆είξατε ὅτι :
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(i) Ἄν r πραγµατική ϱίζα τοῦ p πολλαπλότητος µ, τότε οἱ συναρτήσεις :

ert, tert, . . . , tµ−1ert,

αποτελοῦν λύσεις τῆς (.).

(ii) Ἄν ἡ ξ + iη ἀποτελεῖ µιγαδική ϱίζα τοῦ p πολλαπλότητος µ, τότε οἱ συναρτήσεις :

tνeξt cos ηt, tνeξt sin ηt, ν = 0, . . . , µ− 1,

ἀποτελοῦν λύσεις τῆς (.).

.. ῎Εστω Ξ = (ξk`)n
k,`=1 ∈Rn×n, I ἀνοικτό διάστηµα, τ ∈ I καί p0, . . . , pn−1 ∈ C(I). ῾Ορίζοµε ὡς ϕk τήν

λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{ Lx = x(n) + pn−1(t)x(n−1) + · · ·+ p0(t)x = 0,

x(`−1)(τ) = ξk`, ` = 1, . . . , n,
(Ek)

ὅπου k = 1, . . . , n. ∆είξατε ὅτι οἱ συναρτήσεις ϕ1, . . . , ϕn ἀποτελοῦν ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς

ἐξισώσεως Lx = 0 ἄν καί µόνον ἄν ὁ πίνακας Ξ εἶναι ἀντιστρέψιµος.

5.3 ᾿Εξισώσεις µέ σταθερούς συντελεστές

᾿Εξισώσεις µέ σταθερούς συντελεστές εἶναι οἱ γραµµικές ἐξισώσεις τῆς µορφῆς

αnx(n) + αn−1x(n−1) + · · ·+ α0x(0) = 0, (.)

ὅπου α1, . . . , αn σταθερές καί αn 6= 0, ἤ ἁπλούστερα

Lx = 0,

ὅπου
L = αnDn + · · ·+ α1D + α0,

καί D = d/dt. ῾Η πρώτη παρατήρηση σχετικά µέ τίς ἀνωτέρω ἐξισώσεις εἶναι ὅτι ἀφήνουν
τίς ἐκθετικές συναρτήσεις σχεδόν ἀναλλοίωτες. Πράγµατι

L (
ert) = αn

dn

dtn ert + · · ·+ α1
d
dt

ert + α0ert

= αnrnert + · · ·+ α1rert + α0ert

=
(
αnrn + · · ·+ α1r + α0

)
ert = pL(r)ert,

ὅπου
pL(ζ) = αnζn + · · ·+ α1ζ + α0.

Τό ἀνωτέρω πολυώνυµο εἶναι τό γνωστό ὡς χαρακτηριστικό πολυώνυµο τῆς (.). ῎Εχοµε
λοιπόν ἤδη τό πρῶτο συµπέρασµα:



5.3. ᾿Εξισώσεις µέ σταθερούς συντελεστές 

Πρόταση 5.3.1. ῾Η συνάρτηση ert ἀποτελεῖ λύση τῆς (.) ἄν καί µόνον ἄν ἡ τιµή r ἀποτελεῖ
ϱίζα τοῦ χαρακτηριστικοῦ της πολυωνύµου. 2

᾿Ιδιαιτέρως στήν περίπτωση ὅπου L = αD2 + βD + γ, ἄν οἱ πραγµατικοί r1 6= r2 ἀποτελοῦν
καί οἱ δύο ϱίζες τοῦ χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου pL(ζ) = αζ2 + βζ + γ, τότε τό {er1t, er2t}
ἀποτελεῖ ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς Lx = 0. Βλέπε Παράδειγµα (iii), στήν σελίδα
224. ῾Η ἀνωτέρω πρόταση δέν µᾶς παρέχει καµµία πληροφορία γιά τήν περίπτωση κατά
τήν ὁποία οἱ ϱίζες τοῦ χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου εἶναι ἴσες µεταξύ τους ἤ µιγαδικές.
Συνολική εἰκόνα τοῦ τί ἀκριβῶς συµβαίνει σ’ ὅλες τίς περιπτώσεις τῆς ἐξισώσεως δευτέρας
τάξεως µᾶς παραχωρεῖ ἡ κάτωθι πρόταση:

Πρόταση 5.3.2. ῎Εστω ∆ = β2 − 4αγ ἡ διακρίνουσα τοῦ χαρακτηϱιστικοῦ πολυωνύµου
τῆς ἐξισώσεως

αx′′ + βx′ + γx = 0. (.)

Τότε ἡ γενική τῆς λύση ϕ, δύναται νά ἔχει µιά ἀπό τίς κάτωθι µορφές :

(i) Ἄν ∆ > 0 καί r1, r2 οἱ ἄνισες πραγµατικές ϱίζες τοῦ χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου,
τότε :

ϕ(t) = c1er1t + c2er2t.

(ii) Ἄν ∆ = 0 καί r ἡ διπλή πραγµατική ϱίζα τοῦ χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου, τότε :

ϕ(t) = (c1t + c2)ert.

(iii) ᾿Ενῶ, τέλος, ἄν ∆ < 0 καί λ ± iµ οἱ συζυγεῖς µιγαδικές ϱίζες τοῦ χαρακτηϱιστικοῦ
πολυωνύµου, τότε :

ϕ(t) = eλt(c1 cos(µt) + c2 sin(µt)
)
.

Αποδειξη. Σέ κάθε µία ἀπό τίς τρεῖς περιπτώσεις ἀνωτέρω ἔχοµε ἔκφραση τῆς γενικῆς
λύσεως τῆς µορφῆς

ϕ(t) = c1ϕ1(t) + c2 ϕ2(t), t ∈ R.

∆εδοµένου ὅτι τό σύνολο τῶν λύσεων τῆς (.) ἀποτελεῖ γραµµικό χῶρο διαστάσεως 2, γιά νά
ἀποδείξοµε ὅτι ἑκάστη τῶν ἀνωτέρω ἐκφράσεων ἀποτελεῖ τήν γενική λύση, ἀρκεῖ νά δείξοµε,
σέ κάθε µία ἀπό τίς περιπτώσεις (i), (ii) καί (iii), τά ἑξῆς :

(a) ῾Εκάστη τῶν ϕ1, ϕ2 εἶναι πράγµατι λύση καί

(b) Οἱ συναρτήσεις ϕ1 καί ϕ2 εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες, ἤ ἰσοδύναµα

w(ϕ1, ϕ2)(t) 6= 0.

σ’ ὅλο τό R, ὅπου w ἡ ϐρονσκιανή τῶν ϕ1, ϕ2.
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῾Η ἐξακρίβωση τῶν (a) καί (b) ἐπαφίεται στόν ἀναγνώστη. 2

Σηµειωση. ῾Η ἀνωτέρω ἀπόδειξη δύναται νά χαρακτηρισθεῖ ὡς ἀνορθόδοξη. Συχνότατα στήν ϐιβλιογραφία τῶν
Συνήθων ∆ιαφορικῶν ᾿Εξισώσεων ἀκολουθεῖται κάποια διαδικασία, ἡ ὁποία ξεκινᾶ ἀπό τήν διαφορική ἐξίσωση
καί καταλήγει µέ ἰσοδυναµίες στήν γενική της λύση. ᾿Ιδιαιτέρως στήν περίπτωση (i), ὅπου ∆ > 0 καί

r1 + r2 = − β

α
, r1r2 =

γ

α
,

ἔχοµε :

αx′′ + βx′ + γx = 0 ⇐⇒ x′′ − (r1 + r2)x′ + r1r2x = 0

⇐⇒ (
x′ − r2x

)′ − r1
(

x′ − r2x
)

= 0

⇐⇒ x′ − r2x = c er1t

⇐⇒ e−r2t (x′ − r2x
)

= c e(r1−r2)t

⇐⇒ (
e−r2t x

)′ = c e(r1−r2)t

⇐⇒ e−r2tx = c
e(r1−r2)t

r1 − r2
+ c2

⇐⇒ x = c1er1t + c2er2t.

Παροµοίως στήν περίπτωση (ii), ὅπου ∆ = 0 καί r = − β

2α
, r2 =

γ

α
ἔχοµε :

αx′′ + βx′ + γx = 0 ⇐⇒ x′′ − 2rx′ + r2x = 0

⇐⇒ (
x′ − rx

)′ − r
(

x′ − rx
)

= 0

⇐⇒ x′ − rx = c ert

⇐⇒ e−rt (x′ − rx
)

= c1

⇐⇒ (
e−rt x

)′ = c1

⇐⇒ e−rt x = c1t + c2

⇐⇒ x = (c1t + c2) ert.

Τέλος, στήν περίπτωση (iii) τά πράγµατα περιπλέκονται. ᾿Εάν ἐθεωρεῖτο δεδοµένη ἡ γνώση τῆς ἐκθετικῆς µι-
γαδικῶν, ezt, z ∈ C, καί τῶν ἰδιοτήτων της, τότε µέ παρόµοια διαδικασία ϑά καταλήγαµε στήν γενική λύση. Στό
ἴδιο ἀποτέλεσµα ὅµως δυνάµεθα νά καταλήξοµε καί ἀποφεύγοντας τήν χρήση τῶν µιγαδικῶν. Ἄς παρατηρήσοµε,
µελετῶντας προσεκτικῶς τήν διαδικασία τήν ὁποία ἀκολουθήσαµε στίς περιπτώσεις (i) καί (ii), ὅτι καταλήξαµε
στήν γενική λύση ἀφοῦ προηγουµένως παραγοντοποιήσαµε τόν διαφορικό τελεστή:

L = αD2 + βD + γ

= α(D− r1)(D− r2) ἤ α(D− r)2,

ὅπου D = d/dt. Εἶναι ἄραγε δυνατόν νά ἐπιτευχθεῖ τό ἴδιο στήν περίπτωση (iii); Συγκεκριµένα: ῾Υπάρχουν

συναρτήσεις g, h ὥστε

αD2 + βD + γ = α
(

D− g(t)
)(

D− h(t)
)
;

Τό ὁποῖο σηµαίνει ὅτι :

(D− g)(D− h)x = (D− g)
(

x′ − hx
)

=
(

x′ − hx
)′ − g

(
x′ − hx

)

= x′′ − (g + h)x′ +
(

gh− h′
)

x.
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Ἄρα ϑά εἴχαµε :
D2 − (g + h)D + (−h′ + gh) = D2 +

β

α
D +

γ

α
,

ἤ ἰσοδύναµα
g + h = − β

α
καί − h′ + gh =

γ

α
.

Τό ἀνωτέρω σύστηµα µετά τήν ἀντικατάσταση

g = − β

α
− h,

στήν δεύτερη ἐξίσωση καταλήγει στήν ϐαθµωτήν συνήθη διαφορική ἐξίσωση πρώτης τάξεως

h′ = −
(

h2 +
β

α
h +

γ

α

)
, (.)

τῆς ὁποίας δέν ἀναζητοῦµε τήν γενική λύση ἀλλά κάποια λύση h. Σηµειωτέον ὅτι στίς περιπτώσεις (i) καί (ii) µιά
τέτοια λύση εἶναι ἡ σταθερά (π.χ. h = r1, r2 ἤ r), ἐνῶ στήν περίπτωση (iii) καµµιά πραγµατική σταθερά δέν
δύναται νά ἀποτελέσει λύση διότι

h2 +
β

α
h +

γ

α
=

(
h +

β

2α

)2
+

4αγ− β2

4α2 ≥ 4αγ− β2

4α2 > 0.

῾Η γενική λύση τῆς (.), ἡ ὁποία ἐπιλύεται ὡς ἐξίσωση χωριζοµένων µεταβλητῶν, εἶναι ἡ

h = − β

2α
−

√
4αγ− β2

2α
tan

(√
4αγ− β2

2α
(t + c)

)
.

᾿Επιλέγοµε τήν h γιά c = 0, ὁπότε ἡ g ϑά ἰσοῦται πρός

g = − β

2α
+

√
4αγ− β2

2α
tan

(√
4αγ− β2

2α
t
)

.

ἤ ἁπλούστερα
g = ξ + η tan(ηt) καί h = ξ − η tan(ηt),

ὅπου

ξ = − β

2α
καί η =

√
4αγ− β2

2α
6= 0.

Ἄρα, ὁ τελεστής L πράγµατι παραγοντοποιεῖται καί ἔχοµε τίς ἀκόλουθες ἰσοδυναµίες ὅπου οἱ σταθερές διατηροῦν
τά ἴδια σύµβολα ὄχι ὅµως ἀπαραιτήτως καί τίς ἴδιες τιµές. ῎Εστω τ ∈ I. ἔχοµε λοιπόν :

Lx = 0 ⇐⇒ (D− g)
(
(D− h)x

)
= 0

⇐⇒ (D− h)x = c e
∫ t

τ
g(s) ds

⇐⇒ e−
∫ t

τ
h(s) ds(x′ − h(t)x

)
= c e

∫ t
τ (g(s)−h(s)) ds

⇐⇒ (
e−

∫ t
τ

h(s) dsx
)′ = c e2η

∫ t
τ

tan(ηs) ds.

῞Οµως
e2η

∫ t
τ

tan(ηs) ds = ce−2 log | cos(ηt)| = c sec2(ηt).

Συνεπῶς οἱ ἀνωτέρω ἰσοδυναµίες συνεχίζονται ὡς ἐξῆς :

⇐⇒ e−
∫ t

τ

(
ξ−η tan(ηs)

)
dsx = c1

∫ t

τ
sec2(ηs) ds + c2

⇐⇒ x = eξt+log | cos(ηt)| (c1 tan(ηt) + c2)

⇐⇒ x = eξt cos(ηt)
(
c1 tan(ηt) + c2

)

⇐⇒ x = eξt (c1 sin(ηt) + c2 cos(ηt)
)
,
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ἡ ὁποία καί εἶναι ἡ ἀναµενόµενη µορφή.

῾Η Πρόταση 5.3.2 γενικεύεται ὡς ἑξῆς :

Πρόταση 5.3.3. (Euler (1743) [15]) ῎Εστω α0, . . . , αn πραγµατικές σταθερές καί αn 6= 0
καί L ὁ γραµµικός διαφορικός τελεστής

L = αnDn + · · ·+ α1D + α0,

ὅπου D = d/dt ἐνῶ
p(ζ) = αnζn + · · ·+ α1ζ + α0,

τό χαρακτηριστικό πολυώνυµο τοῦ τελεστοῦ. Ἄν τό p(ζ) ἔχει ὡς ϱίζες :

(i) Πραγµατικές r1, . . . , rk µέ πολλαπλότητες µ1, . . . , µk ἀντιστοίχως καί

(ii) Μιγαδικές a1 ± ib1, . . . , aλ ± ibλ µέ πολλαπλότητες µk+1, . . . , µk+λ ἀντιστοίχως, ὅπου

µ1 + · · ·+ µk + 2(µk+1 + · · ·+ µk+λ) = n.

Τότε ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως Lx = 0

αnx(n) + · · ·+ α1x(1) + α0x(0) = 0,

εἶναι ἡ

ϕ(t) =
k

∑
$=1

p$(t)er$t +
λ

∑
σ=1

eaσt(q1,σ(t) cos β$t + q2,σ(t) sin β$t
)
,

ὅπου p$ πολυώνυµα ϐαθµοῦ τό πολύ µ$ − 1, ἐνῶ q1,σ, q2,σ πολυώνυµα ϐαθµοῦ τό πολύ
µk+σ − 1. 2

Παραδείγµατα

(i) ῎Εστω ἡ ἐξίσωση
x(4) − 2x(2) + x = 0,

τότε τά χαρακτηριστικό της πολυώνυµο εἶναι τό

p(ζ) = ζ4 − 2ζ2 + 1

µέ ϱίζες τίς λ = ±1 ἑκάστη πολλαπλότητος 2. Συνεπῶς ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως
ϑά εἶναι, ϐάσει τῆς προτάσεως ἡ

ϕ(t) = (c1t + c2)et + (c3t + c4)e−t.
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(ii) ῎Εστω τώρα ἡ ἐξίσωση:
n

∑
k=0

(
n
k

)
αn−kx(k) = 0.

Τό χαρακτηριστικό της πολυώνυµο εἶναι

p(ζ) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
αn−kζk = (ζ + α)n,

τό ὁποῖο ἔχει ὡς ϱίζα µόνο τήν λ=−α µέ πολλαπλότητα n. ῾Ως ἐκ τούτου ἡ γενική της
λύση τήν

x =
(
c1 + c2t + · · ·+ cntn−1)eαt.

Φυσική ἐφαρµογή. Τµῆµα µήκους h ὁµοιογενοῦς ἁλυσῖδος µήκους `, ἡ ὁποία εἶναι
τοποθετηµένη ἐπάνω σέ τραπέζι, κρέµµεται ἀπό τό ἄκρο τοῦ τραπεζιοῦ καί ὑπό τήν ἐπίδραση
τῆς ϐαρύτητος ἀρχίζει τήν πτώση πρός τό πάτωµα. Ἄν ὑποθέσοµε ὅτι ἡ τριβή κυλίσεως
τῆς ἁλυσῖδος στό τραπέζι εἶναι µηδενική, ὑπολογίστε τόν χρόνο ὁ ὁποῖος ἀπαιτεῖται γιά νά
ἐγκαταλείψει ἡ ἁλυσίς τό τραπέζι.

Επιλυση. ῎Εστω ὅτι κατά τήν χρονική στιγµή t τό µῆκος τῆς ἁλυσῖδος τό ὁποῖο ἔχει ἤδη
ἐγκαταλείψει τό τραπέζι εἶναι x = x(t) ἐνῶ κινεῖται µέ ταχύτητα v(t) = x′(t). ῾Η διαφορική
ἐξίσωση ἡ ὁποία περιγράφει τήν κίνηση τῆς ἁλυσῖδος προκύπτει ἀπό τόν ∆εύτερο Νόµο τοῦ
Νεύτωνα:

d
dt

(
m v(t)

)
= F(t). (.)

῎Ητοι : ῾Ο ϱυθµός µεταβολῆς τῆς ὁρµῆς σώµατος ἰσοῦται µέ τήν δύναµη ἡ ὁποία ἀσκεῖται ἐπ’
αὐτοῦ. Στήν συγκεκριµένη περίπτωση ἡ ἀσκούµενη δύναµη F(t) ἀποτελεῖ τό γινόµενο τῆς
µάζας τοῦ τµήµατος τῆς ἁλυσῖδος τό ὁποῖο ἔχει ἐγκαταλείψει τό τραπέζι ἐπί τῆς ἐπιταχύνσεως
τῆς ϐαρύτητος g, δηλαδή

F(t) = m(t) g.

᾿Ιδιαιτέρως, ἡ µάζα τοῦ τµήµατος τό ὁποῖο ἔχει ἐγκαταλείψει τό τραπέζι ἰσοῦται µέ

m(t) = m
x(t)
`

,

λόγῳ τῆς ὑποτεθείσης ὁµοιογενείας τῆς ἁλυσῖδος. ῾Η (.) γράφεται ὡς

m v′(t) = m
x(t)
`

g,

ἤ ἁπλούστερα
x′′(t) =

g
`

x(t),
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τῆς ὁποίας ἡ γενική λύση εἶναι ἡ

ϕ(t) = c1 exp
(√

g
`

t
)

+ c2 exp
(
−

√
g
`

t
)

. (.)

Οἱ ἀρχικές συνθῆκες τοῦ προβλήµατος εἶναι

x(0) = h καί x′(0) = 0,

οἱ ὁποῖες ὅταν ἐνσωµατωθοῦν στήν (.) λαµβάνοµε γιά τούς συντελεστές c1, c2 τό σύστηµα

x(0) = c1 + c2 = h καί x′(0) = c1 − c2 = 0,

ἀπ’ ὅπου προκύπτει ὅτι c1 = c2 =
h
2

καί

ϕ(t) =
h
2

(
exp

(√
g
`

t
)

+ exp
(
−

√
g
`

t
))

= h cosh
(√

g
`

t
)

.

Τέλος, ἄν T ὁ χρόνος ὁ ὁποῖος ἀπαιτεῖται γιά νά ἐγκαταλείψει ἡ ἁλυσίς τό τραπέζι, τότε

` = ϕ(T) = h cosh
(√

g
`

T
)

,

ὁπότε

T =

√
`

g
cosh−1

(
`

h

)
.

5.3.1 ᾿Εξισώσεις Euler

᾿Ονοµάζονται οἱ γραµµικές ἐξισώσεις τῆς µορφῆς

αntnx(n) + αn−1tn−1x(n−1) + · · ·+ α0x(0) = 0,

ὅπου α0, α1, . . . , αn πραγµατικές σταθερές καί αn 6= 0. ᾿Ιδιαιτέρως, στήν περίπτωση τῆς
δευτέρας τάξεως λαµβάνουν τήν µορφή

αt2x′′ + βt x′ + γ x = 0, (.)

ὅπου α, β, γ πραγµατικές σταθερές, α 6= 0. Οἱ ἀνωτέρω ἐξισώσεις ἔχουν ὡς πεδίο ὁρισµοῦ
τῶν λύσεων τους τό R− ἤ τό R+. Οἱ ἐξισώσεις Euler µ’ ἕνα ἁπλούστατο µετασχηµατισµό
ἀνάγονται στίς γραµµικές µέ σταθερούς συντελεστές. Συγκεκριµένα ἄν ϑέσοµε

x(t) =

{
z(log t) ἄν t > 0,

z
(
log(−t)

)
ἄν t < 0,
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τότε γιά t > 0 (καί παροµοίως γιά t < 0) ϑά ἔχοµε :

x′(t) =
dz(log t)

dt

= z′(log t)
d log t

dt
=

z′(log t)
t

,

καί

x′′(t) =
d
dt

x′(t) =
d
dt

(
z′(log t)

t

)

=
1
t

(
z′′(log t)

t

)
− 1

t2 z′(log t)

=
z′′(log t)− z′(log t)

t2
,

καί τελικῶς

αt2x′′ + βt x′ + γx = αt2 z′′(log t)− z′(log t)
t2 + βt

z′(log t)
t

+ γz(log t)

= α z′′(log t) + (β− α)z′(log t) + γ z(log t).

῎Εχοµε ἐν τέλει ὅτι ἡ (.) εἶναι ἰσοδύναµη µέ τήν

α z′′(log t) + (β− α)z′(log t) + γ z(log t) = 0,

τήν ὁποία γνωρίζοµε πῶς νά ἀντιµετωπίσοµε. ῾Η ἀνωτέρω διαδικασία δύναται πολύ ἁπλά νά
γενικευθεῖ στήν περίπτωση τῆς ἐξισώσεως n−στῆς τάξεως, ἀλλά καί ἀκόµη γενικότερα τῆς
ἐξισώσεως:

αn(t− t0)nx(n) + αn−1(t− t0)n−1x(n−1) + · · ·+ α0x = 0,

ὅπου ὁ ἀντίστοιχος µετασχηµατισµός ϑά εἶναι ὁ

x(t) =

{
z
(
log(t− t0)

)
ἄν t > t0,

z
(
log(t0 − t)

)
ἄν t < t0.

Παραδείγµατα

(i) Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῆς
t2x′′ + tx′ − x = 0.

Επιλυση. ∆ιά τοῦ µετασχηµατισµοῦ x(t) = z(log t) λαµβάνοµε τήν ἀκόλουθη ἐξίσωση
µέ ἄγνωστη συνάρτηση τήν z:

z′′ − z = 0.
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µέ γενική λύση
ζ(t) = c1et + c2e−t.

῞Οµως x(t) = z(log t), ἄρα ἡ γενική λύση ϑά ἔχει τήν µορφή

ϕ(t) = c1elog t + c2e− log t = c1t + c2
1
t

.

(ii) Νά γίνει τό ἴδιο στήν ἐξίσωση
t2x′′ + tx′ + x = 0.

Επιλυση. Γιά t > 0, µέ τόν µετασχηµατισµό x(t) = z(log t) λαµβάνοµε γιά τήν z τήν
ἐξίσωση:

z′′ + z = 0.

ἡ ὁποία ἔχει γενική λύση
ζ(t) = c1 cos t + c2 sin t.

῞Οµως x(t) = z(log t), ἄρα ἡ γενική λύση τῆς ἀρχικῆς µας ἐξισώσεως εἶναι :

ϕ(t) = c1 cos(log t) + c2 sin(log t).

Ἀναλόγως πράττοντες λαµβάνοµε στήν περίπτωση t < 0 ὡς γενική λύση τήν

ϕ(t) = c1 cos
(
log(−t)

)
+ c2 sin

(
log(−t)

)
.

(iii) Γιά ποιό β ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

t2x′′ + tx′ − x = 0,
x(1) = 1, x′(1) = β,

ἐπεκτείνεται συνεχῶς στό t = 0;

Απαντηση. ῾Η γενική λύση τῆς ἐξισώσεως ὅπως ἔχοµε ἤδη δεῖ εἶναι ἡ

ϕ = c1t + c2
1
t

.

Ἄν ἐνσωµατώσοµε τίς ἀρχικές συνθῆκες στήν ἀνωτέρω λαµβάνοµε

1 = ϕ(1) = c1 + c2, β = ϕ′(1) = c1 − c2,

ἀπ’ ὅπου προκύπτει ὅτι :

c1 =
1 + β

2
καί c2 =

1− β

2
,
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καί τελικῶς
ϕ(t) =

1 + β

2
t +

1− β

2
1
t

.

Προφανῶς ἡ λύση τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν εἶναι συνεχῶς ἐπεκτάσιµη
στό µηδέν ἄν καί µόνο ἄν ἔχει ὅριο ὅταν t → 0+, τό ὁποῖο συµβαίνει ἄν c2 = 0, ἤ
ἰσοδύναµα β = 1.

(iv) Νά ἐπιλυθεῖ ἡ ἐξίσωση:
t3x(3) + tx(1) − x(0) = 0.

Επιλυση. ῎Εχοµε

x(t) = z(log t)

x′(t) = z′(log t)
1
t

x′′(t) = z′′(log t)
1
t2 − z′(log t)

1
t2

x′′′(t) = z′′′(log t)
1
t3 − 3z′′(log t)

1
t3 + 2z′(log t)

1
t3 ,

ὁπότε ἔχοµε

0 = t3x(3) + tx(1) − x(0)

=
(
z′′′ − 3z′′ + 2z′

)
+ z′ − z

= z′′′ − 3z′′ + 3z′ − z = (D− 1)3z.

Τό χαρακτηριστικό πολυώνυµο γιά τήν z εἶναι

p(ζ) = ζ3 − 3ζ2 + 3ζ − 1 = (ζ − 1)3,

καί ὡς ἐκ τούτου ἡ γενική λύση γιά τό z ϑά εἶναι

z(t) = et(c1 + c2t + c3t2).

῾Οπότε δοθέντος ὅτι x(t) = z(log t) ϑά ἔχοµε :

x(t) = t
(
c1 + c2 log t + c3(log t)2) .

᾿Ασκήσεις

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν κάτωθι ἐξισώσεων:

(i) x′′ + 2x′ + x = 0,
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(ii) x′′ + ω2x = 0,

(iii) x′′ + 2x′ + 2x = 0,

(iv) x′′ − 2x′ − 15x = 0,

(v) x′′ − 2x′ + 15x = 0.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως

x′′ − 2x′ + λx = 0,

γιά τίς διάφορες πραγµατικές τιµές τοῦ λ.

.. Νά ἐπιλυθοῦν τά προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν:

(i) x′′ + 2x′ + x = 0 , x(0) = 1, x′(0) = 0,

(ii) x′′ + x = 0 , x(π) = 1, x′(π) = 0,

(iii) x′′ + x′ + x = 0 , x(−1) = 1, x′(−1) = −1,

(iv) x′′ + 4x′ − 5x = 0 , x(2) = 1, x′(2) = 0,

(v) x′′ + 4x′ + 4x = 0 , x(0) = 1, x′(0) = −1.

.. Νά λυθοῦν οἱ κάτωθι ἐξισώσεις καί νά ϐρεθεῖ τό πεδίο ὁρισµοῦ τῶν λύσεων αὐτῶν.

(i) t2x′′ − tx′ + x = 0,

(ii) 2t2x′′ + 2tx′ + x = 0,

(iii) t2x′′ + tx′ + x = 0,

(iv) (t− 1)2x′′ + 4(t− 1)x′ + x = 0,

(v) (2t + 1)2x′′ − (4t + 2)x′ − 4x = 0.

.. ῎Εστω ϕ∈C2(R) λύση τῆς ἐξισώσεως
x′′ + αx′ + βx = 0.

Ἄν α, β > 0, δείξατε ὅτι limt→∞ ϕ(t) = 0.

.. Γιά ποιό β ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

t2x′′ + tx′ − x = 0

x(1) = 1, x′(1) = β,

ἔχει ὡς ὅριο τό µηδέν ὅταν τό t τείνει στό σύν ἄπειρο ;

.. ∆ίδεται ἡ ἐξίσωση
t2x′′ + κtx′ + λx = 0.

Ἄν κ > 1 καί λ > 0, τότε δείξατε ὅτι κάθε λύση τῆς ἀνωτέρω τείνει στό µηδέν καθώς τό t τείνει στό σύν
ἄπειρο.

.. Ποία σχέση πρέπει νά ἱκανοποιεῖται µεταξύ τῶν p(t) καί q(t) ὥστε κατάλληλος µετασχηµατισµός τῆς
µορφῆς x(t) = z

(
u(t)

)
νά καθιστᾶ τήν ἐξίσωση

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0,

ἰσοδύναµη µέ ἐπίσης γραµµική ὁµοιογενῆ ἐξίσωση δευτέρας τάξεως, ἡ ὁποία ὅµως ἔχει σταθερούς συν-
τελεστές, µέ ἄγνωστη συνάρτηση τήν z;
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.. Νά ϐρεθοῦν οἱ λύσεις τῶν κάτωθι προβληµάτων συνοριακῶν τιµῶν:

(i) x′ + x = 0, x(0) + x(log 2) = 1.

(ii) x′ = αx + β, x(1) = γx(0).

(iii) x′′ + x = sin t, x(0) = x(π) = 0.

(iv) x′′ = x, x(0) = 0, x(log π) = 1.

(v) t2x′′ = 4x, x(log 2) = 0, x(log 3) = 1.

.. Νά ϐρεθοῦν οἱ τιµές τῆς παραµέτρου λ ∈ R, γιά τίς ὁποῖες τά ἀκόλουθα ὁµοιογενῆ προβλήµατα συνορι-
ακῶν τιµῶν ἔχουν λύσεις πλήν τῆς ταυτοτικῶς µηδενικῆς.

(i) x′′ + λx = 0, x(0) = x(2π) = 0.

(ii) x′′ + λx = 0, x(0) = x′(1) = 0.

(iii) t2x′′ + tx′ + λx = 0, x(a) = x′(b) καί x′(a) = x(b) ὅπου a < b.

.. Νά διατυπωθεῖ πρόταση ἀνάλογη τῆς 5.3.2 γιά τίς ἐξισώσεις Euler.

.. Νά ϐρεθοῦν ὁµοιογενεῖς ἐξισώσεις µέ σταθερούς συντελεστές οἱ ὁποῖοι δέχονται ὡς λύση τήν

(i) ϕ(t) = t10,

(ii) ϕ(t) = t10e10t,

(iii) ϕ(t) = t10 cos t,

(iv) ϕ(t) = t10e−3t cos t,

(v) ϕ(t) = t10e3t cos t + te10t cos 3t.

.. ῎Εστω ὅτι ἡ ἐξίσωση x(n) + an−1x(n−1) + · · ·+ a0x = 0 δέχεται ὡς λύσεις τίς t2 cos t καί t cos 2t. Ποιά
εἶναι µικρότερη τιµή τοῦ n γιά τήν ὁποία εἶναι δυνατόν νά ἰσχύει κάτι τέτοιο ;

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν κάτωθι ὁµοιογενῶν ἐξίσωσεων:

(i) x(4) − x = 0,

(ii) x(4) + x = 0,

(iii) x(6) − 2x(3) + x = 0,

(iv) x(6) + 2x(3) + x = 0,

(v) x(2n) − 2x(n) + x = 0,

(vi) x(2n) + 2x(n) + x = 0.

.. Νά ϐρεθοῦν οἱ γενικές λύσεις τῶν :

(i) x(n) + x = 0,

(ii) x(n) − x = 0,

(iii) x(2n) − 2x(n) + x = 0,

(iv) x(2n) + 2x(n) + x = 0,

(v) (D2 + 1)n x = 0,



 Κεφάλαιο 5. Γραµµικές ϐαθµωτές ἐξισώσεις

(vi) (Dm − 1)n x = 0.

.. ῎Εστω α0, α1, . . . , αn−1, πραγµατικές σταθερές καί L ὁ διαφορικός τελεστής

L = Dn + αn−1Dn−1 + · · ·+ α1D + α0,

ὅπου D =
d
dt

. Ἄν pL(ζ) = ζn + αn−1ζn−1 + · · · + α1ζ + α0, τό χαρακτηριστικό πολυώνυµο τοῦ L
δείξατε ὅτι

L[tkeλt] = pL(λ)tkeλt +

(
k
1

)
p′L(λ)tk−1eλt +

(
k
2

)
p′′L(λ)tk−2eλt + · · ·+

(
k
k

)
p(k)

L (λ)eλt

=
k

∑
j=0

(
k
j

)
p(j)

L (λ) tk−jeλt.

῾Ως ἐκ τούτου, ἡ συνάρτηση tkeλt ἀποτελεῖ λύση τῆς ἐξισώσεως Lx = 0 ἄν καί µόνον ἄν ἡ λ ἀποτελεῖ
ϱίζα τοῦ pL πολλαπλότητος τουλάχιστον k.

.. ῾Υποθέτοντας ὅτι ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως

αx′′ + βx′ + γx = 0,

ἐκφράζεται ὡς δυναµοσειρά τῆς µορφῆς ∑∞
n=0 cntn, ὑπολογίστε τούς συντελεστές cn συναρτήσει τῶν

α, β, γ. Ἀκολούθως δείξατε ὅτι ἡ δυναµοσειρά πού ϐρήκατε ἔχει ἄπειρη ἀκτίνα συγκλίσεως καί ὅτι
πράγµατι ὁρίζει τήν γενική λύση τῆς ἀνωτέρω ἐξισώσεως.

.. Στήν ϕυσική ἐφαρµογή τῆς σελίδος 237 εἰσάγοµε ἕνα νέο δεδοµένο, τήν τριβή κυλίσεως. Συγκεκριµένα,
κατά τήν κίνηση τῆς ἁλυσῖδος στό τραπέζι ὑποθέτοµε ὅτι ἀσκεῖται δύναµη τριβῆς ἀνάλογη τῆς ἑκάστοτε
µάζας τῆς ἁλυσῖδος ἡ ὁποία ἔχει ἀποµείνει στό τραπέζι. Συνολικῶς, στήν ἁλυσίδα ἀσκεῖται ἡ δύναµη

F = Fϐαρύτητος − Fτριβῆς = m(t) g− γ
(
m−m(t)

)
,

ὅπου γ ϑετική σταθερά. Νά ϐρεθεῖ ἡ χρόνος ὁ ὁποῖος ἀπαιτεῖται ὥστε ἡ ἁλυσίς νά ἐγκαταλείψει τό τραπέζι,

ἄν ἀρχικῶς τµῆµα αὐτῆς µήκους h κρέµµεται.

5.4 Μή ὁµοιογενεῖς ἐξισώσεις

῞Οπως ἔχει ἤδη λεχθεῖ (ϐλέπε Προτάσεις 1.4.2 καί 1.4.3) ἐνῶ οἱ λύσεις τῆς ὁµοιογενοῦς
ἐξισώσεως ἀποτελοῦν γραµµικό χῶρο, οἱ λύσεις τῆς µή ὁµοιογενοῦς ἀποτελοῦν γραµµικό
σύµπλοκο. Συγκεκριµένα ἰσχύει ὅτι :

Πρόταση 5.4.1. ῎Εστω ϕ0 λύση τῆς

Lx = h(t), (.)

ὅπου
L = Dn + pn−1(t)Dn−1 + · · ·+ p0(t),
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καί D = d/dt. ῎Εστω ἐπίσης {ϕ1, . . . , ϕn} ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς Lx = 0. Τότε ἡ
παράσταση

x = ϕ0 + c1ϕ1 + · · ·+ cn ϕn,

ἀποτελεῖ τήν γενική λύση τῆς (.).

Αποδειξη. ῾Η ἰσοδυναµία προκύπτει ἀπό τόν ὁρισµό τοῦ ϑεµελιώδους συνόλου λύσεων:

Lx = 0 ⇐⇒ x = c1 ϕ1 + · · ·+ cn ϕn.

᾿Επειδή ὅµως Lϕ0 = h(t) ϑά ἔχοµε τίς ἰσοδυναµίες :

Lx = h ⇐⇒ Lx = Lϕ0

⇐⇒ L(x− ϕ0) = 0

⇐⇒ x− ϕ0 = c1ϕ1 + · · ·+ cn ϕn

⇐⇒ x = ϕ0 + c1ϕ1 + · · ·+ cn ϕn. ὅ.ἔ.δ.

Συνεπῶς λοιπόν ἡ εὕρεση τῆς γενικῆς λύσεως τῆς µή ὁµοιογενοῦς ἐξισώσεως ἀνάγεται στά :

(i) Εὕρεση γενικῆς λύσεως τῆς ὁµοιογενοῦς.

(ii) Εὕρεση εἰδικῆς λύσεως τῆς µή ὁµοιογενοῦς.

5.4.1 Μέθοδος προσδιορισµοῦ τῶν συντελεστῶν

῾Η µέθοδος ἐφαρµόζεται στήν ἐπίλυση ἐξισώσεων µέ σταθερούς συντελεστές καί µή ὁµοιογε-
νοῦς ὅρου εἰδικῆς µορφῆς. ∆ηλαδή ἐξισώσεων, οἱ ὁποῖες στήν περίπτωση τῶν ἐξισώσεων
δευτέρας τάξεως, εἶναι τῆς µορφῆς:

αx′′ + βx′ + γx = q(t),

ὅπου ὁ µή ὁµοιογενής ὅρος q εἶναι µιᾶς ἀπό τίς κάτωθι µορφές :

(i) Πολυωνυµική συνάρτηση.

(ii) ᾿Εκθετική συνάρτηση, δηλαδή q(t) = ert.

(iii) ῾Ηµίτονο ἤ συνηµίτονο, δηλαδή q(t) = sin ωt ἤ q(t) = cos ωt.

(iv) Γινόµενο πολυωνύµου ἐπί ἐκθετικῆς, δηλαδή q(t) = p(t)ert, ὅπου p πολυώνυµο.

(v) Γινόµενο πολυωνύµο ἐπί ἡµιτόνου ἤ συνηµιτόνου, δηλαδή µή ὁµοιογενής ὅρος τῆς
µορφῆς q(t) = p(t) sin ωt ἤ q(t) = p(t) cos ωt, ὅπου p πολυώνυµο.
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(vi) Γινόµενο πολυωνύµου, ἐκθετικῆς καί ἡµιτόνου ἤ συνηµιτόνου, δηλαδή µή ὁµοιογενής
ὅρος τῆς µορφῆς q(t) = p(t)ert sin ωt ἤ q(t) = p(t)ert cos ωt, ὅπου p(t) πολυώνυµο.

(vii) Γραµµικός συνδυασµός τῶν προηγουµένων περιπτώσεων.

Τό σηµαντικό στοιχεῖο ἐδῶ εἶναι ὅτι, σέ κάθε µία ἀπό τίς ἀνωτέρω µορφές, ὑπάρχει εἰδική
λύση παροµοίας µορφῆς µέ τόν µή ὁµοιογενῆ ὅρο.

Παραδείγµατα

(i) Νά ϐρεθεῖ εἰδική λύση τῆς ἐξισώσεως

αx′′ + βx′ + γx = ert,

γιά τίς διάφορες τιµές τῶν α, β, γ καί r.

Επιλυση. Θά ἀναζητήσοµε εἰδική λύση τῆς µορφῆς ϕ = Aert, ὅπου A προσδιοριστέα
σταθερά. ῎Εχοµε :

L (
Aert) = α

(
Aert)′′ + β

(
Aert)′ + γ

(
Aert) = A(αr2 + βr + γ)ert.

Συνεπῶς ἄν
p(r) = αr2 + βr + γ 6= 0,

τότε ἡ συνάρτηση
ϕ0(t) =

1
αr2 + βr + γ

ert =
1

pL(r)
ert,

ἀποτελεῖ εἰδική λύση, ὅπου pL(λ) = αλ2 + βλ + γ, τό χαρακτηριστικό πολυώνυµο
τοῦ τελεστοῦ L.

(ii) Τί συµβαίνει ὅµως ὅταν τό r µηδενίζει τό πολυώνυµο ;

Απαντηση. Σ’ αὐτή τήν περίπτωση ἐπιτρέποµε στόν ἐκθέτη $∈R νά µεταβάλλεται καί
ἀκολούθως παραγωγίζοµε ὡς πρός $. ῾Εποµένως ἔχοµε :

L(
e$t) = p($)e$t =⇒ ∂

∂$
L(

e$t) =
∂

∂$

(
p($)e$t)

=⇒ L
( ∂

∂$

(
e$t)) =

(
p′($) + tp($)

)
e$t

=⇒ L(
te$t) =

(
p′($) + tp($)

)
e$t. (.)

Ἄν ϑέσοµε στήν ἀνωτέρω $ = r, καί χρησιµοποιήσοµε τό γεγονος ὅτι p(r) = 0 ϑά
ἔχοµε :

L (
tert) = p′(r)ert
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Ἄν λοιπόν p′(r) = αr + β 6= 0 (ἤτοι ἡ $ = r εἶναι ἁπλή ϱίζα), τότε ἡ συνάρτηση

ϕ0(t) =
1

2αr + β
tert =

1
p′L(r)

tert,

ἀποτελεῖ εἰδική λύση τῆς µή ὁµοιογενοῦς. ῾Η περίπτωση αὐτή ὀνοµάζεται περίπτωση
ἁπλοῦ συντονισµοῦ.

Τέλος ἄν τό r ἀποτελεῖ διπλή ϱίζα τοῦ χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου, δηλαδη p(r) =
p′(r) = 0, τότε ἀν παραγωγίσοµε ἐκ νέου τήν (.), λαµβάνοµε :

∂

∂$
L (

te$t) =
∂

∂$

(
p′($) + $p($)

)
e$t

=⇒ L (
t2e$t) =

(
p′′($) + 2tp′($) + t2 p($)

)
e$t

῾Οπότε γιά $ = r λαµβάνοµε :

L (
t2ert) = p′′(r)ert = 2αert.

Στήν τελευταία περίπτωση στήν ὁποία ἔχοµε διπλό συντονισµό εἴδική λύση εἶναι ἡ

ϕ0(t) =
1

2α
ert =

1
p′′L(r)

ert.

(iii) Νά ἐπιλυθεῖ ἡ ἐξίσωση
Lx = x′′ + x = cos ωt,

γιά τίς διάφορες τιµές τοῦ ω.

Επιλυση. Ἀναζητοῦµε εἰδική λύση τῆς µορφῆς

ϕ = A cos ωt + B sin ωt,

ὁπότε
ϕ′′ + ϕ = A(1−ω2) cos ωt + B(1−ω2) sin ωt.

Συνεπῶς γιά ω 6= ±1, µία εἰδική λύση ϑά εἶναι ἡ

ϕ(t) =
1

1−ω2 cos ωt.

Στήν περίπτωση ὅµως κατά τήν ὁποία ω = 1 ἤ −1, τότε παραγωγίζοντας ὡς πρός ω

λαµβάνοµε :

∂

∂ω
L (A cos ωt + B sin ωt) =

=
∂

∂ω

(
A(1−ω2) cos ωt + B(1−ω2) sin ωt

)
,
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ὁπότε ἰσοδύναµα:

L (−At sin ωt + Bt cos ωt) =

=
(
1−ω2)

(−At sin ωt + Bt cos ωt)− 2Aω cos ωt− 2Bω sin ωt.

Συνεπῶς, ἄν ϑέσοµε ω = 1, λαµβάνοµε :

L(−At cos t + Bt sin t
)

= −2A sin t− 2B cos t.

Ἄν ϑέσοµε A = 0 καί B = −1
2
, τότε τό δεξιό µέλος τῆς ἀνωτέρω καθίσταται ἴσο πρός

h(t) = cos t. Συνεπῶς ἡ συνάρτηση

ϕ(t) = −1
2

t sin t,

ἀποτελεῖ εἰδική λύση τῆς ἐξισώσεως x′′ + x = cos t.

(iv) Νά ἐπιλυθεῖ ἡ µή ὁµοιογενής ἐξίσωση Euler:

t3x(3) + tx(1) − x(0) = t.

Επιλυση. Πραγµατοποιῶντας τόν µετασχηµατισµό x(t) = z(log t) καταλήγοµε στήν
ἐξίσωση

z′′′(log t)− 3z′′(log t) + 3z′(log t)− z(log t) = t,

ἡ ὁποία δύναται νά γραφεῖ ἰσοδύναµα ὡς:

z′′′(t)− 3z′′(t) + 3z′(t)− z(t) = et,

µέ τόν ὁµοιογενῆ ὅρο νά ὑφίσταται τριπλό συντονισµό. Ἀναζητῶντας εἰδική αὐτῆς λύση
τῆς µορφῆς

ψ(t) = At3et,

διαπιστώνοµε ὅτι A = 1/6. ῾Ως ἐκ τούτου, λόγῳ τοῦ προηγουµένου παραδείγµατος ἡ
γενική λύση ὡς πρός z ϑά εἶναι :

z(t) = et
(

c1 + c2t + c3t2 +
t3

6

)
.

καί ὡς ἐκ τούτου, πραγµατοποιῶντας τόν ἀντίστροφο µετασχηµατισµό λαµβάνοµε :

x(t) = t
(

c1 + c2 log t + c3(log t)2 +
(log t)3

6

)
,

ἡ ὁποία ἀποτελεῖ τήν γενική λύση τῆς ἐξισώσεώς µας.
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Συνολικῶς λοιπόν ἰσχύει τό ἑξῆς ἀποτέλεσµα:

Πρόταση 5.4.2. ῎Εστω ἡ συνήθης διαφορική ἐξίσωση

αnx(n) + αn−1x(n−1) + · · ·+ α0x(0) = h(t), (.)

ὅπου αi, i = 1, · · · , n, πραγµατικές σταθερές, αn 6= 0 καί

pL(ζ) = αnζn + αn−1ζn−1 + · · ·+ α0,

τό χαρακτηριστικό αὐτῆς πολυώνυµο. Τότε ἰσχύουν τά ἀκόλουθα:

(i) Ἄν ὁ µή ὁµοιογενής ὅρος εἶναι ἡ συνάρτηση h(t) = ert, τότε ἡ ἐξίσωση (.) ἔχει
εἰδική λύση τῆς µορφῆς ϕ(t) = Aert, ἄν p(r) 6= 0 (ἤτοι ἡ r δέν εἶναι ϱίζα τοῦ
χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου). ᾿Ενῶ ἄν r ϱίζα πολλαπλότητος k, τότε ἔχει εἰδική λύση
τῆς µορφῆς Atkert, ὅπου

A =
1

p(k)(r)
.

(ii) Ἄν h(t) = A cos ωt + B sin ωt, τότε ἡ ἐξίσωση (.) ἔχει εἰδική λύση τῆς µορφῆς
ϕ(t) = C cos ωt + D sin ωt, ἄν p(iω) 6= 0 (ἤτοι, ἡ ϕανταστική τιµή iω δέν εἶναι ϱίζα
τοῦ p). ᾿Ενῶ ἄν p(iω) = 0

(
ἤτοι, ἡ iω ἀποτελεῖ ϱίζα τοῦ pL(ζ)

)
, ἔχει εἰδική λύση τῆς

µορφῆς ϕ(t) = tk(C cos ωt + D sin ωt), ὅπου k ἡ πολλαπλότης τῆς ϱίζας.

(iii) Ἄν ὁ µή ὁµοιογενής ὅρος ἀποτελεῖ πολυώνυµο ϐαθµοῦ n, τότε ἡ ἐξίσωση (.) ἔχει
εἰδική λύση ἐπίσης πολυώνυµο ϐαθµοῦ n, n+1, n+k ἄν τό ζ = 0 δέν ἀποτελεῖ ϱίζα
τοῦ χαρακτηϱιστικοῦ πολυωνύµου, εἶναι ἁπλή ϱίζα, ἤ εἶναι ϱίζα πολλαπλότητος k,
ἀντιστοίχως.

(iv) Ἄν h(t) = q(t)ert, ὅπου q(t) πολυώνυµο ϐαθµοῦ n, τότε ἡ ἐξίσωση (.) ἔχει εἰδική
λύση ἐπίσης πολυώνυµο ἐπί τήν ἐκθετική ert, µέ τό πολυώνυµο νά εἶναι ϐαθµοῦ n,
n+1, n+k ἄν τό ζ = r δέν εἷναι ϱίζα τοῦ χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου, εἶναι ἁπλή
ϱίζα, ἤ εἶναι ϱίζα πολλαπλότητος k, ἀντιστοίχως.

(v) Ἄν ὁ µή ὁµοιογενής ὅρος h(t) εἶναι τῆς µορφῆς:

h(t) = ert(q1(t) cos ωt + q2(t) sin ωt),

ὅπου q1(t), q2(t), πολυώνυµα µέ µέγιστο τῶν δύο ϐαθµό n, τότε ἡ ἐξίσωση (.) ἔχει
εἰδική λύση τῆς ἰδίας µορφῆς

ϕ(t) = ert(q̄1(t) cos ωt + q̄2(t) sin ωt
)
,

ὅπου ὁ µέγιστος ϐαθµός τῶν πολυωνύµων q̄1, q̄2 εἶναι n + k ἄν τό ζ = r + iω ἀποτελεῖ
ϱίζα τοῦ χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου πολλαπλότητος k (k ≥ 0).
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Αποδειξη. Παραλείπεται.

῾Ορισµός 5.4.1. ῎Εστω ἡ γραµµική συνήθης διαφορική ἐξίσωση n−στῆς τάξεως µέ στα-
ϑερούς συντελεστές :

αnx(n) + αn−1x(n−1) + · · ·+ α0x(0) = h(t), αn 6= 0, (.)

µέ µή ὁµοιογενῆ ὅρο τῆς µορφῆς:

h(t) = ert(p(t) cos ωt + q(t) sin ωt
)
,

ὅπου p(t), q(t) πολυώνυµα καί ω∈R. Λέγεται ὅτι ὁ ὅρος h(t) ὑφίσταται ἁπλό (ἀντιστοίχως
k−πλό) συντονισµό ἄν ὁ z = r + iω ἀποτελεῖ ἁπλή (ἀντιστοίχως k−πλή) ϱίζα τοῦ χαρακ-
τηριστικοῦ πολυωνύµου τῆς (.).

᾿Ασκήσεις

.. Νά ϐρεθεῖ εἰδική λύση τῆς ἐξισώσεως
x′′ + x = h(t),

ὅταν ὁ µή ὁµοιογενής ὅρος εἶναι :

(i) h(t) = 1, (ii) h(t) = et, (iii) h(t) = t,

(iv) h(t) = e−2t, (v) h(t) = cosh t, (vi) h(t) = t2,

(vii) h(t) = cos 2t, (viii) h(t) = sin t, (ix) h(t) = t cos t,

(x) h(t) = cosh t cos t, (xi) h(t) = t e3t cos 2t, (xii) h(t) = t2 sin t,
(xiii) h(t) = t2 cos 2t, (xiv) h(t) = t2e2t cos 2t, (xv) h(t) = t cos t + t2 sin 2t.

.. Νά γίνει τό ἴδιο γιά τήν ἐξίσωση
x′′ − 2x′ + x = h(t),

ὅταν ὁ µή ὁµοιογενής ὅρος εἶναι :

(i) h(t) = et, (ii) h(t) = e2t, (iii) h(t) = tn,

(iv) h(t) = tnet, (v) h(t) = tet cos t, (vi) h(t) = cosh t,

(vii) h(t) = t sinh t, (viii) h(t) = tnet, (xi) h(t) = tn cosh t.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν κάτωθι µή ὁµοιογενῶν Euler:

(i) t2x′′ + tx′ − x = t, (ii) t2x′′ + tx′ − x = log t,

(iii) t2 x′′ + tx′ + x = t + 1/t, (iv) t2 x′′ + tx′ + x = t + log t/t,

(v) t2 x′′ + tx′ + x = log t, (vi) t2 x′′ + tx′ + x = cos(log t),

(vii) t2 x′′ − 3tx′ + 4x = 1, (viii) t2 x′′ − 3tx′ + 4x = t2,

(ix) t2 x′′ − 3tx′ + 4x = log t, (x) t2 x′′ − 3tx′ + 4x = cos(log t).

.. ∆ίδεται ἡ µή ὁµοιογενής Euler

αt2x′′ + βtx′ + γx = tr(p1(log t) cos(ω log t) + p2(log t) sin
(
ω log t)

)
.

Πότε ἔχοµε συντονισµό ;
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.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν κάτωθι µή ὁµοιογενῶν ἐξίσωσεων:

(i) x(6) + 2x(3) + x = et, (ii) (D− α)nx = eβt,

(iii) (D2 − α2)nx = eβt, (iv) (D2 + αD + β)nx = ert,

(v) (D2 + α2)nx = sin βt, (vi) (D2 + αD + β)nx = ert sin ωt.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση σέ κάθε µία ἀπό τίς ἀκόλουθες ἐξισώσεις :

(i) x′′′ − 4x′′ − x′ + 4x = 3e−t, (ii) x′′′′ + 4x′′ + 4x = 1,

(iii) x′′′ + x′′ + x′ + x = et + e−t, (iv) x′′′ + x′ = 2 cos t,

(v) x′′′′ + 2x′′ + x = cos t + t2et, (vi) x′′′ + x′ = 2 cos t.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′′ + x = cos λt,
x(0) = x′(0) = 0,

ὡς συνάρτηση τῶν t καί λ. ᾿Ιδιαιτέρως δείξατε ὅτι ἡ λύση τήν ὁποία ϐρήκατε εἶναι C1(R) ὡς πρός λ.

.. Κατά κλάδους ὁρισµένος µή ὁµοιογενής ὅρος. Νά λυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:




x′′ − x =

{
et ἄν t ≥ 0,

e−2t ἄν t < 0,

x(log 2) = 1, x′ (log 2) = 0.

(.)

Υποδειξη. Στό διάστηµα (0, ∞) δυνάµεθα νά εὕροµε τήν λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν ϕ+, ἐνῶ
στό διάστηµα (−∞, 0) εἶναι δυνατόν νά εὑρεθεῖ ἡ γενική λύση ἡ ὁποία εἶναι τῆς µορφῆς ϕ− = ϕ0 +
c1 ϕ1 + c2 ϕ2. ∆εδοµένου ὅτι

ϕ+ = ϕ|R+ , ϕ− = ϕ|R−

ὅπου ϕ ἡ µοναδική λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.) καί ϕ ∈ C2(R), τότε σίγουρα ὅταν t → 0
οἱ ϕ− καί ϕ+ καί οἱ παράγωγοι αὐτῶν, πρέπει νά ταυτίζονται. Τά c1, c2 δύνανται νά προσδιορισθοῦν
ὥστε :

lim
t→0−

ϕ−(t) = lim
t→0+

ϕ+(t), lim
t→0−

ϕ′−(t) = lim
t→0+

ϕ′+(t).

.. ῎Εστω α, β, γ, δ > 0. ∆είξατε ὅτι κάθε λύση τῆς ἐξισώσεως :

αx′′ + βx′ + γx = e−δt,

τείνει στό µηδέν ὅταν τό t τείνει στό σύν ἄπειρο.

.. ῎Εστω α, β, γ > 0 καί
lim

t→+∞
p(t) = 0.

∆είξατε ὅτι κάθε λύση τῆς ἐξισώσεως :

αx′′ + βx′ + γx = p(t),

τείνει στό µηδέν ὅταν τό t τείνει στό σύν ἄπειρο.

.. ῎Εστω ϕ : R → R λύση τῆς ἐξισώσεως

x′′ − 2x′ + x = 2et.
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(i) Ἄν ϕ(t) > 0 γιά κάθε πραγµατικό t, τότε ϕ′(t) > 0 γιά κάθε πραγµατικό t; ᾿Εξηγῆστε τήν
ἀπάντηση σας.

(ii) Ἄν ϕ′(t) > 0 γιά κάθε πραγµατικό t, τότε ϕ′′(t) > 0 γιά κάθε πραγµατικό t; ᾿Εξηγῆστε τήν
ἀπάντηση σας.

Putnam 1987. Βλέπε [45].

.. ῎Εστω f δίς συνεχῶς διαφορίσιµη πραγµατική συνάρτηση ἱκανοποιοῦσα τήν

f (x) + f ′′(x) = −xg(x) f ′(x),

ὅπου g(x) ≥ 0 γιά κάθε x∈R. ∆είξατε ὅτι ἡ f (x) εἶναι ϕραγµένη.

Putnam 1997. Βλέπε [45].

.. ῎Εστω ϕ : R → R ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′′ + 8x′ + 25x = cos t,
x(0) = x′(0) = 0.

∆είξατε ὅτι ὑπάρχουν κατάλληλες σταθερές α, ω∈R ὥστε :

lim
t→+∞

(
ϕ(t)− α cos(t + ω)

)
= 0.

Berkeley qualifying examinations, Summer 1984. Βλέπε [50].

5.5 Μεταβολή τῶν παραµέτρων

Προβληµα. ῎Εστω ὅτι τό {ϕ1, ϕ2} ἀποτελεῖ ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0,

ὅπου p, q∈C(I). Νά λυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = h(t),
x(τ) = ξ0, x′(τ) = ξ1,

(.)

ὅπου h∈C(I) καί τ∈ I.

Επιλυση. Τό ἀνωτέρω πρόβληµα λύεται µέ τήν Μέθοδο τῆς Μεταβολῆς τῶν Παραµέτρων
(Variation of Parameters), ἡ ὁποία ὄχι µόνο µᾶς παρέχει τήν λύση τῆς µή ὁµοιογενοῦς
ἐξισώσεως, ἀλλά µᾶς παρέχει, ὅπως ϑά δοῦµε καί ἕνα πολύ εὔχρηστο τύπο. ῾Ως γνωστόν, ἡ
γενική λύση τῆς ὁµοιογενοῦς ἐξισώσεως εἶναι

ϕ = c1ϕ1 + c2ϕ2.
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῾Η µέθοδός µας ὀνοµάζεται µεταβολή τῶν παραµέτρων, διότι συνίσταται στήν εὕρεση µετα-
ϐλητῶν συντελεστῶν u1(t), u2(t) γιά τούς ὁποίους ἡ συνάρτηση

ψ = u1ϕ1 + u2ϕ2,

ἀποτελεῖ λύση τῆς ἀντίστοιχης µή ὁµοιογενοῦς. ῎Εχοµε

ψ′ = u′1ϕ1 + u′2ϕ2 + u1ϕ′1 + u2ϕ′2. (.)

Πρίν παραγωγίσοµε γιά δεύτερη ϕορά, ἀπαιτοῦµε ἀπό τίς προσδιοριστέες συναρτήσεις u1

καί u2 νά ἱκανοποιοῦν :
u′1ϕ1 + u′2ϕ2 = 0, (.)

ἡ ὁποία ϑά ἀποτελέσει µία ἀπό τίς δύο ἐξισώσεις τίς ὁποῖες χρειαζόµεθα γιά τόν προσδιορισµό
τῶν u1, u2. Παραγωγίζοντας ὅ,τι ἀπέµεινε ἀπό τήν (.), λαµβάνοµε :

ψ′′ = u′1 ϕ′1 + u′2 ϕ′2 + u1 ϕ′′1 + u2ϕ′′2 .

Ἀντικαθιστῶντας τά ψ, ψ′ καί ψ′′ λαµβάνοµε

h = ψ′′ + pψ′ + qψ

= u′1ϕ′1 + u′2ϕ′2 + u1ϕ′′1 + u2ϕ′′2 p
(
u1ϕ′1 + u2ϕ′2

)
+ q

(
u1 ϕ1 + u2 ϕ2

)

= u1
(

ϕ′′1 + pϕ′1 + qϕ1
)
+ u2

(
ϕ′′2 + pϕ′2 + qϕ2

)
+ u′1 ϕ′1 + u′2 ϕ′2.

᾿Εν τέλει λαµβάνοµε τήν δεύτερη ἐξίσωση γιά τά u1 καί u2:

u′1 ϕ′1 + u′2 ϕ′2 = h. (.)

Οἱ (.) καί (.) ἀποτελοῦν σύστηµα 2×2 µέ ὁρίζουσα τήν Βρονσκιανή τῶν ϕ1 καί ϕ2, ἡ
ὁποία εἶναι µή µηδενική, ἄρα τό σύστηµα ἔχει µοναδική λύση τό Ϲεῦγος :

u′1 =

∣∣∣∣∣
0 ϕ2

h ϕ′2

∣∣∣∣∣
w(ϕ1, ϕ2)

, u′2 =

∣∣∣∣∣
ϕ1 0
ϕ′1 h

∣∣∣∣∣
w(ϕ1, ϕ2)

,

ἤ ἁπλούστερα
u′1 =

−ϕ2h
w(ϕ1, ϕ2)

, u′2 =
ϕ1h

w(ϕ1, ϕ2)
.

῾Οπότε µία λύση τῆς µή ὁµοιογενοῦς ϑά εἶναι ἡ

ψ(t) = ϕ1(t)
∫ t

τ
u′1(s) ds + ϕ2(t)

∫ t

τ
u′2(s) ds

= ϕ1(t)
∫ t

τ

−ϕ2(s)h(s)
w

(
ϕ1(s), ϕ2(s)

) ds + ϕ1(t)
∫ t

τ

ϕ1(s)h(s)
w

(
ϕ1(s), ϕ2(s)

) ds

=

∫ t

τ

∣∣∣∣∣
ϕ1(s) ϕ1(t)
ϕ2(s) ϕ2(t)

∣∣∣∣∣
w

(
ϕ1(s), ϕ2(s)

) h(s) ds, (.)
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ἡ ὁποία ὅπως εὐκόλως διαπιστοῦται, ἱκανοποιεῖ καί τίς ἀρχικές συνθῆκες :

ψ(τ) = ψ′(τ) = 0,

ἄρα ἀποτελεῖ τήν µοναδική λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.), γιά ξ0 = ξ1 = 0.

Παρατήρηση. ῾Η ψ γράφεται καί ὡς

ψ(t) =
∫ t

τ
K(t, s) h(s) ds = (Kh) (t).

Τό σύµβολο K ἀποτελεῖ ἕνα ὁλοκληρωτικό τελεστή. ᾿Ιδιαιτέρως ἰσχύει ὅτι γιά κάθε h ∈ C(I)

LKh = h ἤ LK = I ,

καί ἄν ψ ∈ C2(I), µέ ψ(τ) = ψ′(τ) = 0, τότε

KLψ = ψ.

Τρόπον τινά λοιπόν, ὁ ὁλοκληρωτικός τελεστής K ἀποτελεῖ ἀντίστροφο τοῦ διαφορικοῦ
τελεστοῦ L.

Παράδειγµα. Νά λυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′′ + ω2x = p(t),

x(τ) = x′(τ) = 0,

ὅπου ω ϑετική σταθερα, p ∈ C(I), I ἀνοικτό διάστηµα καί τ ∈ I.

Επιλυση. Οἱ συναρτήσεις {cos ωt, sin ωt} ἀποτελοῦν ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς ἀντι-
στοίχου ὁµοιογενοῦς. ῾Η δέ Βρονσκιανή αὐτῶν ἰσοῦται µέ

w(t) =
∣∣∣∣

cos ωt sin ωt
−ω sin ωt ω cos ωt

∣∣∣∣ = ω.

Εἶναι λοιπόν σταθερή. Λόγῳ τῆς (.) ἡ

ψ(t) =
1
ω

∫ t

τ

∣∣∣∣
cos ωs cos ωt
sin ωs sin ωt

∣∣∣∣p(s) ds =
1
ω

∫ t

τ
sin

(
ω(t− s)

)
p(s) ds,

ϑά ἀποτελεῖ τήν Ϲητούµενη λύση.

Γενίκευση. ῾Η µέθοδος τῆς µεταβολῆς τῶν παραµέτρων δύναται νά γενικευθεῖ καί στήν
περίπτωση τῶν ἐξισώσεων n−στῆς τάξεως. ῎Εστω λοιπόν ὅτι ἡ n−άδα {ϕ1, . . . , ϕn} ἀποτελεῖ
ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς ἐξισώσεως

Lx = 0,
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ὅπου
L = Dn + pn−1(t)Dn−1 + · · ·+ p0(t).

Ἄς ὑποθέσοµε ὅτι ἀναζητοῦµε τήν λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{
Lx = h(t),
x(k)(τ) = 0, k = 0, . . . , n−1.

(.)

῞Οπως καί στήν περίπτωση τῆς δευτέρας τάξεως ϑά ἀναζητήσοµε λύση µέ µεταβλητούς συν-
τελεστές

ψ(t) = u1(t)ϕ1(t) + · · ·+ un(t)ϕn(t).

῾Ο προσδιορισµός τῶν n ἀγνώστων µεταβλητῶν συντελεστῶν καθίσταται ἐφικτός ὅταν ἔχοµε
στήν διάθεσή µας n κατάλληλες ἐξισώσεις. Οἱ n−1 ἐξ αὐτῶν ἐπιλέγονται αὐθαιρέτως, ἐνῶ
µόνο ἡ n−στή ἀποτελεῖ τήν διαφορική ἐξίσωση. ῎Εχοµε λοιπόν :

ψ′(t) =
n

∑
l=1

u′l(t)ϕl(t) +
n

∑
l=1

ul(t)ϕ′l(t), (.)

ὁπότε ἡ πρώτη µας ἐξίσωση ϑά εἶναι ἡ

u′1(t)ϕ1(t) + · · ·+ u′n(t)ϕn(t) = 0. (.)

Παραγωγίζοντας ἐκ νέου, τήν (.), καί χρησιµοποιῶντας τήν (.) λαµβάνοµε :

ψ′′(t) =
n

∑
l=1

u′l(t)ϕ′l(t) +
n

∑
l=1

ul(t)ϕ′′l (t),

ἀπ’ ὅπου καί ἡ δεύτερη µας ἐξίσωση:

u′1(t)ϕ′1(t) + · · ·+ u′n(t)ϕ′n(t) = 0.

Μέ αὐτή τήν διαδικασία προκύπτουν οἱ πρῶτες n−1 ἐξισώσεις. Συγκεκριµένα ἡ k−στή
παράγωγος τῆς ψ ϑά εἶναι ἡ

ψ(k)(t) =
n

∑
l=1

u′l(t)ϕ
(k−1)
l (t) +

n

∑
l=1

ul(t)ϕ
(k)
l (t),

ἀπ’ ὅπου προκύπτει καί ἡ k−στή ἐξίσωση γιά τίς u1, . . . , un

u′1(t)ϕ
(k−1)
1 (t) + · · ·+ u′n(t)ϕ

(k−1)
n (t) = 0.

Τέλος ἡ n−στή παράγωγος τῆς ψ ϑά εἶναι ἡ

ψ(n)(t) =
n

∑
l=1

u′l(t)ϕ
(n−1)
l (t) +

n

∑
l=1

ul(t)ϕ
(n)
l (t).
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Ἀντικαθιστῶντας τά ψ, ψ′, . . . , ψ(n) µέ αὐτό µέ τό ὁποῖο ἰσοῦνται λαµβάνοµε

h = ψ(n) + pn−1x(n−1) + · · ·+ p0x(0)

= u′1ϕ
(n−1)
1 + · · ·+ u′n ϕ

(n−1)
n + u1ϕ

(n)
1 + · · ·+ un ϕ

(n)
n

+ pn−1
(
u1ϕ

(k)
1 + · · ·+ un ϕ

(k)
n

)
+ · · ·+ p0

(
u1 ϕ1 + · · ·+ un ϕn

)

= u1(ϕ
(n)
1 + pn−1 ϕ

(n−1)
1 + · · ·+ p0ϕ1) + · · ·+

+ un(ϕ
(n)
n + pn−1 ϕ

(n−1)
n + · · ·+ p0ϕn) + u′1(t)ϕ

(n−1)
1 + · · ·+ u′n ϕ

(n−1)
n

= 0 + · · ·+ 0 + u′1(t)ϕ
(n−1)
1 + · · ·+ u′n ϕ

(n−1)
n ,

ἡ ὁποία ἀποτελεῖ καί τήν n−στή ἐξίσωση. Συνολικῶς ἔχοµε τό σύστηµα





ϕ1(t) u′1(t) + · · · + ϕn(t) u′n(t) = 0,
ϕ′1(t) u′1(t) + · · · + ϕ′n(t) u′n(t) = 0,

...
...

...
ϕ

(n−1)
1 (t) u′1(t) + · · · + ϕ

(n−1)
n (t) u′n(t) = h,

τό ὁποῖο ἔχει λύση διότι ἡ ὁρίζουσα τοῦ συστήµατος εἶναι ἡ Βρονσκιανή ἡ ὁποία δέν µη-
δενίζεται λόγῳ τοῦ ὅτι οἱ {ϕ1, . . . , ϕn} ἀποτελοῦν ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων. ῾Η λύση τοῦ
συστήµατος αὐτοῦ λαµβάνεται µέ τόν νόµο τοῦ Cramer:

u′k(t) =
wk

(
ϕ1(t), . . . , ϕn(t)

)

w
(

ϕ1(t), . . . , ϕn(t)
) , k = 1, . . . , n,

ὅπου

w(t) = w
(

ϕ1(t), . . . , ϕn(t)
)
,

ἡ Βρονσκιανή, ἐνῶ οἱ συναρτήσεις

wk(t) = wk
(

ϕ1(t), . . . , ϕn(t)
)
,

k = 1, . . . , n δίδονται ἀπό τόν τύπο

wk(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(t) · · · ϕk−1(t) 0 ϕk+1(t) · · · ϕn(t)
...

...
...

...
...

ϕ
(n−2)
1 (t) · · · ϕ

(n−2)
k−1 (t) 0 ϕ

(n−2)
k+1 (t) · · · ϕ

(n−2)
n (t)

ϕ
(n−1)
1 (t) · · · ϕ

(n−1)
k−1 (t) h ϕ

(n−1)
k+1 (t) · · · ϕ

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Cramer, Gabriel (1704–1752). Γαλλόφωνος ῾Ελβετός µαθηµατικός.
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Ἄν τώρα τ ∈ I, ὅπου I τό πεδίο ὁρισµοῦ τῶν λύσεων, τότε µιά λύση τῆς ἐξισώσεως Lx = h
ϑά εἶναι ἡ

ψ(t) = ϕ1(t)
∫ t

τ
u′1(s) ds + · · ·+ ϕn(t)

∫ t

τ
u′n(s) ds

= ϕ1(t)

∫ t

τ

w1(s)
w(s)

ds + · · ·+ ϕn(t)

∫ t

τ

wn(s)
w(s)

ds =

∫ t

τ

W(t, s)
w(s)

h(s) ds,

ὅπου

W(t, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s) · · · ϕn−1(s) ϕn(s)
...

...
...

ϕ
(n−2)
1 (s) · · · ϕ

(n−2)
n−1 (s) ϕ

(n−2)
n (s)

ϕ1(t) · · · ϕn−1(t) ϕn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

καί εἶναι µάλιστα ἡ λύση ἐκείνη ἡ ὁποία ἱκανοποιεῖ καί τίς ἀρχικές συνθῆκες

ψ(τ) = ψ′(τ) = · · · = ψ(n−1)(τ).

Ἄρα εἶναι καί ἡ µοναδική λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.).

Παρατήρηση. Εἴµαστε σέ ϑέση νά παρατηρήσοµε ὅτι ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν
τιµῶν (.) δίδεται, ὅπως καί στήν περίπτωση τῆς δευτέρας τάξεως, µέσῳ ὁλοκληρωτικοῦ
τελεστοῦ ἐπί τοῦ µή ὁµοιογενοῦς ὅρου:

ψ(t) =
∫ t

τ
K(t, s)h(s) ds = (Kh)(t),

ὅπου

K(t, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s) · · · ϕn−1(s) ϕn(s)
...

...
...

ϕ
(n−2)
1 (s) · · · ϕ

(n−2)
n−1 (s) ϕ

(n−2)
n (s)

ϕ1(t) · · · ϕn−1(t) ϕn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w
(

ϕ1(s), . . . , ϕn(s)
) .

῾Ο τελεστής K ἀποτελεῖ τό δεξιό ἀντίστροφο τοῦ διαφορικοῦ τελεστοῦ L. Πράγµατι, ἄν h
τυχοῦσα συνεχής συνάρτηση στό ἀνοικτό διάστηµα I, τότε

LKh = h,

διότι ἡ Kh ἀποτελεῖ τήν λύση τοῦ (.). Συµβολικά

LK = I ,
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ὅπου I ἡ ταυτοτική συνάρτηση στό C(I). Σέ κατάλληλο σύνολο ὁ K ἀποτελεῖ καί ἀριστερό
ἀντίστροφο. Ἄν τώρα ψ∈Cn(I) καί ψ(τ) = · · · = ψ(n−1)(τ) = 0, τότε

KLψ = ψ,

ἤ διαφορετικά
KL = I .

᾿Ασκήσεις

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῶν κάτωθι ἐξισώσεων

(i) x′′ − 2x′ + x = et/t, (ii) x′′ + x = sin2 2t,
(iii) x′′ + 4x = sec t, (iv) x′′ + 2x′ + x = sec2 t,
(v) t2x′′ + 2tx′ + 9x = t3et, (vi) t2x′′ + tx′ − 9x = t3e3t.

.. Στά παραδείγµατα τά ὁποῖα ἀκολουθοῦν, νά εὑρεθεῖ ἡ γενική λύση διά τῆς µεθόδου τῆς µεταβολῆς τῶν
παραµέτρων:

(i) x′′′ + x′ = tan t, (ii) x′′′ − 2x′′ − x′ + 2x = e4t,
(iii) x′′′ − x′′ + x′ − x = e−t sin t, (iv) x′′′′ + 2x′′ + x = sin t.

.. Νά ἐπιλυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′′ − λ2x = p(t),
x(τ) = ξ0, x′(τ) = ξ1,

ὅπου p συνεχής στό ἀνοικτό διάστηµα I καί τ ∈ I.

.. ῎Εστω p ∈ C(R) περιοδική συνάρτηση µέ περίοδο T. ῾Υπάρχουν α, β ὥστε ἡ λύση τοῦ προβλήµατος
ἀρχικῶν τιµῶν {

x′′ − x = p(t),
x(0) = α, x′(0) = β,

νά εἶναι περιοδική ;

Υποδειξη. Νά ἐκφρασθεῖ ἡ λύση τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν µέσῳ τῆς µεθόδου µεταβολῆς
τῶν παραµέτρων.

.. Νά ϐρεθεῖ τύπος ὁποῖος νά δίδει εἰδική λύση τῆς διαφορικῆς ἐξισώσεως

x′′′ − x′′ + x′ − x = h(t).

.. Νά ϐρεθεῖ τύπος ὁποῖος νά δίδει εἰδική λύση τῆς διαφορικῆς ἐξισώσεως

x′′′ − x′ − x = h(t).

.. Νά ϐρεθεῖ τύπος ὁποῖος νά δίδει εἰδική λύση τῆς διαφορικῆς ἐξισώσεως

x′′′ − 3x′′ + 3x′ − x = h(t).

.. Νά ϐρεθεῖ τύπος ὁποῖος νά δίδει εἰδική λύση τῆς διαφορικῆς ἐξισώσεως

t3x′′′ − 3t2x′′ + 6tx′ − 6x = h(t).

γιά t > 0.
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5.6 ῾Υποβιβασµός τῆς τάξεως

Γενική µέθοδος ἐπιλύσεως τῆς γραµµικῆς (ὁµοιογενοῦς ἤ µή) τάξεως δύο ἤ µεγαλυτέρας, δέν
ὑπάρχει. Στήν περίπτωση τῶν ἐξισώσεων δευτέρας τάξεως ὑπάρχει ἡ δυνατότης νά εὑρεθεῖ ἡ
γενική λύση, ἄν εἶναι γνωστή µιά µή µηδενική λύση αὐτῆς. Γενικότερα, ἄν σέ µιά γραµµική
ἐξίσωση n−στῆς τάξεως εἶναι γνωστές k γραµµικῶς ἀνεξάρτητες λύσεις, τότε εἶναι δυνατόν νά
ἀναχθεῖ ἡ ἐξίσωση αὐτή σέ ἐξίσωση τάξεως n− k.

Προβληµα. Ἀφοῦ διαπιστωθεῖ ὅτι ἡ et ἀποτελεῖ λύση τῆς

tx′′ − (2t + 1)x′ + (t + 1)x = 0, (.)

νά ϐρεθεῖ ἡ γενική της λύση.

Επιλυση. Πράγµατι ἡ et ἀποτελεῖ λύση τῆς (.). ῾Η εὕρεση τῆς γενικῆς λύσεως αὐτῆς
καθίσταται ἐφικτή µέ τόν κάτωθι µετασχηµατισµό

x = etv.

῾Οπότε :
x′ = etv′ + etv καί x′′ = etv′′t + 2etv′ + etv.

Ἀντικαθιστῶντας στήν (.) λαµβάνοµε :

t(etv′′ + 2etv′ + etv)− (2t + 1)(etv′ + etv) + (t + 1)etv = 0,

ἤ
t(v′′ + 2v′ + v)− (2t + 1)(v′ + v) + (t + 1)v = 0,

ἤ
tv′′ + (2t− 2t− 1)v′ + (t− 2t− 1 + t + 1)v = 0,

ἤ ἰσοδύναµα:
tv′′ − v′ = 0.

῾Η ἀνωτέρω διαφορική ἐξίσωση τοῦ v ἄν καί δευτέρας τάξεως, δύναται νά ἐπιλυθεῖ ὡς ἐξίσωση
πρώτης τάξεως :

v′′

v′
=

1
t

,

ἄρα v′ = c1t καί ἐν τέλει
v = c1t2 + c2.

 ῾Ο µετασχηµατισµός αὐτός ὁ ὁποῖος ὁδηγεῖ στόν ὑποβιβασµό τῆς τάξεως (reduction of order) εἰσήχθη ἀπό τόν
Jean D’Alembert (1717–1783).
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῾Οπότε γιά τήν ἐξίσωση (.) λαµβάνοµε τελικῶς ὡς γενική λύση τήν :

x = et(c1t2 + c2).

῾Η ἀνωτέρω εἶναι πράγµατι ἡ γενική της λύση διότι οἱ συναρτήσεις et καί t2et εἶναι γραµµικῶς
ἀνεξάρτητες. [Γιατί ;]

Γενική περίπτωση

Προβληµα. ∆οθέντος ὅτι ἡ ϕ ἀποτελεῖ µή µηδενική λύση τῆς ἐξισώσεως

x′′ + px′ + qx = 0,

τότε νά ϐρεθεῖ ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = h(t),

x(τ) = ξ0, x′(τ) = ξ1.
(.)

Μεθοδολογια Επιλυσεως. Θέτοµε ἐκ νέου x = ϕv ὁπότε

x′ = ϕv′ + ϕ′v, x′′ = ϕv′′ + 2ϕ′v′ + ϕ′′v.

Ἀντικαθιστῶντας στήν ἐξίσωση ἔχοµε :

x′′ + px′ + qx = ϕv′′ + 2ϕ′v′ + ϕ′′v + p(ϕv′ + ϕ′v) + qϕv

= v(ϕ′′ + pϕ′ + qϕ) + ϕv′′ + (2ϕ′ + pϕ)v′

= ϕv′′ + (2ϕ′ + pϕ)v′.

Ἄρα ἀναγόµεθα στήν ἐξίσωση

ϕv′′ + (2ϕ′ + pϕ)v′ = h, (.)

ἡ ὁποία δύναται νά ἐπιλυθεῖ ὡς γραµµική πρώτης τάξεως :

v′′ +
(

2ϕ′ + pϕ

ϕ

)
v′ =

h
ϕ

.

῾Ως ὁλοκληρωτικό παράγοντα αὐτῆς, δυνάµεθα νά ἐπιλέξοµε τήν συνάρτηση:

µ(t) = exp
(∫ t

τ

2ϕ′(s) + p(s)ϕ(s)
ϕ(s)

ds
)

= exp
(∫ t

τ

2ϕ′(s)
ϕ(s)

ds
)

exp
(∫ t

τ
p(s) ds

)

= exp
(
2 log |ϕ(t)|) exp

(∫ t

τ
p(s) ds

)
= ϕ2(t) exp

(∫ t

τ
p(s) ds

)
,
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γιά κάποιο τ ∈ I. Ἄν λοιπόν πολλαπλασιάσοµε µ’ αὐτόν τήν (.) ϑά ἔχοµε :
(

ϕ2(t) e
∫ t

τ p(s) dsv′
)′

= ϕ(t) h(t) e
∫ t

τ p(s) ds. (.)

῞Οµως, ἐπειδή x′ = ϕ′v + ϕv′, τότε

ϕ2(t)v′ = ϕ(t)x′ − ϕ(t)ϕ′(t)v = ϕ(t)x′ − ϕ′(t)x.

Κατ’ αὐτό τόν τρόπο ἡ (.) λαµβάνει τήν µορφή:
(

e
∫ t

τ p(s) ds(ϕ(t)x′ − ϕ′(t)x
))′

= ϕ(t)h(t)e
∫ t

τ p(s) ds.

῾Ολοκληρώνοντας στό διάστηµα [τ, t] καί ἐνσωµατώνοντας τίς ἀρχικές συνθῆκες τοῦ προβλή-
µατος ἀρχικῶν τιµῶν (.) λαµβάνοµε

e
∫ t

τ p(s) ds(ϕ(t)x′ − ϕ′(t)x
)− (

ϕ(τ)ξ1 − ϕ′(τ)ξ0
)

=
∫ t

τ
ϕ(s)h(s)e

∫ s
τ p(σ)dσ ds,

ἤ

ϕ(t)x′ − ϕ′(t)x = e−
∫ t

τ p(s) ds(ϕ(τ)ξ1 − ϕ′(τ)ξ0
)
+

∫ t

τ
ϕ(s)h(s)e−

∫ t
s p(σ)dσ ds,

ἡ ὁποία ἀποτελεῖ πρώτης τάξεως πλέον ἐξίσωση. Ἄρα λοιπόν ἡ τάξη τῆς ἀρχικῆς ἐξισώσεως
ἔχει ἤδη µειωθεῖ κατά ἕνα. Τοιουτοτρόπως, τό ἀρχικό πρόβληµα ἀνήχθη στό κατωτέρω πρό-
ϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν

x′ −
( ϕ′(t)

ϕ(t)

)
x = g(t), x(τ) = ξ0,

τό ὁποῖο εἶναι πρώτης τάξεως καί

g(t) =
1

ϕ(t)
e−

∫ t
τ p(s) ds(ϕ(τ)ξ1 − ϕ′(τ)ξ0

)
+

∫ t

τ
ϕ(s)r(s) e−

∫ t
s p(σ)dσ ds.

Σηµειωτέον τήν ἀνωτέρω διαδικασία πρέπει νά ὑποθέσοµε ὅτι ϕ(τ) 6= 0.

᾿Ασκήσεις

.. Νά εὑρεθεῖ ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως

(1− t) x′′ + t x′ − x = 2(t− 1)2e−t,

δεδοµένου ὅτι ἡ ϕ = et ἀποτελεῖ εἰδική λύση τῆς ἀντίστοιχης ὁµοιογενοῦς.

.. Νά ἐπιλυθεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

t x′′ − (1 + t)x′ + x = t2e2t,
x(1) = x′(1) = 0,

δεδοµένου ὅτι ἡ συνάρτηση ϕ = t + 1 ἀποτελεῖ λύση τῆς ἀντίστοιχης ὁµοιογενοῦς συνήθους διαφορικῆς
ἐξισώσεως τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος.
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.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῆς µή ὁµοιογενοῦς ἐξισώσεως δευτέρας τάξεως

x′′ − ϕ′′

ϕ
x = h,

ἀφοῦ πρῶτα ϐρεθεῖ κατάλληλη λύση τῆς ἀντίστοιχης µή ὁµοιογενοῦς. Νά ἐκφρασθεῖ ἡ γενική λύση µέ
κατάλληλο ὁλοκλήρωµα.

.. ∆εῖξτε ὅτι ἄν ἡ ϕ ἀποτελεῖ λύση τῆς ἐξισώσεως

x′′′ + p2(t)x′′ + p1(t)x′ + p0(t)x = 0

καί x = ϕ(t)y, τότε ἡ y ἱκανοποιεῖ τήν ἐξίσωση

ϕy′′′ +
(
3ϕ′ + p2 ϕ

)
y′′ +

(
3ϕ′′ + 2p2 ϕ′ + p1 ϕ

)
y′ = 0.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως

(2− t) x′′′ + (2t− 3) x′′ − t x′ + x = 0,

δεδοµένου ὅτι ἡ ϕ(t) = et ἀποτελεῖ λύση αὐτῆς.

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση τῆς ἐξισώσεως

(t3 + 3t2) x′′′ − (3t2 + 6t) x′′ + (6t + 6)x′ − 6x = 0,

δεδοµένου ὅτι οἱ συναρτήσεις ϕ1(t) = t2 καί ϕ2(t) = t3 ἀποτελοῦν λύσεις αὐτῆς.

5.7 Μή γραµµικές ἐξισώσεις

Σ’ αὐτή τήν παράγραφο ϑά δοῦµε δύο µεθόδους οἱ ὁποῖες µᾶς ἐπιτρέπουν νά ἀναγάγοµε µή
γραµµικές ἐξισώσεις δευτέρας (ἤ ἀνωτέρας) τάξεως εἰδικῶν µορφῶν σέ πρώτης (ἤ µειωµένης
κατά ἕνα) τάξεως. Συγκεκριµένα ἡ ἐπίλυσή τους ϑά ἀναχθεῖ σέ ἐπίλυση δύο ἐξισώσεων
πρώτης τάξεως ϐαθµωτῶν.

5.7.1 Αὐτόνοµες ἐξισώσεις

Εἶναι οἱ ἐξισώσεις τῆς µορφῆς
x′′ = f (x, x′). (.)

῾Η ἀναγωγή σέ ἐξισώσεις πρώτης τάξεως πραγµατοποιεῖται µέσῳ ἀναζητήσεως συναρτήσεως
ϱοῆς u γιά τήν ὁποία ἰσχύει ὅτι :

x′ = u(x). (.)

Παραγωγίζοντας τήν (.) ὡς πρός t λαµβάνοµε :

x′′ = u′(x)x′ = u′(x)u(x).
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῾Ως ἐκ τούτου ἡ (.) λαµβάνει τήν µορφή

u′(x)u(x) = f
(
x, u(x)

)
,

ἤ

u′(x) =
f
(
x, u(x)

)

u(x)
,

ἡ ὁποία ἀποτελεῖ ἐξίσωση πρώτης τάξεως µέ Ϲητούµενη συνάρτηση τήν u καί µεταβλητή αὐτῆς
τήν x.

Προβληµα. Νά ἐπιλυθεῖ ἡ ἐξίσωση:
xx′′ = (x′)2.

Επιλυση. ῾Η ἐξίσωσή µας γράφεται :

x′′ =
(x′)2

x
.

Ἀναζητοῦµε u ἱκανοποιοῦσα τήν ἐξίσωση x′ = u(x) ὁπότε λόγῳ τῶν ἀνωτέρω ἡ u ϑά πρέπει
νά ἱκανοποιεῖ τήν ἐξίσωση

u′ =
f (x, u)

u
=

u2/x
u

=
u
x

,

ἀπ’ ὅπου προκύπτει ὅτι u = c1x, γιά κάποιο c1 σταθερό. Ἄρα ἡ x ϑά ἱκανοποιεῖ τήν ἐξίσωση
πρώτης τάξεως

x′ = c1x,

ἡ ὁποία ἔχει γενική λύση
x = c2ec1t,

καί ἀποτελεῖ διπαραµετρική οἰκογένεια.

5.7.2 Μή γραµµικές ὁµοιογενεῖς

Εἶναι οἱ ἐξισώσεις τῆς µορφῆς
F(t, x, x′, x′′) = 0,

ὅπου ἡ F εἶναι ὁµοιογενής ὡς πρός x. ῎Ητοι

F(t, λx1, λx2, λx3) = λαF(t, x1, x2, x3),

γιά κάθε λ ϑετικό, γιά κάποιο α στό R. ᾿Εδῶ ὁ µετασχηµατισµός µας εἶναι

x = ey,

ὁπότε
x′ = eyy′, x′′ = ey(y′ + (y′)2).
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Ἄρα

0 = F
(
t, x, x′, x′′

)
= F

(
t, ey, eyy′, ey(y′′ + (y′)2)

)

= (ey)aF
(
t, 1, y′, y′′ + (y′)2),

ἤ ἰσοδύναµα:
F(t, 1, y′, y′′ + (y′)2) = 0,

ἡ ὁποία ἀποτελεῖ οὐσιαστικά ἐξίσωση πρώτης τάξεως.

Σηµειωτέον ὅτι ἡ ἴδια ἁπλούστευση ἐπιτυγχάνεται καί µέσῳ τοῦ µετασχηµατισµοῦ x = −ey

ὁ ὁποῖος πραγµατοποιεῖται ὅταν ἡ λύση λαµβάνει ἀρνητικές τιµές.

Προβληµα. Νά ἐπιλυθεῖ ἡ ἐξίσωση:

xx′′ = t(x′)2.

Επιλυση. ῾Η ἀνωτέρω εἶναι τῆς µορφῆς F(t, x, x′, x′′) = 0, ὅπου

F(t, x, x′, x′′) = xx′′ − t(x′)2.

Εἶναι προφανές ὅτι ἡ ἀνωτέρω F εἶναι ὡς πρός x ὁµοιογενής. Μέ τόν προηγηθέντα µετασχη-
µατισµό x = ey ἡ ἐξίσωση µας λαµβάνει τήν µορφή:

eyey(y′′ + (y′)2) = t
(
eyy′

)2,

ἤ ἁπλούστερα:
y′′ = (t− 1)(y′)2,

ἡ ὁποία λύεται ὡς ἐξίσωση χωριζοµένων µεταβλητῶν :

(y′)−2y′′ = (t− 1),

ἤ

−
(
(y′)−1

)′
=

(
t2

2
− t

)′
,

ὁπότε

−(y′)−1 =
t2

2
− t + c1,

καί ἄρα

y′ = − 1
t2

2
− t + c1

= − 2
(t− 1)2 + 2c1 − 1

.
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Γιά νά ϐρεθεῖ ἡ γενική ἔκφραση τῆς x ϑά πρέπει νά ὑπολογισθεῖ τό ἀνωτέρω ἀόριστο
ὁλοκλήρωµα, στό ὁποῖο ϑά ἐµφανίζονται δύο ἐλεύθερες σταθερές c1, c2 καί ἀκολούθως ϑά
προβοῦµε στόν ἀντίστροφο µετασχηµατισµό

x = log y,

ἤ x = log(−y).

᾿Ασκήσεις

.. Νά ϐρεθεῖ ἡ γενική λύση στίς ἐξισώσεις οἱ ὁποῖες ἀκολουθοῦν:

(i) x′′ + (x′)2 − e−x = 0. (ii) xx′′ + (x′)3 = 0. (iii) x′′ = t2x.

(iv) xx′′ =
(

x′
)2

t
. (v) x2x′′ + x (x′)2 − 1

2
= 0. (vi) x′′ + x (x′)3 = 0.

(vii) xx′′ + f (t)(x′)2 = 0. (viii) x′x′′ + f (t)x2 = 0. (xi) x′′ + 3xx′ + x3 = 1.

.. Τί συµβαίνει ἄν ἐπιχειρήσοµε νά ἐπιλύσοµε τήν ἐξίσωση

αx′′ + βx′ + γ = 0,

ὡς αὐτόνοµη ;

.. Τί συµβαίνει ἄν ἐπιχειρήσοµε νά ἐπιλύσοµε τήν ἐξίσωση

x′′ + p(t)x′ + q(t) = 0,

ὡς ὁµοιογενῆ ὡς πρός x;

.. Τί συµβαίνει ἄν ἐπιχειρήσοµε νά ἐπιλύσοµε τήν ἐξίσωση

αt2x′′ + βtx′ + γ = 0,

ὡς ὁµοιογενῆ ὡς πρός x;
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Κεφάλαιο 6

᾿Επεκτασιµότης τῶν λύσεων

Τά ϑεµελιώδη ϑεωρήµατα ὑπάρξεως 3.3.11 καί 3.4.5, ἐξασφαλίζουν λύση τοπικῶς καί συγ-
κεκριµένα σ’ ἕνα µικρό διάστηµα µέ µέσο τόν ἀρχικό χρόνο. Εἶναι ἄραγε αὐτό ὅ,τι καλύτερο
δυνάµεθα νά ἐπιτύχοµε ; ῾Η ἀπάντηση, εἶναι ϐεβαίως ἀρνητική. Στήν πραγµατικότητα,
ὅταν ὑπάρχουν συνθῆκες ἐξασφαλίζουσες καθολική µοναδικότητα, τότε εἴµαστε σέ ϑέση νά
κατασκευάσοµε µεγίστως ὁρισµένη λύση, δηλαδή νά ἐπεκτείνοµε τήν λύση ὅσο αὐτό εἶναι
δυνατόν. Συγχρόνως ϑά δοῦµε πῶς ἐξασφαλίζεται ἡ καθολικότης στήν ὕπαρξη τῶν λύσεων.

6.1 Λύση ὁρισµένη σέ µέγιστο διάστηµα

Χρησιµοποιῶντας καθαρῶς συνολοθεωρητικές µεθόδους, εἴµεθα τώρα σέ ϑέση νά ἀποδείξοµε
ὅτι, ὅταν πληροῦνται προϋποθέσεις ἐξασφαλίζουσες τήν καθολική µοναδικότητα στίς λύ-
σεις προβλήµατων ἀρχικῶν τιµῶν, τότε εἶναι δυνατός ὁ ὁρισµός µεγίστως ὁρισµένων λύσεων.

Ἀργότερα ϑά δοῦµε ὅτι, ἀκόµη κι’ ἄν δέν πληροῦνται τέτοιες προϋποθέσεις, ὑπάρχουν µεγι-

στικῶς ὁρισµένες λύσεις, δηλαδή λύσεις οἱ ὁποῖες δέν ἀποτελοῦν τόν γνήσιο περιορισµό
ἄλλων λύσεων. (Βλέπε Πρόταση 6.3.1 στήν σελίδα 279) Αὐτές οἱ µεγιστικῶς ὁρισµένες λύσεις
δύνανται νά εἶναι ἄπειρες τό πλῆθος σέ προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν στά ὁποῖα ἡ συνάρτηση
ϱοῆς δέν ἱκανοποιεῖ συνθῆκες ἐξασφαλίζουσες τήν µοναδικότητα. (Βλέπε γιά παράδειγµα τό
πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν (.) στήν σελίδα 39.)

῎Εχοµε συγκεκριµένα τό ἑξῆς ἀποτέλεσµα:

Πρόταση 6.1.1. ῎Εστω ὅτι στό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ,

(.)

ἱκανοποιοῦνται συνθῆκες ἐξασφαλίζουσες τήν καθολική µοναδικότητα λύσεων. Τότε τό (.)
ἔχει µεγίστως ὁρισµένη λύση.
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῎Ητοι : ὑπάρχει µοναδική λύση ϕ : I → R, (ὅπου I ἀνοικτό διάστηµα), τοῦ προβλήµατος
ἀρχικῶν τιµῶν (.) µέ τήν ἰδιότητα : Ἄν ψ : J → R ἄλλη λύση, τότε τό J εἶναι ὑποσύνολο τοῦ

I καί ἡ ψ ἀποτελεῖ περιορισµό τῆς ϕ στό J.

Περίγραµµα της Αποδείξεως. ῎Εστω S τό σύνολο ὅλων τῶν λύσεων τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν
τιµῶν (.). [᾿Εννοιεῖται ϐεβαίως ὅτι κάθε τέτοια λύση ἔχει πεδίο ὁρισµοῦ ἀνοικτό διάστηµα
τό ὁποῖο περιέχει τό τ.) ῾Ορίζοµε τώρα

ϕ =
⋃

ψ∈S
ψ. (.)

῾Η ἀνωτέρω ἕνωση συναρτήσεων ἀποτελεῖ τήν ἕνωση τῶν γραφηµάτων τους. ∆ηλαδή, ἄν ψ∈S ,
τότε

ψ = { (
t, ψ(t)

)
: t∈Dom(ψ)

}

καί ὡς ἐκ τούτου, ἡ ϕ ἡ ὁποία ὁρίζεται ἀπό τήν (.) εἶναι ἐκ πρώτης ὄψεως ἕνα σύνολο
διατεταγµένων Ϲευγῶν. Γιά νά ἀποτελεῖ συνάρτηση (ἤ γράφηµα συναρτήσεως), ϑά πρέπει νά
ἰσχύει τό µονοσήµαντο. ∆ηλαδή ὁποτεδήποτε

(t, η), καί (t, ζ) ∈ ϕ τότε η = ζ.

Γιά νά ἀποδειχθεῖ λοιπόν ὅτι ἡ ϕ ἀνωτέρω εἶναι ἡ Ϲητούµενη λύση, ἀπαιτοῦνται τά ἀκόλουθα:

(i) ῾Η ϕ εἶναι συνάρτηση. Αὐτό ἀποτελεῖ συνέπεια τῆς καθολικῆς µοναδικότητος.

(ii) ῾Η ϕ εἶναι λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν (.). Αὐτό προκύπτει ἀπό τό γεγονός
ὅτι ἡ ϕ ἀποτελεῖ ἕνωση τέτοιων λύσεων.

(iii) ῾Η ϕ εἶναι µεγίστως ὁρισµένη. ῎Ητοι, κάθε ἄλλη λύση ἀποτελεῖ περιορισµό αὐτῆς.
Πράγµατι αὐτό προκύπτει ἀπό τόν ὁρισµό της (.).

ὅ.ἔ.δ.

Τό ἑπόµενο ἐρώτηµα τό ὁποῖο τίθεται εἶναι µέχρι ποῦ εἶναι δυνατόν νά ὁρισθεῖ ἡ λύση.
∆ιαισθητικῶς, µελετῶντας πεδία ϱοῆς µέσῳ ὑπολογιστῶν, ἡ ἀπάντηση ἡ ὁποία λαµβάνεται
εἶναι :

῾Η λύση ὁρίζεται µέχρις ὅτου τό γράφηµά της ἐξέλθει ἀπό τό πεδίο ὁρισµοῦ τῆς συναρτήσεως
ϱοῆς.

῾Η ἐξόδος τοῦ γραφήµατος τῆς λύσεως ἀπό τό πεδίο ὁρισµοῦ τῆς ϱοῆς δύναται νά λάβει χώραν
κατά διάφορους τρόπους.

Παραδείγµατα
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(i) Στό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = x2

x(0) = 1
,

ἡ λύση δέν δύναται νά ὁρισθεῖ πέραν τοῦ t = 1, ὅπου ἀπειρίζεται καί τό γράφηµά της
ἐξέρχεται καθέτως ἀπό τό πεδίο ὁρισµοῦ τῆς ϱοῆς.

(ii) Στό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = 1 +
√

1− x
x(0) = 1

,

ἰσχύει ὅτι ἄν ϕ λύση, τότε ϕ(t) ≥ t. ῾Η λύση ϐεβαίως ὁρίζεται ἐφ’ ὅσον ϕ(t) ≤ 1. ῾Ως ἐκ
τούτου γιά κάποια χρονική στιγµή t∗ ≤ 1 τό γράφηµα τῆς λύσεως ἐξέρχεται ὁριζοντίως

ἀπό τό πεδίο ὁρισµοῦ τῆς ϱοῆς.

Τί συµβαίνει ὅµως ὅταν δέν ἔχοµε συνθῆκες ἐξασφαλίζουσες τήν µοναδικότητα ;

Στήν περίπτωση αὐτή, ὅπως ϑά δοῦµε, κάθε λύση δύναται νά ἐπεκταθεῖ ἐπίσης πρός κάποια
µεγίστως ὁρισµένη λύση. ᾿Επειδή ὅµως αὐτό δέν πραγµατοποεῖται ἀπαραιτήτως κατά µονα-
δικό τρόπο, ὑπάρχουν δηλαδή ἐνδεχοµένως πολλές τέτοιες µέγιστες ἐπεκτάσεις, δέν ϑά τίς
καλοῦµε µέγιστες ἀλλά µεγιστικές.

6.2 ᾿Επίτευξη καθολικῆς λύσεως

Σ’ αὐτή τήν ἑνότητα ϑά µᾶς ἀπασχολήσει τό ἑξῆς ἐρώτηµα:

Προβληµα. Ποιές συνθῆκες πρέπει νά πληροῖ ἡ συνάρτηση ϱοῆς f , ὥστε τό πρόβληµα
ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ,

(.)

νά ἔχει καθολική λύση ;

Γενική ἀπάντηση σ’ αὐτό τό ἐρώτηµα δέν ὑπάρχει. ῾Υπάρχουν ἀπαντήσεις σέ εἰδικές περιπ-
τώσεις. Συγκεκριµένα ἔχοµε ἤδη δεῖ ὅτι στίς γραµµικές ἐξισώσεις κάτι τέτοιο ἰσχύει. Ἄν
δηλαδή στό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = p(t)x + q(t)
x(τ) = ξ,
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οἱ συναρτήσεις p καί q εἶναι συνεχεῖς στό ἀνοικτό διάστηµα I στό ὁποῖο ἀνήκει καί ὁ ἀρχικός
χρόνος τ, τότε τό ἀνωτέρω πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν ἔχει λύση σ’ ὅλο τό I. ᾿Ιδιαιτέρως, ἄν
I = R, τότε τό ἀνωτέρω ἔχει καθολική λύση.

Τί ἀκριβῶς συµβαίνει ὅταν δέν ἔχοµε καθολική λύση ;

Συγκεκριµένα, ἄν ἡ µέγιστα ὁρισµένη λύση ἑνός προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν δέν δύναται
νά ἐπεκταθεῖ πέραν τοῦ β < ∞ (ἤ ἀντιστοίχως γιά τιµές µικρότερες τοῦ α > −∞), τότε τί
ἀκριβῶς συµβαίνει µέ τήν λύση πλησίον τοῦ β; (ἤ ἀντιστοίχως πλησίον τοῦ α;)

Τήν ἀπάντηση µᾶς τήν δίδει ἡ ἀκόλουθη πρόταση:

Πρόταση 6.2.1. ῎Εστω f : R2 → R συνεχής καί συνεχής Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη
µεταβλητή. ῎Εστω ϕ : (α, β) → R, µεγίστως ὁρισµένη λύση τοῦ (.). Ἄν β < ∞ (ἀντισ-
τοίχως α > −∞), τότε

lim
t→β−

ϕ(t) = −∞ ἤ lim
t→β−

ϕ(t) = +∞. (.)

(Ἀντιστοίχως limt→α+ ϕ(t)∈{−∞, +∞}.)

Θά χρειαστοῦµε τά ἑξῆς λήµµατα:

Λῆµµα 6.2.2. ῎Εστω f : R2 → R συνεχής καί συνεχής Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη
µεταβλητή. ῎Εστω ϕ : (α, β) → R, λύση τοῦ (..) Ἄν β < ∞ (ἀντιστοίχως α > −∞)
καί ϕ|[τ,β) ϕραγµένη (ἀντιστοίχως ϕ|(α,τ] ϕραγµένη), τότε τό ὅριο limt→β− ϕ(t) (ἀντιστοίχως
limt→α+ ϕ(t)), ὑπάρχει στό R.

Αποδειξη. Βλέπε Ἄσκηση .., στήν σελίδα 55. 2.

Λῆµµα 6.2.3. ῎Εστω f : R2 → R συνεχής καί συνεχής Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη
µεταβλητή. ῎Εστω ϕ : (α, β) → R λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ.

(.)

Ἄν β < ∞ (ἀντιστοίχως, α > −∞) καί τό ὅριο limt→β− ϕ(t) ὑπάρχει στό R (ἀντιστοίχως,
τό ὅριο limt→α+ ϕ(t) ὑπάρχει στό R), τότε ἡ ϕ δύναται νά ἐπεκταθεῖ καί πέραν τοῦ β,
(ἀντιστοίχως, δύναται νά ἐπεκταθεῖ γιά τιµές µικρότερες τοῦ α) καί ὡς ἐκ τούτου ἡ ϕ δέν
ἀποτελεῖ µεγίστως ὁρισµένη λύση τοῦ (.).
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Αποδειξη. ῎Εστω ὅτι :

lim
t→β−

ϕ(t) = η ∈ R

καί ψ : [β− γ, β + γ] λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x)
x(β) = η.

(.)

῾Ως γνωστόν τέτοια ὑπάρχει γιά κάποιο γ > 0. Τότε ἡ συνάρτηση:

ζ(t) =





ϕ(t) ἄν t ∈ (α, β)

ψ(t) ἄν t ∈ [β, β + γ),

ϑά δείξοµε ὅτι ἀποτελεῖ λύση τοῦ (.). Πράγµατι ἡ ζ ἱκανοποιεῖ τήν ἀρχική συνθήκη
x(τ) = ξ, καθώς καί τήν διαφορική ἐξίσωση x′ = f (t, x), γιά κάθε t στό διάστηµα (α, β + γ),
ἐκτός ἐνδεχοµένως στό t = β. Ἀρκεῖ λοιπόν νά δείξοµε ὅτι ἡ ζ εἶναι πράγµατι διαφορίσιµη
στό β καί

ζ ′(β) = f
(

β, ζ(β)
)

= f (β, η). (.)

῾Η δεξιά παράγωγος τῆς ζ στό t = β, προφανῶς ὑπάρχει καί ἰσοῦται µέ f (β, η), ἀφοῦ ἡ ζ

ἀποτελεῖ λύση τοῦ (.) στό [β, β + γ). Ἄν τώρα t < β, τότε λόγῳ τῆς ὁλοκληρωτικῆς µορφῆς
τοῦ (.) ἔχοµε :

ζ(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ζ(s)

)
ds. (.)

Ἄν τώρα t → β−, τότε τό ἀριστερό µέλος τῆς (.) τείνει, ἐξ ὑποθέσεως, στό η ἐνῶ τό δεξιό

στό
∫ β

τ
f
(
s, ζ(s)

)
ds διότι ἡ συνάρτηση ω(t) = f

(
t, ϕ(t)

)
εἶναι συνεχής στό [τ, β) καί

ἐπεκτείνεται συνεχῶς στό β µέ ω(β) = limt→β− f
(
t, ϕ(t)

)
= f (β, η). Ἄρα

η = ξ +
∫ β

τ
f
(
s, ζ(s)

)
ds. (.)

Ἀφαιρῶντας τίς (.) καί (.) καί διαιρῶντας διά t− β λαµβάνοµε:

ζ(t)− ζ(β)
t− β

=
1

t− β

∫ t

β
f
(
s, ζ(s)

)
ds → f (β, η).

῾Η ἀντίστοιχη περίπτωση πλησίον τοῦ α ἀντιµετωπίζεται παροµοίως. 2

Απόδειξη της Προτάσεωςς 6.2.1. Ἄν ϕ : (α, β) → R, µέγιστα ὁρισµένη λύση καί β < ∞,
τότε ϐάσει τῶν Ληµµάτων 6.2.2 καί 6.2.3, ἡ ϕ δέν εἶναι ϕραγµένη στό διάστηµα [τ, β). Ἄν
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ἐπί πλέον δέν ἰσχύει ἡ (.), τότε γιά τήν ϕ ϑά πρέπει νά ὑπάρχουν ἀκολουθίες tn καί sn,
n∈N, ὥστε :

sn, tn ∈ (α, β), sn, tn → β

καί A, B∈R ὥστε :

ϕ(sn) ≤ A , ϕ(tn) ≥ B καί A < B.

Οἱ ἀκολουθίες αὐτές, λόγῳ συνεχείας τῆς ϕ καί ἰδιαιτέρως τοῦ Θεωρήµατος τῆς ᾿Ενδιαµέσου
Τιµῆς, δύνανται νά ἐπιλεγοῦν ὥστε :

(i) s1 < t1 < s2 < t2 < · · · .

(ii) ϕ(sn) = A καί ϕ(tn) = B γιά κάθε n ∈ N.

(iii) f [sn, tn] = [A, B] γιά κάθε n∈N.

῾Ως ἐκ τούτου ἄν

M = max
[τ,β]×[A,B]

| f (t, x)|,

τότε

|B− A| = |ϕ(tn)− ϕ(sn)|

≤
∫ tn

sn

| f (s, ϕ(s)
)| ds

≤ M|tn − sn|.

Ἄτοπο, διότι |B− A| > 0 ἐνῶ |tn − sn| → 0. 2

Στήν παροῦσα ἑνότητα ϑά δοῦµε ὁρισµένα χαρακτηριστικά παραδείγµατα καθολικῶς ὁρισί-
µων λύσεων:

6.2.1 Φραγµένη ϱοή

῎Εστω f ∈ C(R2) καί τοπικῶς συνεχής Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή. ῎Εστω
ἐπίσης ὅτι | f (t, x)| ≤ M < ∞, γιά κάθε (t, x) ∈R2. Ἄν τώρα ϕ : (α, β) → R, λύση τοῦ
προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ,
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τότε προφανῶς γιά t > τ ἰσχύει ὅτι :

|ϕ(t)− ϕ(τ)| =
∣∣∣∣
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds

∣∣∣∣

≤
∫ t

τ
| f (s, ϕ(s)

)| ds ≤≤ M(t− τ).

Πράττοντας ἀναλόγως γιά t < τ λαµβάνοµε τελικῶς ὅτι σ’ ὅλες τίς περιπτώσεις

|ϕ(t)− ϕ(τ)| ≤ M|t− τ|.

῾Ως ἐκ τούτου δέν εἶναι δυνατόν λύση τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν νά ἐκραγεῖ
σέ πεπερασµένο χρόνο. ῎Ητοι, ἡ (.) δέν δύναται νά συµβαίνει.

Ἄρα, λόγῳ τῆς Προτάσεως 6.2.1, ἄν ἡ συνάρτηση ϱοῆς εἶναι ϕραγµένη, τότε τό ἀντίστοιχο
πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν δέχεται καθολική λύση.

6.2.2 ῾Υπογραµµική ϱοή

῾Η ἀπαίτηση ἀπό τήν συνάρτηση ϱοῆς νά εἶναι ϕραγµένη εἶναι σίγουρα ὑπερβολική. Τό ἰδιο
ἀποτέλεσµα λαµβάνεται καί µέ τήν ὑπόθεση ὅτι ἡ ϱοή εἶναι ὑπογραµµική ὡς πρός x, δηλαδή:

| f (t, x)| ≤ α(t)|x|+ β(t) ,

ὅπου α(t), β(t) ≥ 0 καί συνεχεῖς.

Ἄν ϕ : I → R ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

x′ = f (t, x), x(τ) = ξ

καί ϕ−, ϕ+, λύσεις τῶν
{

x′ = −(
α(t)|x|+ β(t)

)

x(τ) = −|ξ| ,

{
x′ = α(t)|x|+ β(t))
x(τ) = |ξ|,

οἱ ὁποῖες ὁρίζονται σ’ ὅλο τό R (γιατί ;), τότε προφανῶς ϑά ἰσχύει ὅτι :

min{ϕ−(t), ϕ+(t)} ≤ ϕ(t) ≤ max{ϕ−(t), ϕ+(t)}. (.)

(Γιατί ;) ῾Εκάστη τῶν ϕ± ὁρίζεται καθολικῶς (γιατί ;) καί ὡς ἐκ τούτου, λόγῳ τῆς (.), ἡ ϕ

δέν δύναται νά ἐκραγεῖ σέ πεπερασµένο χρόνο.

῾Ως ἐκ τούτου, λόγῳ τῆς Προτάσεως ., ἡ ϕ δύναται νά ὁρισθεῖ σ’ ὅλο τό R.
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6.2.3 Ροή ὁµοιοµόρφως Lipschitz

Σ’ αὐτή τήν ὑποενότητα µελετοῦµε τήν περίπτωση ὅπου ἡ συνάρτηση ϱοῆς, ἁφ’ ἑνός µέν
ὁρίζεται σ’ ὅλο τό R2, ἀφ’ ἑτέρου ἱκανοποιεῖ τήν ἀνισότητα

| f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ α(t) |x1 − x2| , (.)

γιά κάθε t, x1, x2∈R γιά κάποια συνεχῆ συνάρτηση α : R → R+
0 .

Σ’ αὐτή τήν περίπτωση ἔχοµε τά ἀκόλουθα:

(i) ῾Η ἀναδροµική ἀκολουθία Picard, {ϕn}n∈N, ἡ ὁποία προσεγγίζει τήν λύση τοῦ προβ-
λήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ,

(.)

ὁρίζεται καλῶς σ’ ὅλο τό R ἐφ’ ὅσον ἡ f ὁρίζεται σ’ ὅλο τό R2.

(ii) ῾Η {ϕn} ἱκανοποιεῖ τήν ἀνισότητα

|ϕn+1(t)− ϕn(t)| ≤ M
κ

κn+1|t− τ|n+1

(n + 1)!
≤ M

κ

(κl)n+1

(n + 1)!
,

ὅταν |t− τ| ≤ l καί

κ = max
|t−τ|≤l

α(t),

ἐνῶ

M = max
|t−τ|≤l, |x|≤r(l)

| f (t, x)|,

ὅπου r(l) = eκl .

(iii) ῾Η {ϕn}n∈N λοιπόν εἶναι τοπικῶς ὁµοιοµόρφως ἀκολουθία Cauchy σ’ ὅλο τό R. Τό
ὅριό της ἀποτελεῖ καθολική λύση τοῦ (.).

6.2.4 Αὐτόνοµες µέ ἄπειρο ὁλοκλήρωµα χρόνου

Ἀναφερόµεθα στήν περίπτωση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (x)
x(τ = ξ,

(.)
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ὅπου, ἀφ’ ἑνός µέν πληροῦνται συνθῆκες ἐξασφαλίζουσες τήν µοναδικότητα, ἀφ’ ἑτέρου δέ
f (x) > 0, γιά κάθε x∈R. Τότε ϑά δοῦµε ὅτι, ἡ λύση τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος ἐπεκτείνεται
σ’ ὅλο τό [τ, ∞) (ἀντιστοίχως σ’ ὅλο τό (−∞, τ]), ἄν καί µόνο ἄν

∫ ∞

ξ

dη

f (η)
= +∞.

(Ἀντιστοίχως
∫ −∞

ξ

(
1/ f (η)

)
dη < −∞.) Πράγµατι, ἔστω ὅτι f (x) > 0, σ’ ὅλο τό R. ῾Ορίζοµε

τήν συνάρτηση T : [ξ, ∞) → R, ὡς ἑξῆς :

T(x) = τ +
∫ x

ξ

dη

f (η)
.

Προφανῶς ἡ T εἶναι γνησίως αὔξουσα, µέ ϑετική παράγωγο, καί συνεχῶς διαφορίσιµη στό
πεδίο ὁρισµοῦ της. ᾿Επίσης ἡ T εἶναι 1-1 καί ἐπί ἀπό τό [ξ, ∞) στό [τ, t∗), ὅπου

τ +
∫ ∞

ξ

ds
f (s)

= t∗ ∈ (τ, ∞) ∪ {+∞}.

Ἄρα ἡ T εἶναι ἀντιστρέψιµη, µέ συνεχῶς διαφορίσιµη ἀντίστροφο. ᾿Ιδιαιτέρως γιά τήν T−1 :
[τ, t∗) → [ξ, ∞) ϑά ἰσχύει ὅτι :

lim
t→t∗

T−1(t) = +∞. (.)

᾿Επί πλέον ϑά ἔχοµε ὅτι
(
T
(

ϕ(t)
))′ = T′

(
ϕ(t)

) · ϕ′(t)

=
1

f
(

ϕ(t)
) · f

(
ϕ(t)

)
= 1.

᾿Επειδή ὅµως T
(

ϕ(τ)
)

= T(ξ) = τ, τότε ϑά ἔχοµε ὅτι

T
(

ϕ(t)
)

= t

καί τοιουτοτρόπως

ϕ(t) = T−1(t).

Λόγῳ ὅµως τῆς (.), ἡ ϕ ἐπεκτείνεται σ’ ὅλο τό [τ, ∞) ἄν καί µόνο ἄν t∗ = +∞. Ἄν
t∗ < ∞, τότε

lim
t→t∗

ϕ(t) = +∞

καί ἡ ϕ ἐκρήγνυται σέ πεπερασµένο χρόνο.
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῾Η περίπτωση ὅπου
∫ −∞

τ

1
f (η)

dη = −∞,

ἀντιµετωπίζεται κατά τόν ἴδιο τρόπο.

Παρατήρηση. ∆υναται εὐκόλως νά διαπιστωθεῖ ὅτι τό ἀνωτέρω κριτήριο παραχωρεῖ a fortiori

ἀποτελέσµατα καθολικότητος :

Ἄν ἡ ϑετική συνάρτηση g ἱκανοποιεῖ :

| f (t, x)| ≤ g(x),

γιά κάθε (t, x)∈R2, καί
∫ ∞

τ

1
g(dη)

dη = +∞,

τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ,

ἔχει καθολική λύση. ( Ἄσκηση.)

6.2.5 Αὐτόνοµες µέ µηδενιζόµενη ϱοή

Ἀναφερόµεθα στήν περίπτωση ἡ ὁποία περιγράφεται στήν πρόταση ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ. Μέ-
ϱος αὐτῆς ἐµφανίζεται στήν Ἄσκηση .. τῆς σελίδος 136.

Πρόταση 6.2.4. ῎Εστω f : (α, β) → R συνεχής Lipschitz καί ξ1, ξ2 ∈ (α, β), διαδοχικές
ϱίζες τῆς f , δηλαδή f (ξ1) = f (ξ2) = 0 καί f (x) 6= 0 γιά κάθε x ∈ (ξ1, ξ2). ῎Εστω ὅτι
ϕ : I → R λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (x)
x(τ) = ξ

ὅπου ξ ∈ (ξ1, ξ2). Τότε ἰσχύουν τά ἀκόλουθα:

(i) ϕ(t) ∈ (ξ1, ξ2) γιά κάθε t∈ I.

(ii) ῾Η ϕ εἶναι γνησίως µονότονη.

(iii) Τό ἀνωτέρω πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν ἔχει καθολική λύση.
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(iv) Ἄν f (ξ) > 0, τότε :

lim
t→−∞

ϕ(t) = ξ1 καί lim
t→+∞

ϕ(t) = ξ2.

Αποδειξη. Οἱ τιµές τῆς ϕ παραµένουν στό ἀνοικτό διάστηµα (ξ1, ξ2) διότι ἄν αὐτό δέν
συνέβαινε, τότε γιά κάποια χρονική στιγµή ϑά ἔπρεπε ϕ(t∗) = ξ1 ἤ ξ2. ᾿Επειδη ὅµως οἱ
σταθερές συναρτήσεις ϕ1(t) = ξ1 καί ϕ2(t) = ξ2, ἀποτελοῦν λύσεις τῆς x′ = f (x), τότε
λόγῳ µοναδικότητος, ἄν µιά ἄλλη λύση ἐλάµβανε σέ κάποια χρονική στιγµή κάποια ἀπό τίς
δύο αὐτές τιµές, ϑά ἔπρεπε νά ταυτίζεται µ’ αὐτήν παντοῦ. ῾Η ϕ εἶναι γνησίως µονότονη καί ἡ
f
(

ϕ(t)
)

διατηρεῖ τό πρόσηµό της. (Βλέπε Ἄσκηση .. στήν σελίδα 137.) ῾Η καθολικότης
τῆς µεγίστως ὁρισµένης λύσεως τοῦ ἀνωτέρω προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν, προκύπτει ἀπό τό
γεγονός ὅτι ἡ λύση ἐκεῖ ὅπου ὁρίζεται, ϕράσσεται ἀπό τά ξ1 καί ξ2.

Τέλος, στήν ἰδιότητα 4, ἐπειδή ἡ ϕ ϑά εἶναι αὔξουσα καί ϕραγµένη ἀπό τό ξ2, τότε τό ὅριο

lim
t→+∞

ϕ(t) = α,

ϑά ὑπάρχει στό R καί µάλιστα ϑά ἰσχύει ὅτι

ξ < α ≤ ξ2.

Ἄν ὅµως ἴσχυε ὅτι α < ξ2, τότε προφανῶς ϕ(t) ≤ α γιά κάθε t ∈ R, ὁπότε γιά κάθε
t∈ [τ, ∞) ϑά ἴσχυε ὅτι

ϕ′(t) = f
(

ϕ(t)
) ≥ max

x∈[ξ,α]
f (x) = β > 0.

Ἄρα :

ϕ(t) ≥ ϕ(τ) + β(t− τ) → +∞.

Ἄτοπο. 2

᾿Ασκήσεις

.. ∆είξατε ὅτι ἕκαστο ἐκ τῶν κάτωθι προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν ἔχει καθολική λύση:

(i) x′ = sin x,

(ii) x′ = cos tx,

(iii) x′ = tan−1 x,

(iv) x′ = x log(x2 + 1),

(v) x′ = et cos x,

(vi) x′ = tanh x,

(vii) x′ = et2 3
√

x3 + 1.
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.. Σέ καθένα ἀπό τά κάτωθι παραδείγµατα συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων, νά µελετηθεῖ κατά πόσον ὑπάρ-
χει καθολική λύση:

(i) x′ = x2 − sin2 t,

(ii) x′ = x2 − cos2 t,

(iii) x′ = sinh2 x− cos2 t,

(iv) x′ = sin2 t− sinh2 x.

Ποῖες ἐκ τῶν ἀνωτέρω ἔχουν µή ϕραγµένες λύσεις ;

.. ∆ίδεται τό πολυώνυµο p(x) = x3 + x + λ. ∆είξατε ὅτι γιά κάθε λ∈R, τό p ἔχει µοναδική πραγµατική
ϱίζα r = r(λ). ᾿Ιδιαιτέρως, δείξατε ὅτι ἡ r∈C∞(R).

.. ῎Εστω ὅτι ἡ συνάρτηση g : R → R+, ἱκανοποιεῖ :

| f (t, x)| ≤ g(x),

γιά κάθε (t, x)∈R2, καί
∫ ∞

τ

1
g(η)

dη = +∞. (.)

Τότε τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x),
x(τ) = ξ,

(.)

ἔχει λύση στό [τ, t). Ἄν ἐπί πλέον εἴχαµε ὅτι

| f (t, x)| ≤ g(|x|),

γιά κάθε (t, x)∈R2, τότε τό (.) ϑά ἀπελάµβανε καθολικότητος λύσεων.

.. ∆είξατε ὅτι τά σύστηµα
{

x′ = α(1− x2 − y2)
y′ = β(1− x2 − y2),

ἔχει καθολική λύση γιά κάθε ἀρχικές συνθῆκες.

.. Νά ἀποδειχθεῖ ἡ Πρόταση 2.2.1 στήν σελίδα 73.

Υποδειξη. ῾Η ἀντίστροφη συνάρτηση β ἱκανοποιεῖ τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:




x′ =
1

α(x)
x
(
α(0)

)
= 0.

∆είξατε ὅτι τό ἀνωτέρω ἔχει µοναδική καθολική λύση.
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6.3 Μεγιστικῶς ὁρισµένη λύση*

῎Εχοµε δεῖ ὅτι τό πρόβληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ

ἔχει λύση σέ κατάλληλο διάστηµα [τ−γ, τ + γ], ὅπου γ > 0, ἀκόµη καί µέ τήν ὑπόθεση ὅτι
ἡ f εἶναι ἁπλῶς συνεχής σέ κάποιο D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2 µέ (τ, ξ)∈D. ῾Η λύση αὐτή
ὁρίζεται τοπικῶς. Τό διάστηµα τό ὁποῖο µᾶς παρέχουν τά προαναφερθέντα ἀποτελέσµατα
ὑπάρξεως δύναται νά ἐπεκταθεῖ. Ἄν ὁρίσοµε ὡς ϕ̃ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = (t, x)
x(τ + γ) = ϕ(τ + γ),

ὁριζόµενη στό διάστηµα [τ + γ− γ1, τ + γ + γ1], ἡ ὁποία προκύπτει ἀπό τό Θεώρηµα 3.4.1,
τότε ἡ συνάρτηση ϕ1 ἡ ὁποία ὁρίζεται ὡς

ϕ1(t) =

{
ϕ(t) ἄν t ∈ [τ − γ, τ + γ]
ϕ̃(t) ἄν t ∈ (τ + γ, τ + γ + γ1],

ἀποτελεῖ ἐπίσης λύση καί τῶν προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν ἀνωτέρω καί ἰδιαιτέρως ἐπέκταση
τῆς ϕ. ῾Η διαδικασία τῶν διαδοχικῶν ἐπεκτάσεων δύναται νά συνεχιστεῖ ἐπ’ ἄπειρον, τόσο ἐκ
δεξιῶν ὅσο καί ἐξ ἀριστερῶν τοῦ ἀρχικοῦ χρόνου. Βεβαίως αὐτό δέν σηµαίνει ὅτι κατ’ αὐτό
τόν τρόπο δυνάµεθα νά κατασκευάσοµε λύση µέ πεδίο ὁρισµοῦ ὅλο τό R. Γιά παράδειγµα
στήν περίπτωση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = x2

x(0) = 1,

ἡ λύση εἶναι ἡ συνάρτηση ϕ(t) = 1/(1− t), ἡ ὁποία δέν δύναται νά ὁρισθεῖ στό [1, ∞),
παρά τό γεγονός ὅτι ἡ ϱοή ὁρίζεται παντοῦ καί εἶναι ὁµαλή ( f ∈ C∞ ). ᾿Εκεῖνο ὅµωςτό
ὁποῖο δύναται νά ὁρισθεῖ εἶναι µεγιστικῶς  ὁρισµένη λύση. ῎Ητοι, λύση µέ µεγιστικό πεδίο
ὁρισµοῦ, ἤ ἁπλούστερα, λύση ἡ ὁποία δέν δέχεται περαιτέρω ἐπεκτάσεις. Στήν δέ περίπτωση
ὅπου ἔχοµε συνθῆκες ἐξασφαλίζουσες τήν µοναδικότητα, ἡ λύση αὐτή δέν ϑά εἶναι τίποτα
ἄλλο ἀπό τήν µεγίστως ὁρισµένη λύση.

Συγκεκριµένα ἔχοµε τά ἀκόλουθα ἀποτέλεσµατα:

Πρόταση 6.3.1. Τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ,

(.)

ὅπου f ∈C(D), D ⊂ R ἀνοικτό καί (τ, ξ) ∈ D, δέχεται µεγιστικῶς ὁρισµένη λύση.
 ῾Ο ὅρος µεγιστικός ἀποτελεῖ ἀπόδοση τοῦ ἀγγλικοῦ ὅρου µαξιµαλ.
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Αποδειξη. ῾Η ἀπόδειξη εἶναι καθαρῶς συνολοθεωρητική. Γίνεται χρήση τοῦ Λήµµατος τοῦ
Zorn, τό ὁποῖο εἶναι ἰσοδύναµο τοῦ Ἀξιώµατος τῆς ᾿Επιλογῆς. ᾿Ιδιαιτέρως ϑά χρησιµοποιή-
σοµε τήν ἀκόλουθη ἐκδοχή:

Λῆµµα 6.3.2. (Λῆµµα τοῦ Zorn) Ἄν 〈S,≺〉, µερικῶς διατεταγµένο σύνολο καί A ὑποσύνο-
λο αὐτοῦ, τότε τό A περιέχει µεγιστική ἁλυσίδα.

῎Εστω τώρα F = {ϕ : ϕ λύση τοῦ (6.17)}. Στήν Θεωρία Συνόλων µιά συνάρτηση δέν εἶναι
τίποτα ἄλλο ἀπό τό γράφηµά της, ἤτοι, ϕ =

{(
t, ϕ(t)

) ∣∣ t∈Dom(ϕ)
}
. Ἄρα τό σύνολο F

εἶναι µερικῶς διατεταγµένο ὡς πρός τήν σχεση τοῦ περιέχεσθαι. ∆ηλαδή:

ϕ1 ⊂ ϕ2 ⇐⇒ ϕ2 ἐπέκταση τῆς ϕ1.

Λόγῳ τοῦ Λήµµατος τοῦ Zorn ὑπάρχει µεγιστική ἁλυσίς C ⊂ F . ῾Η Ϲητούµενη µεγιστικῶς
ὁρισµένη συνάρτηση ϑά εἶναι ἡ

ϕ =
⋃ C.

᾿Επαφίεται στόν ἀναγνώστη νά διαπιστώσει ὅτι ἡ ἀνωτέρω ϕ εἶναι πράγµατι συνάρτηση, εἶναι
λύση τοῦ (.) καί τέλος εἶναι καί µεγιστικῶς ὁρισµένη. 2.

Παρατηρήσεις

(i) ῎Εχοµε ἤδη δεῖ παράδειγµα προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν τό ὁποῖο ἔχει ἄπειρες λύσεις.
Συγκεκριµένα τό

{
x′ = |x|α
x(0) = 0,

ὅπου α∈ (0, 1), ἔχει ὡς µεγιστικῶς ὁρισµένες λύσεις ὅλες τίς ϕt1,t2 οἱ ὁποῖες ὁρίζονται
ὡς :

ϕt1,t2(t) =





− ((1− α)(t1 − t))
1

1−α ἄν t < t1

0 ἄν t ∈ [t1, t2]

((1− α)(t− t2))
1

1−α ἄν t > t2,

ὅπου τά t1, t2 ἐπελέγησαν αὐθαιρέτως ὥστε t1 ≤ 0 ≤ t2.
Max Zorn (1906–1993). Γερµανός µαθηµατικός, µαθητής τοῦ Emil Artin. Τό Λῆµµα τοῦ Zorn ἀποδίδεται

στόν Πωλονό µαθηµατικό Kazimierz Kuratowski (1896–1980) ὁ ὁποῖος τό ἀνακάλυψε πρῶτος.
῞Ενα ὑποσύνολο τοῦ S τό ὁποῖο εἶναι ὁλικῶς διατεταγµένο ὡς πρός ≺ ὀνοµάζεται ἁλυσίς. Μία ἁλυσίς

ὀνοµάζεται µεγιστική ἄν δέν ἀποτελεῖ γνήσιο ὑποσύνολο ἄλλης ἁλυσίδος.
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(ii) Εἶναι δυνατός ὁ ὁρισµός µεγιστικῶς ὁρισµένης ὁλοκληρωτικῆς καµπύλης. Ἄν µᾶς
δίδεται κάποια συγκεκριµένη ὁλοκληρωτική καµπύλη, ἡ µεγιστική ϑά ἀποτελεῖ ἕνα
µεγιστικό στοιχεῖο τοῦ συνόλου τῶν ἐπεκτάσεών της. Σέ περίπτωση κατά τήν ὁποία
ἱκανοποιοῦνται συνθῆκες ἐξασφαλίζουσες τήν µοναδικότητα, ἔχοµε ὕπαρξη µεγίστως

ὁρισµένης ὁλοκληρωτικῆς καµπύλης.



 Κεφάλαιο 6. ᾿Επεκτασιµότης τῶν λύσεων



Κεφάλαιο 7

᾿Εξάρτηση λύσεων ἀπό παραµέτρους

Τό πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν:
{

x′ = λx
x(τ) = ξ,

(.)

ἔχει ὡς µοναδική λύση τήν συνάρτηση

ϕ(t) = ξeλ(t−τ), (.)

ἡ ὁποία ἀποτελεῖ, ὄχι µόνο συνάρτηση τοῦ t, ἀλλά καί συνάρτηση τοῦ ἀρχικοῦ χρόνου τ, τῆς
ἀρχικῆς τιµῆς ξ, καθώς ἐπίσης καί τῆς παραµέτρου λ ἡ ὁποία ἐµφανίζεται ἐντός τῆς συναρτή-
σεως ϱοῆς λ. ῾Η συνάρτηση ϕ ἀνωτέρω, ἐξαρτᾶται ὁµαλῶς (στήν συγκεκριµένη περίπτωση
κατά τρόπο C∞ ἤ ἀκόµη καλύτερα ἀναλυτικῶς), ὄχι µόνο ἀπό τόν χρόνο t, ἀλλά καί ἀπό
τόν ἀρχικό χρόνο τ, τήν ἀρχική τιµή ξ καί τήν παράµετρο λ. ῞Οπως ϑά δοῦµε κάτι τέτοιο
ἰσχύει ὁποτεδήποτε ἡ ϱοή f εἶναι ἐπαρκῶς ὁµαλή. Στήν παρών λοιπόν κεφάλαιο µελετοῦµε
πόσον ὁµαλῶς ἐξαρτῶνται οἱ λύσεις προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν ἀπό τίς προαναφερθεῖσες
παραµέτρους. ῾Υποθέτοµε πάντοτε ὅτι πληροῦνται κατάλληλες συνθῆκες ἐξασφαλίζουσες τήν
µοναδικότητα λύσεων στά προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν.

7.1 Τό καλῶς τοποθετηµένο

Γιατί ὅµως εἶναι τόσο σηµαντική ἡ µελέτη τῆς ἐξαρτήσεως τῶν λύσεων ἀπό τίς διάφορες
παραµέτρους τοῦ προβλήµατος ;

Ἄς ϑυµηθοῦµε ὅτι οἱ διαφορικές ἐξισώσεις περιγράφουν ϕυσικά ϕαινόµενα στά ὁποῖα οἱ
µέν ἀρχικές συνθῆκες ἐκτιµῶνται κατά προσέγγιση, ἡ δέ συνάρτηση ϱοῆς ἀποτελεῖ συνήθως
ἁπλουστευµένη ἐκδοχή τῆς ἀντίστοιχης συναρτήσεως ϱοῆς τοῦ ϕυσικοῦ προβλήµατος. Χρη-
σιµοποιεῖται συνήθως, µία σειρά παραδοχῶν, οἱ ὁποῖες καθιστοῦν τήν συνάρτηση ϱοῆς εὐκο-
λότεϱη στήν µελέτη.
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῾Η ἐξίσωση τῆς ἁρµονικῆς ταλαντώσεως γιά παράδειγµα, ἡ ὁποία περιγράφει τήν κίνηση τοῦ
ἐκκρεµοῦς

x′′ + ω2x = 0 (.)

ἀποτελεῖ προσέγγιση τῆς ἐξισώσεως

ϑ′′ +
g
l

sin ϑ = 0, (.)

ὅπου πέραν τῆς γραµµικοποιήσεως τοῦ προβλήµατος στό ὁποῖο τό sin x προσεγγίζεται ἀπό τό
x, ἄς µή µᾶς διαφεύγει ὅτι, τόσο ἡ ἐπιτάχυνση ϐαρύτητος g, ὅσο καί τό µῆκος l, ἐκτιµῶνται
µέ ὅση ἀκρίβεια ἐπιτρέπουν τά ὄργανα µετρήσεως. Τό γεγονός ὅτι ἡ κίνηση τοῦ ἐκκρε-
µοῦς πράγµατι προσεγγίζεται καλῶς ἀπό τήν λύση τῆς (.) ἀποτελεῖ συνέπεια τῆς ὁµαλῆς
ἐξαρτήσεως µικρῶν λύσεων τῆς (.) ἀπό παραµέτρους καί µικρές µεταβολές τῆς ϱοῆς. Τά
ἀποτελέσµατα τοῦ κλάδου τῶν διαφορικῶν ἐξισώσεων ϑά ἦσαν ἄνευ ϕυσικῆς σηµασίας καί
ἐφαρµογῶν ἄν µικρές µεταβολές τῶν ἀρχικῶν τιµῶν καί τῆς συναρτήσεως ϱοῆς εἶχαν ὡς
ἀποτέλεσµα σηµαντικές ποιοτικές ἤ ποσοτικές µεταβολές στίς λύσεις.

῞Ενα λοιπόν πρόβληµα εἶναι καλῶς τοποθετηµένο ἄν ἐκτός ἀπό ὕπαρξη καί µοναδικότητα
τῆς λύσεων ἔχοµε καί ὁµαλή ἐξάρτηση τῆς λύσεως ἀπό τίς διάφορες παραµέτρους οἱ ὁποῖες
ἐµφανίζονται στό πρόβληµα. Αὐτό σηµαίνει ὅτι :

Μικρή µεταβολή τῶν παραµέτρων δέν ἔχει ὡς συνέπεια τήν δραµατική µεταβολή τῆς λύσεως.

῎Η καλύτερα:

῾Η µεταβολή τῆς λύσεως ἐλέγχεται ἀπό τήν µεταβολή τῶν διαφόρων παραµέτρων.

7.2 Θεωρία ∆ιαταραχῶν

Ξεκινοῦµε µέ τήν µελέτη τοῦ πῶς εἶναι δυνατόν νά ἐλεγχθεῖ ἡ µεταβολή τῆς λύσεως ἀπό
τήν µεταβολή τῆς συναρτήσεως ϱοῆς. Αὐτό ἀποτελεῖ ἀποτέλεσµα τῆς Θεωρίας ∆ιαταραχῶν
(Perturbation Theory).

Ἄς δοῦµε κατ’ ἀρχάς τό ἀκόλουθο πρόϐληµα ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = κx + ε

x(τ) = ξ,

µέ λύση

ϕ(t, ε) = − ε

κ
+

(
ξ +

ε

κ

)
eκ(t−τ)

καί ὡς ἐκ τούτου

ϕ(t, ε)− ϕ(t, 0) =
ε

κ

(
eκ(t−τ) − 1

)
,
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τό ὁποῖο µᾶς λέγει ὅτι :

῾Η διαταραχή ε τῆς συναρτήσεως ϱοῆς ἔχει ὡς συνέπεια, ἐλεγχόµενη ἀπό τό ε, διαταραχή τῆς
λύσεως.

῞Οπως ϕαίνεται ἀπό τήν πρόταση ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ, ἡ γενική περίπτωση δέν διαφέρει πολύ
ἀπό τό παράδειγµα τό ὁποῖο µόλις εἴδαµε.

Πρόταση 7.2.1. ῎Εστω f , g : D → R, ὅπου D ὑποσύνολο τοῦ R2 ἀνοικτό, συνεχεῖς καί
συνεχεῖς Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή

| f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ κ|x1 − x2|

καί

|g(t, x1)− g(t, x2)| ≤ κ|x1 − x2|,

γιά κάθε (t, x1), (t, x2) ∈ D, καί ἐπί πλέον

| f (t, x)− g(t, x)| ≤ ε,

γιά κάθε (t, x) ∈ D. Ἄν ϕ, ψ : I → R λύσεις τῶν προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ

,

{
x′ = g(t, x)
x(τ) = ξ

ἀντιστοίχως, µέ γραφήµατα ἐντός τοῦ D, τότε ϑά ἰσχύει ἡ ἀνισότης

|ϕ(t)− ψ(t)| ≤ ε

κ

(
eκ|t−τ| − 1

)
,

γιά κάθε t ∈ I.

Αποδειξη. Ἀποδεικνύοµε τήν πρόταση πρῶτα γιά t > τ. `ἡ περίπτωση t < τ πραγµατοποιεῖ-
ται παροµοίως. ῎Εχοµε λοιπόν :

ϕ(t) = ξ +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)
ds, ψ(t) = ξ +

∫ t

τ
f
(
s, ψ(s)

)
ds,

τίς ὁποῖες ὅταν ἀφαιρέσοµε λαµβάνοµε

|ϕ(t)− ψ(t)| =
∣∣∣∣
∫ t

τ
f
(
s, ϕ(s)

)− g
(
s, ψ(s)

)
ds

∣∣∣∣

≤
∫ t

τ

∣∣ f
(
s, ϕ(s)

)− g
(
s, ϕ(s)

)
ds

∣∣ +
∫ t

τ

∣∣g(
s, ϕ(s)

)− g
(
s, ψ(s)

)∣∣ ds

≤ ε(t− τ) + κ
∫ t

τ
|ϕ(s)− ψ(s)| ds. (.)
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Ἄν τώρα ϑέσοµε

∆(t) =
∫ t

τ
|ϕ(s)− ψ(s)| ds,

ἡ (.) παραχωρεῖ τήν ἀκόλουθη συνήθη διαφορική ἀνισότητα:

∆′(t)− κ∆(t) ≤ ε(t− τ)

ὁπότε πολλαπλασιάζοντας ἐπί τοῦ ὁλοκληρωτικοῦ παράγοντος e−κ(t−τ), λαµβάνοµε
(

e−κ(t−τ)∆(t)
)′ ≤ ε(t− τ)e−κ(t−τ),

τό ὁποῖο ἀκολούθως ὁλοκληρώνοµε στό διάστηµα [τ, t] καί ἔχοµε

e−κ(t−τ)∆(t) ≤ ε

(
− t− τ

κ
− 1

κ2

)
e−κ(t−τ) +

ε

κ2 .

∣∣ϕ(t)− ψ(t)
∣∣ = ∆′(t) ≤ κ∆(t) + ε(t− τ)

≤ ε

κ

(
eκ(t−τ) − 1

)
=

ε

κ

(
eκ|t−τ| − 1

)
. 2

Τό ἀνωτέρω ἀποτέλεσµα γενικεύεται εὐκόλως στήν περίπτωση συστηµάτων:

Πρόταση 7.2.2. ῎Εστω f , g : D → Rm συνεχεῖς, ὅπου D ὑποσύνολο τοῦ Rm+1 ἀνοικτό.
῾Υποθέτοµε ἐπίσης ὅτι οἱ f , g εἶναι συνεχεῖς Lipschitz ὡς πρός τίς τελευταῖες m µεταβλητές.
∆ηλαδή

|f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ κ|x1 − x2|,
|g(t, x1)− g(t, x2)| ≤ κ|x1 − x2|,

γιά κάθε (t, x1), (t, x2) ∈ D, ὅπου κ ϑετική σταθερά. ᾿Επί πλέον ἔστω ὅτι

|f (t, x)− g(t, x)| ≤ ε

γιά κάθε (t, x)∈D. Ἄν ϕ, ψ : I → Rm λύσεις τῶν προβληµάτων ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ

,

{
x′ = g(t, x)
x(τ) = ξ

,

ἀντιστοίχως, µέ γραφήµατα ἐντός τοῦ D τότε ϑά ἰσχύει ἡ ἀνισότης

|ϕ(t)−ψ(t)| ≤ ε

κ

(
eκ|t−τ| − 1

)
,

γιά κάθε t ∈ I.

Αποδειξη. Ἄσκηση 2.
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7.3 ῾Οµαλή ἐξάρτηση ὡς πρός x

Σ’ αὐτή τήν ἑνότητα ϑά µελετηθεῖ πῶς ἡ ὁµαλή ἐξάρτηση τῆς συναρτήσεως ϱοῆς f = f (t, x),
ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλητή x, ἔχει ὡς συνέπεια τήν ἐξ ἴσου ὁµαλή ἐξάρτηση τῶν λύσεων
τῆς ἀντιστοίχου διαφορικῆς ἐξισώσεως, τόσο ἀπό τόν ἀρχικό χρόνο τ, ὅσο καί ἀπό τήν ἀρχική
τιµή ξ.

Συγκεκριµένα στήν ῾Υποενότητα 7.3.1, ϑά δοῦµε τήν περίπτωση ὅπου ἔχοµε ἁπλῶς συνέχεια
Lipschitz τῆς f ὡς πρός x καί οἱ λύσεις εἶναι συνεχεῖς ἐπίσης Lipschitz ὡς πρός τ καί ξ. Στήν
δέ ῾Υποἑνότητα 7.3.2 ϑά δοῦµε πῶς ἡ συνεχής διαφορισιµότης τῆς f ὡς πρός x συνεπάγεται
τήν συνεχῆ διαφορισιµότητα τῶν λύσεων ὡς πρός τ καί ξ.

7.3.1 ᾿Εξάρτηση Lipschitz ἀπό τίς ἀρχικές συνθῆκες

Τό ἀποτέλεσµα τό ὁποῖο ἀκολουθεῖ µᾶς παρέχει ὅτι µέ τίς ὑποθέσεις τοῦ Θεωρήµατος Picard–
Lindelöf, (στήν σελίδα 126), ἡ προκύπτουσα λύση ἀφ’ ἑνός µέν ὁρίζεται ὡς συνάρτηση, ὄχι
µόνο τοῦ χρόνου ἀλλά καί τῶν ἀρχικῶν συνθηκῶν, ἀφ’ ἑτέρου ὅτι εἶναι συνεχής Lipschitz ὡς
πρός τόν ἀρχικό χρόνο τ καί τήν ἀρχική τιµή ξ.

Πρόταση 7.3.1. ῎Εστω f : D → R συνεχής, ὅπου D ὑποσύνολο τοῦ R2 ἀνοικτό, K =
[σ− 2α, σ + 2α]×[η− 2β, η + 2β] ⊂ D γιά κάποια α, β ϑετικά, καί M = max(t,x)∈K | f (t, x)|.
᾿Επίσης, ὑποθέτοµε ὅτι ἡ f ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz ὡς πρός τήν δεύτερη µεταβλ-
ητή:

| f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ κ |x1 − x2|,

γιά κάθε (t, x1), (t, x2) ∈ K. ῎Εστω ϕ = ϕ(t; τ, ξ) ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ

ἡ ὁποία εἶναι ὁρισµένη κατά µοναδικό τρόπο στό διάστηµα I = [τ − γ, τ + γ], ὅπου γ =
min {α, β/M}, γιά κάθε τ ∈ [σ− α, σ + α] καί ξ ∈ [η − β, η + β], ϐάσει τοῦ Θεωρήµατος
3.2.1. Τότε ἡ ϕ εἶναι συνεχής Lipschitz τόσο ὡς πρός τόν ἀρχικό χρόνο τ ὅσο καί πρός τήν
ἀρχική τιµή ξ καί συγκεκριµένα ἰσχύουν οἱ ἀνισότητες :

|ϕ(t; τ1, ξ)− ϕ(t; τ2, ξ)| ≤ Meκ|t−τ1||τ1 − τ2|, (.)

|ϕ(t; τ, ξ1)− ϕ(t; τ, ξ2)| ≤ eκ|t−τ||ξ1 − ξ2| . (.)
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Παρατήρηση. ῾Η Πρόταση 7.3.1, πέραν τῆς συνεχείας Lipschitz ὡς πρός τίς ἀρχικές συν-
ϑῆκες µᾶς παρέχει καί τήν ὁρισιµότητα τῆς λύσεως ϕ = ϕ(t; τ, ξ) στό πλάγιο παραλλη-
λεπίπεδο

τ ∈ [σ− α, σ + α], ξ ∈ [η − β, η + β], t ∈ [τ − γ, τ + γ].

Αποδειξη. ῎Εστω ϕn(t; τ, ξ) ἡ ἀναδροµική ἀκολουθία Picard

ϕ0(t; τ, ξ) = ξ,

ϕn+1(t; τ, ξ) = ξ +
∫ t

τ
f (s, ϕn

(
s; τ, ξ)

)
ds , n ∈ N.

ἡ ὁποία ὁρίζεται καλῶς γιά κάθε t ∈ I, τ ∈ [σ− α, σ + α] καί ξ ∈ [η − β, η + β]. ῾Ορίζοµε
τήν ἀκολουθία συναρτήσεων

χn(t, τ, ξ, h) =
1
h
(

ϕn(t; τ, ξ + h)− ϕn(t; τ, ξ)
)
.

ἡ ὁποία ἱκανοποιεῖ τά ἑξῆς

χ0(t, τ, ξ, h) = 1 καί (.)

|χn+1(t, τ, ξ, h)| ≤ 1 + κ
∫ t

τ
|χn(s, τ, ξ, h)| ds (.)

διότι

ϕn+1(t; τ, ξ+ h)− ϕn+1(t; τ, ξ) = h +
∫ t

τ

(
f
(
s, ϕn(s; τ, ξ+ h)

)− f
(
s, ϕn(s; τ, ξ)

))
ds

καί
∣∣∣ϕn+1(t; τ, ξ + h)− ϕn+1(t; τ, ξ)

∣∣∣ ≤

≤ |h|+
∫ t

τ

∣∣ f
(
s, ϕn(s; τ, ξ + h)

)− f
(
s, ϕn(s; τ, ξ)

)∣∣ ds

≤ |h|+ κ
∫ t

τ
|ϕn(s; τ, ξ + h)− ϕn(s; τ, ξ)| ds.

Ἀπό τίς (.) καί (.) προκύπτει ἐπαγωγικῶς ὅτι

|χn(t, τ, ξ, h)| ≤ 1 + κ|t− τ|+ . . . +
κn|t− τ|n

n!

καί ὡς ἐκ τούτου

|χn(t, τ, ξ, h)| ≤ eκ|t−τ|,
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ἤ ἰσοδύναµα

|ϕn(t; τ, ξ + h)− ϕn(t; τ, ξ)| ≤ |h|eκ|t−τ|

καί λόγῳ τῆς ὁµοιόµορφης συγκλίσεως τῆς {ϕn}n∈N τά ϕn δύνανται νά ἀντικατασταθοῦν
ἀνωτέρω ἀπό τό ὁµοιόµορφό τους, ὡς πρός t, ὅριο ϕ καί ἔτσι νά λάβοµε τήν (.). ῾Η (.)
προκύπτει ἀναλόγως ἀρκεῖ νά ὁρίσοµε τήν ἀκολουθία

ζn(t, τ, ξ, h) =
1
h
(

ϕn(t; τ + h, ξ)− ϕn(t; τ, ξ)
)
,

καί νά διαπιστώσοµε παροµοίως ὅτι

ζ0(t, τ, ξ, h) = 0 καί

|ζn+1(t, τ, ξ, h)| ≤ M + κ
∫ t

τ
|ζn(s, τ, ξ, h)| ds

ἀπ’ ὅπου προκύπτει ἐπαγωγικῶς ὅτι
∣∣ζn(t, τ, ξ, h)

∣∣ ≤ M
(

1 + κ|t− τ|+ . . . +
κ(n−1)|t− τ|(n−1)

(n− 1)!

)

≤ M eκ|t−τ|. 2

Παρατήρηση. ῾Η ἀπόδειξη τῆς Προτάσεως 7.3.1, στήν περίπτωση τῆς ἐξαρτήσεως Lipschitz
ὡς πρός τήν ἀρχική τιµή, δύναται νά ἐπιτευχθεῖ καί χωρίς τήν χρήση τῆς ἀναδροµικῆς
ἀκολουθίας Picard:

Πρόταση 7.3.2. ῎Εστω ϕ1, ϕ2 : I → R λύσεις τῆς ἐξισώσεως x′ = f (t, x) µέ ἀρχικές
συνθῆκες

ϕ1(τ) = ξ1 , ϕ2(τ) = ξ2,

ἀντιστοίχως. Ἄν ἡ f ἱκανοποιεῖ τήν συνθήκη Lipschitz:

| f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ k|x1 − x2|,
τότε γιά κάθε t ∈ I ἰσχύει ὅτι :

|ϕ1(t)− ϕ2(t)| ≤ |ξ1 − ξ2|ek|t−τ| (.)

Αποδειξη. ῾Η ἀπόδειξη τῆς (.) πραγµατοποιεῖται κατ’ ἀρχάς γιά t ≥ τ. ῾Η περίπτωση
t < τ πραγµατοποιεῖται παροµοίως. Οἱ ὁλοκληρωτικές µορφές τῶν προβληµάτων ἀρχικῶν
τιµῶν τά ὁποῖα ἱκανοποιοῦν οἱ ϕ1, ϕ2 στό διάστηµα I, ἔχουν ὡς ἐξῆς :

ϕ1(t) = ξ1 +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ1(s)

)
ds, (.)

ϕ2(t) = ξ2 +
∫ t

τ
f
(
s, ϕ2(s)

)
ds. (.)
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Ἄν ἐφαρµόσοµε τήν τριγωνική ἀνισότητα στίς (.) καί (.) λαµϐάνουµε:

|ϕ1(t)− ϕ2(t)| ≤ |ξ1 − ξ2|+
∫ t

τ

∣∣ f
(
s, ϕ1(s)

)− f
(
s, ϕ2(s)

)∣∣ ds

≤ |ξ1 − ξ2|+ κ
∫ t

τ
|ϕ1(s)− ϕ2(s)| ds (.)

Ἄρα ἄν ϑέσοµε

∆(t) =
∫ t

τ
|ϕ1(s)− ϕ2(s)| ds,

τότε λόγῳ τῆς (.) ἡ ∆ ἱκανοποιεῖ τήν ἀνισότητα:

∆′ − κ∆ ≤ |ξ1 − ξ2| . (.)

Πολλαπλασιάζοντας τήν ἀνωτέρω ἐπί τοῦ ὁλοκληρωτικοῦ παράγοντος e−kt λαµβάνοµε :

e−kt(∆′(t)− k∆(t)
) ≤ e−kt|ξ1 − ξ2|,

ἤ
(
e−kt∆(t)

)′ ≤ e−kt|ξ1 − ξ2|
καί ἀκολούθως ὁλοκληρώνοντάς την στό [τ, t], ὅπου t ≥ τ, λαµβάνοµε :

e−kt∆(t)− e−kτ∆(τ) ≤ |ξ1 − ξ2|
k

(e−kτ − e−kt) . (.)

∆εδοµένου ὅµως ὅτι ∆(τ) = 0 ἡ (.) λαµβάνει τήν µορφή:

∆(t) ≤ |ξ1 − ξ2|
k

(ek(t−τ) − 1).

Συνδυάζοντας τήν ἀνωτέρω µέ τήν (.) λαµβάνοµε :

|ϕ1(t)− ϕ2(t)| = ∆′(t) ≤ κ∆(t) + |ξ1 − ξ2|

≤ |ξ1 − ξ2|(ek(t−τ) − 1) + |ξ1 − ξ2| = |ξ1 − ξ2|ek(t−τ).

῾Η περίπτωση t < τ ἀποδεικνύεται ἀναλόγως. 2

Παρατήρηση. ῾Η (.) εἶναι δυνατόν νά γραφεῖ καί ὡς :

|ϕ1(t)− ϕ2(t)| ≤ |ϕ1(τ)− ϕ2(τ)| ek|t−τ|,

ἡ ὁποία µᾶς λέγει ὅτι :

῾Η ἀπόσταση τῶν γραφηµάτων, ὡς συνάρτηση τοῦ χρόνου, δύο διαφορετικῶν λύσεων τῆς
ἰδίας συνήθους διαφορικῆς ἐξισώσεως, µεταβάλλεται τό πολύ ἐκθετικῶς, µέ συντελεστή στόν
ἐκθέτη τήν σταθερά τῆς συνθήκης Lipschitz.
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7.3.2 Συνεχῶς διαφορίσιµη ἐξάρτηση τῆς ϱοῆς*

Σ’ αὐτή τήν ὑποενότητα ϑά δοῦµε τό ἀκόλουθο ἀποτέλεσµα:

Θεώρηµα 7.3.3. ῎Εστω f ∈C(D), ὅπου D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R2. ᾿Επίσης ἔστω ὅτι ἡ
f εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη ὡς πρός τήν δευτέρη µεταβλητή στό D. Ἄν ϕ = ϕ(t; τ, ξ) ἡ
λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ,

(.)

τότε ἡ ϕ εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη ὡς πρός τ καί ξ.

Παρατήρηση. Κατ’ ἀρχάς ϑά πρέπει νά ἐπισηµανθεῖ ὅτι ἡ ϕ = ϕ(t; τ, ξ), δύναται νά ὁρισθεῖ
σ’ ἕνα ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ R3 ὅπου γιά κάθε (τ, ξ)∈D, ἀποτελεῖ λύση τοῦ ἀντίστοιχου
προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν.

Αποδειξη.

Α. ῾Υποθέτοµε κατ’ ἀρχάς ὅτι ἡ f εἶναι C1,1 ὡς πρός x. ∆ηλαδή, ὅτι ἡ f εἶναι συνεχῶς
διαφορίσιµη ὡς πρός x καί ἡ fx εἶναι τοπικῶς συνεχής Lipschitz ἐπίσης ὡς πρός x. Ἄν ἡ ϕ

ἦταν συνεχῶς διαφορίσιµη ὡς πρός τ καί ξ, τότε οἱ ϕτ καί ϕξ ϑά ἱκανοποιοῦσαν τά κάτωθι
προβλήµατα ἀρχικῶν τιµῶν:

ϕ′τ = fx
(
t, ϕ(t; τ, ξ)

)
ϕτ, ϕτ(τ; τ, ξ) = − f (τ, ξ), (.i)

ϕ′ξ = fx
(
t, ϕ(t; τ, ξ)

)
ϕξ , ϕξ(τ; τ, ξ) = 1, (.ii)

ἀντιστοίχως. ῾Οπότε ϑά εἴχαµε ὅτι :

ϕτ(t; τ, ξ) = − f (τ, ξ) e
∫ t

τ fx

(
s,ϕ(s;τ,ξ)

)
ds,

ϕξ(t; τ, ξ) = e
∫ t

τ fx

(
s,ϕ(s;τ,ξ)

)
ds,

ἀντιστοίχως. Γιά τήν ἀναδροµική ἀκολουθία Picard ἡ ὁποία προσεγγίζει τήν λύση τοῦ (.)
ἔχοµε ὅτι ϕ0(t; τ, ξ) = ξ ὁπότε

ϕ0,τ = 0 ἐνῶ ϕ0,ξ = 1

καί ἀναδροµικῶς

ϕn+1,τ(t) = − f (τ, ξ) +
∫ t

τ
fx

(
s, ϕn(s; τ, ξ)

)
ϕn,τ(s) ds

ϕn+1,ξ(t) = 1 +
∫ t

τ
fx(s, ϕn

(
s; τ, ξ)

)
ϕn,ξ(s) ds.
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Ἀρκεῖ νά δειχθεῖ ὅτι οἱ ἀκολουθίες

{ϕn,τ(t; τ, ξ)}n∈N καί {ϕn,ξ(t; τ, ξ)}n∈N,

συγκλίνουν ὁµοιοµόρφως στό I = [τ − γ, τ + γ]. ῞Οµως ἔχοµε ὅτι :

∣∣ϕn+1,ξ(t)− ϕn,ξ(t)
∣∣ ≤

∣∣∣∣
∫ t

τ

(
fx(s, ϕn)ϕn,ξ(s)− fx(s, ϕn−1)ϕn,ξ(s)

)
ds

∣∣∣∣

≤ κ
∫ t

τ

∣∣ϕn,ξ(s)− ϕn−1,ξ(s)
∣∣ ds

+
∫ t

τ
| fx(s, ϕn)− fx(s, ϕn−1)| ds ·max

t∈I

∣∣ϕn,ξ(t)
∣∣ ,

ὅπου κ = max(t,x)∈K | fx(t, x)|. ᾿Επειδή ὅµως ϕ0,ξ = 1, τότε λαµβάνοµε ἀναδροµικῶς

∣∣ϕ1,ξ
∣∣ ≤ 1 + κ|t− τ|,

· · ·
∣∣ϕn,ξ

∣∣ ≤ 1 + κ|t− τ|+ . . . +
κn

n!
|t− τ|n

καί ὡς ἐκ τούτου λαµβάνοµε ὅτι

∣∣ϕnξ(t)
∣∣ ≤ eκ|t−τ| ≤ eκγ,

ὁπότε τελικῶς

∣∣ϕn+1,ξ(t)− ϕn,ξ(t)
∣∣ ≤ κ

∫ t

τ

∣∣ϕn,ξ(s)− ϕn−1,ξ(s)
∣∣ ds

+eκγλ
∫ t

τ

∣∣ϕn,ξ(s)− ϕn−1,ξ(s)
∣∣ ds

= (κ + eκγλ)
∫ t

τ

∣∣ϕn,ξ(s)− ϕn−1,ξ(s)
∣∣ ds,

ὅπου

λ = sup
h 6=0

∣∣∣∣
fx(t, ξ + h)− fx(t, ξ)

h

∣∣∣∣ .

 ῾Υπενθυµίζοµε τό λῆµµα:

Λῆµµα 7.3.4. ῎Εστω ϕn : [a, b] → R ἀκολουθία διαφορισίµων συναρτήσεων. Ἄν ϕn → ϕ καί ϕ′n → ψ,
ὁµοιοµόρφως στό [a, b] τότε ἡ ϕ εἶναι διαφορίσιµη καί ἰσχύει ὅτι ϕ′ = ψ.

2.
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῾Ως ἐκ τούτου, ἀναλόγως µέ τήν ἀπόδειξη τοῦ Θεωρήµατος 3.2.1 στήν σελίδα 126, χρησι-
µοποιῶντας τήν ἀνωτέρω ἀνισότητα, λαµβάνοµε ἐπαγωγικῶς ὅτι

∣∣ϕn+1,ξ(t)− ϕn,ξ(t)
∣∣ ≤ (κ + eκγλ)n |t− τ|n+1

(n + 1)!

≤ (κ + eκγλ)n γn+1

(n + 1)!
.

Ἄρα, λόγῳ τοῦ Κριτηρίου Weierstraß, ἡ ἀκολουθία {ϕn,ξ}n∈N συγκλίνει ὁµοιοµόρφως

Παροµοίως πράττοµε γιά τήν ἀκολουθία {ϕn,τ}n∈N.

Β. ῎Εστω τώρα ἡ δυσκολότερη περίπτωση ὅπου f , fx∈C(D).

Θέτοµε

ψ(t; ξ, h) =
1
h

(ϕ(t, ξ + h)− ϕ(t, ξ)) ,

τότε

ψ(τ; ξ, h) = 1

ψ′(t; ξ, h) =
1
h

(
f
(
t, ϕ(t, ξ + h)

)− f
(
t, ϕ(t, ξ)

))

= fx
(
t, ζ(t, ξ, h)

) ·
(

ϕ(t, ξ + h)− ϕ(t, ξ)
h

)

= fx
(
t, ζ(t, ξ, h)

)
ψ(t; ξ, h),

ὅπου ζ(t, ξ, h) µεταξύ τῶν ϕ(t, ξ) καί ϕ(t, ξ + h). Ἄρα

ψ′(t; ξ, h) = fx
(
t, ϕ(t, ξ)

)
ψ(t; ξ, h)−∆(t, ξ, h)ψ(t; ξ, h),

ὅπου

E(t, ξ, h) = fx
(
t, ζ(t, ξ, h)

)− fx
(
t, ϕ(t, ξ)

)

καί ἄν

K = [τ − γ + τ + γ]× [η − β, η + β],

τότε

lim
h→0

E(t, ξ, h) = 0, ὁµοιοµόρφως στό K.
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᾿Επίσης |ψ(t; ξ, h)| ≤ eλ|t−τ| ≤ eλγ, ὅπου

λ = sup
{∣∣ fx

(
t, ϕ(t, ξ)

)∣∣ + |E(t, ξ, h)|}.

Ἄρα ἡ ψ(t, ξ, h) ἀποτελεῖ ε−προσεγγιστική λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ = fx
(
t, ϕ(t, ξ)

)
x

x(τ) = 1,
(.)

ὅπου

ε = eλγ max
(t,ξ)∈K

∣∣ fx(t, ϕ
(
t, ξ + h)

)− fx(t, ϕ(t, ξ))
∣∣ = ε(h).

Προφανῶς limh→0 ε(h) = 0. ῎Εστω τώρα ψ(t, ξ, 0) λύση τοῦ (.). Τότε

|ψ(t, ξ, h)− ψ(t, ξ, 0)| ≤ ε(h)
(

eκ|t−τ| − 1
)

καί ἐν τέλει

lim
h→0

ψ(t, ξ, h) = ψ(t, ξ, 0),

ὁµοιοµόρφως στό K 2

Παρατήρηση. Τό Θεώρηµα 7.3.3 εἶναι δυνατόν νά γενικευθεῖ στήν περίπτωση τῶν συστη-
µάτων:

Θεώρηµα 7.3.5. ῎Εστω D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ Rn+1 καί f : D → Rn συνεχής καί
συνεχῶς διαφορίσιµη ὡς πρός τίς τελευταῖες n µεταβλητές. Ἄν ϕ = ϕ(t; τ, ξ) ἡ λύση τοῦ
προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ,

(.)

τότε ἡ ϕ εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη ὡς πρός τ καί ξ. 2.

᾿Ασκήσεις

.. ∆είξατε ὅτι ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν
{

x′ + x = eλt

x(τ) = ξ

εἶναι ἄπειρες ϕορές παραγωγίσιµη ὡς πρός λ, τ, ξ ∈ R.

.. ᾿Εξηγήσατε πῶς ἡ Πρόταση 7.3.1 δύναται νά γενικευθεῖ καί γιά συστήµατα ἐξισώσεων.
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.. Ἄν ϕ(t, ξ) ἡ συνάρτηση ἡ ὁποία ὁρίζεται ἀπό τήν Πρόταση 7.3.1, δείξατε ὅτι

ϕ(t, ξ) = ϕ(t, ξ0) +
∫ ξ

ξ0

e
∫ t

τ
fx

(
s,ϕ(s,η)

)
ds dη,

δοθέντος ϐεβαίως ὅτι ἡ f εἶναι συνεχῶς διαφορίσιµη ὡς πρός x.

.. ῾Η ὁµαλή ἐξάρτηση ἀπό τόν ἀρχικό χρόνο προκύπτει ὡς συνέπεια τοῦ γεγονότος ὅτι µία συνήθης δι-
αφορική ἐξίσωση (ἤ σύστηµα ἐξισώσεων), εἶναι ἰσοδύναµο µέ ἕνα ἀλλο αὐτόνοµο σύστηµα τό ὁποῖο ἔχει
µιά ἐπί πλέον διαστάση, τό χρόνο, σέ συνδυασµό µέ τό ἀποτέλεσµα τῆς ἀνωτέρω ἀσκήσεως.

.. ᾿Ανισότης Gronwall: ῎Εστω f , g ∈ C[a, b] καί κ > 0, σταθερά. Ἄν ἰσχύει ὅτι

f (t) ≤ κ +
∫ t

a
f (s) g(s) ds,

γιά κάθε t∈ [a, b] τότε ϑά ἰσχύει ὅτι

f (t) ≤ κ e
∫ t

a g(s) ds,

γιά κάθε t∈ [a, b].

.. Νά ϐρεθοῦν ὅλες οἱ µή ἀρνητικές συναρτήσεις f ∈ C[a, b], οἱ ὁποῖες ἱκανοποιοῦν

f (t) ≤
∫ t

a
f (s) ds,

γιά κάθε t∈ [a, b].

.. ῎Εστω ϕ, ψ, ζ : [a, b] → R συνεχεῖς συναρτήσεις καί ζ(t) > 0 γιά κάθε t ∈ [a, b]. ῾Υποθέσατε ἐπί πλέον
ὅτι :

ϕ(t) ≤ ψ(t) +
∫ t

a
ζ(s)ϕ(s) ds

γιά κάθε t ∈ [a, b]. Ἀποδείξατε ὅτι γιά κάθε t ∈ [a, b] ἰσχύει ὅτι :

ϕ(t) ≤ ψ(t) +
∫ t

a
ζ(s)ψ(s)e

∫ t
s ζ(σ)dσ ds.

Υποδειξη. Θέσατε

∆(t) =
∫ t

a
ζ(s)ϕ(s) ds

καί ἀποδείξατε ὅτι

∆′ − ζ∆ ≤ ζψ.

.. ῎Εστω ϕ(t, ε) ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν




x′ = 1
ε sin εx

x(0) = 1,

ὅπου ε 6= 0. ∆είξατε ὅτι

lim
ε→0

ϕ(t, ε) = et.
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.. ῎Εστω ϕ(t, ε) ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν




x′ = 1
ε sin(εx2)

x(0) = 1,

ὅπου ε 6= 0. Νά ϐρεθεῖ τό limε→0 ϕ(t, ε).

..∗῎Εστω D ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ Rn+1 καί f : D → Rn συνεχής καί συνεχῶς διαφορίσιµη ὡς πρός τίς
τελευταῖες n µεταβλητές. Ἄν ϕ = ϕ(t; τ, ξ) ἡ λύση τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν τιµῶν

{
x′ = f (t, x)
x(τ) = ξ,

τότε ἰσχύει ὁ κατωτέρω ∆ιατηρητικός Νόµος:

∂ϕ

∂τ
(t; τ, ξ) +

n

∑
j=1

f j(τ, ξ)
∂ϕ

∂ξ j
= 0,

ὅπου f = ( f1, . . . , fn).



Κεφάλαιο 8

Αὐτοσυζυγῆ προβλήµατα ἰδιοτιµῶν

Τό παρόν κεφάλαιο προέκυψε ἀπό παραδόσεις τοῦ µεταπτυχιακοῦ µαθήµατος ἐπί τῶν
συνήθων διαφορικῶν ἐξισώσεων καί προϋποθέτει γνώσεις Πραγµατικῆς, Μιγαδικῆς καθώς
ἐπίσης καί Συναρτησιακῆς Ἀναλύσεως. ᾿Εν τάχει ἀναφορά ὁρισµῶν καί γνωστῶν ἀποτε-
λεσµάτων Συναρτησιακῆς Ἀναλύσεως λαµβάνει χώρα στήν ῾Ενότητα 8.3. Στήν ἴδια ἑνότητα,
παρατίθενται, µετ’ ἀποδείξεως, ἀποτελέσµατα σχετικά µέ τήν ϕασµατική ἀνάλυση συµπαγῶν
αὐτοσυζυγῶν τελεστῶν χώρων Hilbert.

8.1 Εἰσαγωγικά

῾Η ᾿Εξίσωση Θερµότητος ἐµφανίζεται πολύ συχνά ὡς πρόβληµα ἀρχικῶν/συνοριακῶν τιµῶν
µέ ἁπλουστευµένη µονοδιάστατη ἐκδοχή αὐτοῦ τήν ἑξῆς :





ut = uxx,
u(x, 0) = f (x),
u(0, t) = u(1, t) = 0,

(.)

ὅπου t > 0, x ∈ (0, 1). Τό ἀνωτέρω πρόβληµα εἶναι δυνατόν νά ἐπιλυθεῖ διά τῆς µεθόδου

χωρισµοῦ τῶν µεταβλητῶν, δηλαδή ἀναζητήσεως λύσεως τῆς µορφῆς

u(x, t) =
∞

∑
n=1

αn(t)ϕn(x),

ὅπου κάθε ὅρος τοῦ ἀθροίσµατος ἱκανοποιεῖ τήν διαφορική ἐξίσωση. ῎Ητοι :

α′n(t)ϕn(x) = αn(t)ϕ′′n(x),

ὁπότε, ἐκεῖ ὅπου δέν µηδενίζονται τά αn, ϕn, ἰσχύει ὅτι :

α′n(t)
αn(t)

=
ϕ′′n(x)
ϕn(x)

.

297
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Τό δεξιό µέλος τῆς ἀνωτέρω εἶναι συνάρτηση µόνο τοῦ t, ἐνῶ τό δεξιό µόνο τοῦ x. Ἄρα ϑά
πρέπει νά εἶναι καί τά δύο µέλη σταθερά. Συγκεκριµένα ϑά πρέπει νά ἱκανοποιοῦνται ὅλες
οἱ ἐξισώσεις

α′n(t)
αn(t)

=
ϕ′′n(x)
ϕn(x)

= λn,

γιά κατάλληλες σταθερές λn, n∈N. ῾Ως ἐκ τούτου ϑά πρέπει νά ἱκανοποιοῦνται ταυτοχρόν-
ως οἱ διαφορικές ἐξισώσεις

ϕ′′n = λn ϕn, α′n = λnαn

γιά κάθε n ∈ N. ᾿Εδῶ ὑπάρχουν τριῶν εἰδῶν λύσεις ἀναλόγως µέ τό πρόσηµο τοῦ λn.
Συγκεκριµένα

(i) Ἄν λn > 0, τότε

ϕn(x) = cn cosh
(√

λn x
)

+ dn sinh
(√

λn x
)

, αn(t) = bneλnt.

(ii) Ἄν λn = 0, τότε

ϕn(x) = cnx + dn, αn(t) = bn.

(iii) Ἄν λn < 0, τότε

ϕn(x) = cn cos
(√

−λn x
)

+ dn sin
(√

−λn x
)

, αn(t) = bneλnt.

ὅπου bn, cn, dn, σταθερές.

῾Η ὑποχρέωση τῆς λύσεως τοῦ προβλήµατος ἀρχικῶν/συνοριακῶν τιµῶν νά ἱκανοποιεῖ τήν
συνοριακή συνθήκη u(0) = u(1), συνεπάγεται ὅτι λn < 0 καί συγκεκριµένα, λn = −n2π2.
᾿Ιδιαιτέρως οἱ συναρτήσεις αn, ϕn, δύνανται νά ἐπιλεγοῦν ὡς οἱ

αn(t) = e−n2π2t, ϕn(x) = sin nπt.

῾Η ἀνωτέρω ἐπιλογή καθιστᾶ ἐφικτή καί τήν ἱκανοποίηση τῆς ἀρχικῆς συνθήκης u(x, 0) =
f (x) γιά ἐπαρκῶς ὁµαλές ἀρχικές τιµές. Πράγµατι, κάθε συνεχής συνάρτηση f : [0, 1] → R,
ἱκανοποιοῦσα τίς συνθῆκες f (0) = f (1) = 0, δύναται νά γραφεῖ ὡς (ἄπειρος) γραµµικός
συνδυασµός ἡµιτόνων:

f (x) =
∞

∑
n=1

fn sin nπx,

ὅπου

fn =
1
2

∫ 1

0
f (x) sin nπx dx
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καί ὡς ἐκ τούτου ἡ λύση τοῦ (.) γράφεται ὡς

u(x, t) =
∞

∑
n=1

fn e−n2π2t sin nπx.

Τά ἡµίτονα, δηλαδή οἱ συναρτήσεις ϕn(x) = sin nπx, ἀποτελοῦν τίς ἰδιοσυναρτήσεις καταλ-
λήλου προβλήµατος ἰδιοτιµῶν (ϐλέπε σχετική ῾Ενότητα 1.6). ῞Οπως ϑά δοῦµε στό παρόν
κεφάλαιο, ἡ δυνατότης αὐτή ὑπάρχει σέ πλειάδα προβληµάτων ἀρχικῶν/συνοριακῶν τιµῶν.
Συγκεκριµένα, αὐτά τά ὁποῖα καταλήγουν σέ αὐτοσυζυγές πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν, καί
σέ µία τέτοια περίπτωση, κάθε λογική ἀρχική συνθήκη δύναται νά γραφεῖ ὡς γραµµικός
συνδυασµός ἰδιοσυναρτήσεων.

8.2 Προβλήµατα ἰδιοτιµῶν

8.2.1 Παραδείγµατα

Ἄς δοῦµε µερικά χαρακτηριστικά παραδείγµατα ξεκινῶντας ἀπό αὐτό τό ὁποῖο µόλις συναν-
τήσαµε:

(i) ῎Εστω τό πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν
{
−x′′ = λx
x(0) = x(1) = 0,

(.)

ὅπου λ ἐν γένει µιγαδικός ἀριθµός. Οἱ λύσεις τοῦ ἀνωτέρω οἱ ὁποῖες ἱκανοποιοῦν τήν
ἀρχική συνθήκη x(0) = 0 εἶναι τῆς µορφῆς:

ϕ(t) = c sin λ
1
2 t.

῾Η δεύτερη συνοριακή συνθήκη συνεπάγεται ὅτι : c sin λ
1
2 = 0. Ἄρα τό (.) ἔχει µή

ταυτοτικῶς µηδενική λύση, ἄν καί µόνο ἄν λ = n2π2, γιά κάποιο n ϑετικό ἀκέραιο.
Αὐτά τά λ ὀνοµάζονται ἰδιοτιµές τοῦ προβλήµατος (.). Οἱ ἀντίστοιχες µή ταυτοτικῶς
µηδενικές λύσεις ἤ ἰδιοσυναρτήσεις εἶναι οἱ

ϕn(t) =
√

2 sin nπt, n ∈ N.

῾Ο συντελεστής c =
√

2, ἐπελέγη ὥστε
∫ 1

0
ϕk(t)ϕl(t) dt = δkl ,

ὅπου δkl τό σύµβολο τοῦ Kronecker ῞Οπως ϑά δοῦµε ἀργότερα, κάτι τέτοιο εἶναι ἐφικ-
τό σέ µία µεγάλη κλάση προβληµάτων συνοριακῶν τιµῶν. Στό πρόβληµα συνοριακῶν
τιµῶν (.) λάβαµε τήν ὀρθοκανονική σειρά τῶν ἡµιτόνων, ἡ ὁποία, ὅπως ϑά δοῦµε
ἀργότερα, ἀποτελεῖ ὀρθοκανονική ϐάση τοῦ L2[0, 1].

Leopold Kronecker (1823–1891). Γερµανός µαθηµατικός, µαθητής τοῦ Dirichlet.
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(ii) Μιά ἀκόµη ἁπλούστερη περίπτωση ἀποτελεῖ τό πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν
{

ix′ = λx
x(0) = x(1),

(.)

ὅπου i ἡ ϕανταστική µονάδα. ᾿Εδῶ οἱ ἰδιοτιµές εἶναι

λk = 2kπ, k ∈ Z,

µέ ἀντίστοιχες ἰδιοσυναρτήσεις τίς

ϕk(t) = e−2kπit. (.)

Παρατηρῆστε ὅτι ἐδῶ ἰσχύει :
∫ 1

0
ϕk(t)ϕl(t) dt = δkl ,

ὅπου z̄ ὁ συζυγής µιγαδικός τοῦ z. Θά δοῦµε ἀργότερα ὅτι οἱ ἰδιοσυναρτήσεις τοῦ (.)
ἀποτελοῦν ἐπίσης ὀρθοκανονική ϐάση τοῦ L2[0, 1].

(iii) Ἄς δοῦµε τώρα µία ἐλαφρῶς τροποποιηµένη ἐκδοχή τοῦ παραδείγµατος ii. ῎Εστω τό
πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν:

{
ix′ = λx
αx(0) = x(1),

(.)

ὅπου α µιγαδική σταθερά. ῎Εστω λk, k∈Z, οἱ ἰδιοτιµές καί ϕk, k∈Z, οἱ ἀντίστοιχες
ἰδιοσυναρτήσεις τοῦ (.). Εὐκόλως διαπιστοῦται ὅτι :

λk = i log α + 2kπ, ἐνῶ ϕk(t) = e−λkt.

Ἄν ϑέσοµε

〈ϕ, ψ〉 =
∫ 1

0
ϕ(t)ψ(t) dt,

τότε ἰσχύουν τά ἀκόλουθα:

〈Lϕk, ϕl〉 = λk〈ϕk, ϕl〉 καί 〈ϕk,Lϕl〉 = λl〈ϕk, ϕl〉,

ὅπου Lx = ix′, ἄρα

〈Lϕk, ϕl〉 − 〈ϕk,Lϕl〉 = (λk − λl)〈ϕk, ϕl〉. (.)



8.2. Προβλήµατα ἰδιοτιµῶν 

῞Οµως λόγῳ τῆς συνοριακῆς συνθήκης, ἰσχύει ἐπίσης ὅτι :

〈Lϕk, ϕl〉 − 〈ϕk,Lϕl〉 = i
∫ 1

0

(
ϕ′k ϕl + ϕk ϕ′l

)
dt

= iϕk ϕ̄l |10
= iϕk(1)ϕl(1)− iϕk(0)ϕl(0)

= i(αᾱ− 1)ϕk(0)ϕl(0). (.)

Συνδυάζοντας τίς (.) καί (.) προκύπτει ὅτι :

(λk − λl)〈ϕk, ϕl〉 = i(αᾱ− 1)ϕk(0)ϕl(0).

῾Οπότε ἄν |α| = 1, τότε :

(i) Θέτοντας k = l, προκύπτει ὅτι οἱ ἰδιοτιµές εἶναι πραγµατικές.

(ii) Θέτοντας k 6= l, προκύπτει ὅτι ἄν λk 6= λl, τότε 〈ϕk, ϕl〉 = 0. ῎Ητοι, οἱ ἀντίστοιχες
ἰδιοσυναρτήσεις εἶναι ὀρθογώνιες.

Συνολικῶς λοιπόν ἄν |α| = 1, τότε οἱ ἰδιοτιµές εἶναι πραγµατικές ἐνῶ οἱ ἰδιοσυναρτήσε-
ις οἱ ὁποῖες ἀντιστοιχοῦν σέ διαφορετικές ἰδιοτιµές εἶναι ὀρθογώνιες. Ἄν ὅµως |α| 6= 1,
τότε οἱ ἰδιοτιµές δέν εἶναι ἀπαραιτήτως πραγµατικές οὔτε οἱ ἰδιοσυναρτήσεις οἱ ὁποῖες
ἀντιστοιχοῦν σέ διαφορετικές ἰδιοτιµές εἶναι ὀρθογώνιες. Ἄν µηδενίζεται ἡ (.), τότε
ϑά ἰσχύει ὅτι :

〈ϕk,Lϕl〉 = 〈Lϕk, ϕl〉,

ἡ ὁποία ἀποτελεῖ σχέση κεντρικῆς σηµασίας καί εἶναι γνωστή ὡς συνθήκη αὐτοσυζυγίας.

8.2.2 Αὐτοσυζυγῆ προβλήµατα ἰδιοτιµῶν

῎Εστω L ἕνας συνήθης διαφορικός τελεστής n−στῆς τάξεως

Lx = p0(t)x(n) + . . . + pn(t)x(0), (.)

ὅπου οἱ pj, γνωστοί ὡς συντελεστές τῆς ἐξισώσεως, εἶναι ἐν γένει µιγαδικές συναρτήσε-
ις γιά τίς ὁποῖεςςἀπαιτοῦµε νά ἰσχύουν pj ∈ Cn−j[a, b], καθώς καί p0(t) 6= 0 γιά κάθε
t∈ [a, b]. Σηµειωτέον ὅτι, στήν µέχρι τώρα µελέτη τέτοιων γραµµικῶν διαφορικῶν τελεστῶν
στό ἀνά χεῖρας, διά λόγους ἁπλουστεύσεως εἶχε ὑποτεθεῖ ὅτι p0(t) ≡ 1. ῾Η ὑπόθεση αὐτή
παραµερίζεται καθώςςἐνδέχεται νά ἐπηρεάζει τήν αὐτοσυζυγία τοῦ τελεστοῦ, ὅπως ϑά δι-
αφανεῖ ἀµέσως µετά. ῎Εστω ἐπίσης οἱ συνοριακοί τελεστές

Ujx =
n

∑
k=1

(
Ajkx(k−1)(a) + Bjkx(k−1)(b)

)
, j = 1, . . . , n, (.)
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ὅπου Ajk, Bjk, j, k = 1, . . . , n, σταθερές καί U = (U1, . . . , Un). ῾Ο U δύναται νά ϑεωρηθεῖ
ὡς γραµµικός τελεστής :

U : Cn−1[a, b] −→ Rn.

∆ίδεται λοιπόν ὁ ἀκόλουθος ὁρισµός :

῾Ορισµός 8.2.1. Τό πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν

Lx = λx, Ux = 0, (.)

ὅπου λ∈C, καλεῖται πρόβληµα ἰδιοτιµῶν. ᾿Ονοµάζεται δέ αὐτοσυζυγές ἄν

〈Lu, v〉 = 〈u, Lv〉, (.)

γιά κάθε u, v ∈ Cn[a, b] οἱ ὁποῖες ἱκανοποιοῦν τίς συνοριακές συνθῆκες

Uu = Uv = 0.

Προφανῶς ἡ ταυτοτικῶς µηδενική συνάρτηση εἶναι πάντοτε λύση τοῦ (.). Ἄν γιά κάποιο
λ ὑπάρχει µή µηδενική λύση, τότε αὐτό τό λ ὀνοµάζεται ἰδιοτιµή τοῦ προβλήµατος. ῾Η δέ
λύση ὀνοµάζεται ἰδιοσυνάρτηση.

Σηµειοῦται ὅτι τό ἐσωτερικό γινόµενο ἡ ὁποία ἐµφανίζεται στήν (.) εἶναι τό

〈u, v〉 =
∫ b

a
u(t)v(t) dt.

Σ’ αὐτό τό σηµεῖο ϑά ὁρισθεῖ ὁ συζυγής διαφορικός τελεστής :

῾Ορισµός 8.2.2. ῾Ο γραµµικός συνήθης διαφορικός τελεστής L∗ ἡ ὁποία δίδεται ἀπό τόν
τύπο

L∗x = (−1)n(p0(t)x)(n) + (−1)n−1(p1(t)x)(n−1) + . . . + pn(t)x, (.)

ὀνοµάζεται συζυγής τελεστής τοῦ διαφορικοῦ τελεστοῦ L στήν (.). Ἄν ἐπί πλέον ἰσχύει ὅτι
L∗ = L, τότε ὁ L ὀνοµάζεται αὐτοσυζυγής.

Στήν πραγµατικότητα, ὁ L∗ ἀποτελεῖ τόν µοναδικό γραµµικό συνήθη διαφορικό τελεστή γιά
τόν ὁποῖο ἰσχύει ὅτι :

〈Lu, v〉 = 〈u,L∗v〉,
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διά κάθε u, v στόν χῶρο Cn
0 [a, b] (ϐλέπε Ἄσκηση ..). ᾿Επισηµαίνοµε ὅτι, γιά νά εἶναι ἕνα

πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν αὐτοσυζυγές, ϑά πρέπει ὁ τελεστής L νά εἶναι αὐτοσυζυγής.
∆ηλαδή L∗ = L (ϐλέπε Ἄσκηση ..). ῞Οπως ὅµως εἴδαµε στό τρίτο παράδειγµα, στήν
σελίδα 300, ἡ συνθήκη αὐτή δέν εἶναι καί ἱκανή. ᾿Ισχύει ὅµως ὅτι :

Γιά κάθε αὐτοσυζυγῆ τελεστή, ὑπάρχουν κατάλληλες συνοριακές συνθῆκες, ὥστε ὁ συνδυ-
ασµός τῶν δύο νά ἀποτελεῖ αὐτοσυζυγές πρόβληµα ἰδιοτιµῶν. (Βλέπε Ἄσκηση ..).

Τά ἀκόλουθα εἶναι µερικά ἀπό τά συνηθέστερα αὐτοσυζυγῆ προβλήµατα συνοριακῶν τιµῶν:

(i) Στήν περίπτωση διαφορικοῦ τελεστοῦ µέ σταθερούς συντελεστές

L = an
dn

dtn + an−1
dn−1

dtn−1 + . . . + a0, an 6= 0,

ἡ αὐτοσυζυγία τοῦ τελεστοῦ ὑφίσταται ἄν καί µόνον ἄν, οἱ συντελεστές ἀρτίας τάξεως
εἶναι πραγµατικοί, ἐνῶ οἱ συντελεστές περιττῆς τάξεως εἶναι καθαρά ϕανταστικοί. Τό
ἀντίστοιχο πρόβληµα ἰδιοτιµῶν,

{
Lx = 0
Ux = 0,

καθίσταται αὐτοσυζυγές µέ τίς συνοριακές συνθῆκες :

x(a) = x′(a) = . . . = x(k−1)(a) = 0,

x(b) = x′(b) = . . . = x(k−1)(b) = 0,

στήν περίπτωση κατά τήν ὁποία n = 2k, ἐνῶ ἄν n = 2k + 1, τότε καθίσταται αὐτοσυζυγές
µέ τίς συνοριακές συνθῆκες

x(l)(a)= x(l)(b)=0, l =0, . . . , k−1 καί x(k)(b)−x(k)(a)=0.

(ii) Χαρακτηριστική εἶναι ἡ περίπτωση τοῦ προβλήµατος συνοριακῶν τιµῶν




−(p(t)x′)′ + q(t)x = λx
α0x(a) + α1x′(a) = 0
β0x(b) + β1x′(b) = 0,

µέ p(t) ∈ C1[a, b], q(t) ∈ C[a, b] πραγµατικές συναρτήσεις, p(t) 6= 0, τό ὁποῖο εἶναι
αὐτοσυζυγές ἄν : ᾱ0α1 = α0ᾱ1 καί β̄0β1 = β0 β̄1 (ϐλέπε Ἄσκηση ..).

 ῾Υπενθυµίζεται ὅτι :

Cn
0 [a, b] = {ϕ ∈ Cn[a, b] : ὑπάρχει ε > 0 τέτοιο ὥστε : ϕ[a,a+ε) = ϕ(b−ε,b] = 0 }.
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(iii) ῎Εστω pi(t) ∈ Ci[a, b], i = 0, . . . , n, πραγµατικές συναρτήσεις. Τότε καί τό κάτωθι
πρόβληµα





Lx = ∑n
i=0(pi(t)x(i))(i) = λx

x(j)(a) = x(j)(b) = 0, j = 0, . . . , n− 1.

εἶναι αὐτοσυζυγές (ϐλέπε Ἄσκηση ..).

(iv) Γενικότερα, κάθε αὐτοσυζυγής τελεστής L τάξεως n ὑποχρεοῦται νά εἶναι τῆς µορφῆς:

Lx =
n

∑
k=0

ikqk(· · · (qk(qk(t)x)′)′ · · · )′,

ὅπου qk ∈ Ck[a, b] καί οἱ συναρτήσεις qk+1
k λαµβάνουν πραγµατικές τιµές γιά k =

0, . . . , n (ϐλέπε Ἄσκηση ..).

Θεώρηµα 8.2.1. Ἄν τό πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν (.) εἶναι αὐτοσυζυγές, τότε οἱ ἰδιο-
τιµές του εἶναι πραγµατικές, ἀριθµήσιµες τό πλῆθος καί χωρίς πεπερασµένο ὁριακό σηµεῖο.
Οἱ δέ ἰδιοσυναρτήσεις οἱ ὁποῖες ἀντιστοιχοῦν σέ διαφορετικές ἰδιοτιµές εἶναι µεταξύ τους
ὀρθογώνιες. Γενικότερα, ἄν σέ ὄχι κατ’ ἀνάγκη αὐτοσυζυγές πρόβληµα ἰδιοτιµῶν, ὑπάρχει
µιγαδικός (ἐν γένει) ἀριθµός λ τό ὁποῖο δέν ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή, τότε τό σύνολο τῶν ἰδιοτιµῶν
δέν περιέχει πεπερασµένο ὁριακό σηµεῖο καί εἶναι ὡς ἐκ τούτου ἀριθµήσιµο.

Αποδειξη. ῎Εστω ὅτι λ ἰδιοτιµή τοῦ (.) µέ ἰδιοσυνάρτηση ϕ, ἤτοι : Lϕ = λϕ. ῞Οµως

0 = 〈Lϕ, ϕ〉 − 〈ϕ,Lϕ〉 = (λ− λ̄)〈ϕ, ϕ〉.

Ἄρα λ πραγµατικός, ἀφοῦ ϕ 6≡ 0. Ἄν τώρα λ1, λ2 διακριτές ἰδιοτιµές, µέ ἀντίστοιχες
ἰδιοσυναρτήσεις ϕ1 καί ϕ2, τότε κατ’ ἀναλογίαν ϑά ἔχοµε

0 = 〈Lϕ1, ϕ2〉 − 〈ϕ1,Lϕ2〉 = (λ1 − λ2)〈ϕ1, ϕ2〉.

Ἄρα ϕ1 καί ϕ2 ὀρθογώνιες. ῎Εστω τώρα ϕj(t, λ), j = 1, . . . , n, οἱ λύσεις τῆς ἐξισώσεως
Lx = λx µέ ἀρχικές συνθῆκες

ϕ
(k−1)
j (τ, λ) = δjk, (.)

γιά κάποιο τ ∈ [a, b]. ῾Εκάστη τῶν ϕ
(k−1)
j (t, λ) εἶναι συνεχής ὡς πρός t καί ἀκεραία ἀνα-

λυτική ὡς πρός λ. Πράγµατι, τά ϕ
(k−1)
j (t, λ) ἀποτελοῦν τοπικῶς ὁµοιοµόρφως ὅρια καταλ-

λήλων ἀκολουθιῶν Picard τῶν ὁποίων οἱ ὅροι εἶναι ἀκέραιες ἀναλυτικές συναρτήσεις καί
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ὡς ἐκ τούτου τό ἴδιο ἰσχύει καί γιά τά ὅρια. Τό (.) ἔχει µή µηδενική λύση, ἄν ὑπάρ-
χουν c1, . . . , cn, ὄχι ὅλα µηδέν, ὥστε ἡ ϕ = c1 ϕ1 + . . . + cn ϕn νά ἱκανοποιεῖ τίς συνοριακές
συνθῆκες Ujx = 0, j = 1, . . . , n. Αὐτό σηµαίνει ὅτι τό γραµµικό σύστηµα

n

∑
j=1

cjUk ϕj = 0, k = 1, . . . , n,

µέ ἄγνωστο c = (c1, . . . , cn), ἔχει µή µηδενική λύση καί ὡς ἐκ τούτου ἡ ὁρίζουσα τοῦ
πίνακα W = (Uk ϕj)k,j=1,...,n, µηδενίζεται. ῾Η ὁρίζουσα ὅµως αὐτή εἶναι ἀκέραια ἀναλυτική
συνάρτηση ὡς πρός λ καί µή ταυτοτικῶς µηδενική, ἀφοῦ δέν µηδενίζεται σέ µή πραγµατικές
τιµές. Οἱ ϱίζες µιᾶς ἀκεραίας ἀναλυτικῆς συναρτήσεως δέν δύνανται νά ἔχουν πεπερασµένο
σηµεῖο συσσωρεύσεως. Τό τελευταῖο ἐπιχείρηµα λειτουργεῖ καί στήν περίπτωση κατά τήν
ὁποία τό πρόβληµα δέν εἶναι αὐτοσυζυγές ἀλλά ἔχει λ τό ὁποῖο δέν ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή. 2

᾿Ασκήσεις

.. Ἀποδείξατε ὅτι :

〈Lu, v〉 − 〈u,L∗v〉 = B(u, v)(b)− B(u, v)(a),

ὅπου

B(u, v)(t) = ∑
1≤m≤n

∑
j+k=m−1

j,k≥0

(−1)ju(k)(t)
(

pn−m(t)v(t)
)(j).

῾Ως ἐκ τούτου, ἄν L = L∗ καί γιά κάθε u, v∈Cn[a, b] οἱ ὁποῖες ἱκανοποιοῦν τίς Uu = Uv = 0, ἰσχύει
ὅτι :

B(u, v)(b) = B(u, v)(a),

τότε τό πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν (.) εἶναι αὐτοσυζυγές.

.. ∆είξατε ὅτι ὁ τελεστής L∗ ϑά ἦταν δυνατόν νά ὁρισθεῖ ὡς ὁ µοναδικός γραµµικός συνήθης διαφορικός
τελεστής γιά τόν ὁποῖο ἰσχύει ὅτι :

〈Lu, v〉 = 〈u,L∗v〉,
διά κάθε u, v στόν χῶρο Cn

0 [a, b].

.. ∆είξατε ὅτι, γιά νά εἶναι ἕνα πρόβληµα ἰδιοτιµῶν αὐτοσυζυγές ϑά πρέπει ὁ τελεστής L νά εἶναι αὐτο-
συζυγής.

.. ∆είξατε ὅτι γιά κάθε αὐτοσυζυγῆ τελεστή, ὑπάρχουν κατάλληλες συνοριακές συνθῆκες, ὥστε ὁ συνδυασµός
τῶν δύο νά ἀποτελεῖ αὐτοσυζυγές πρόβληµα ἰδιοτιµῶν.

.. ∆είξατε ὅτι τό πρόβληµα ἰδιοτιµῶν




−(p(t)x′)′ + q(t)x = λx
α0x(a) + α1x′(a) = 0
β0x(b) + β1x′(b) = 0,

µέ p(t) ∈ C1[a, b], q(t)∈C[a, b] πραγµατικές συναρτήσεις, p(t) 6= 0, εἶναι αὐτοσυζυγές ἄν ᾱ0α1 = α0ᾱ1

καί β̄0β1 = β0 β̄1.
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.. ῎Εστω pi(t), i = 0, . . . , n, πραγµατικές συναρτήσεις καί pi(t) ∈ Ci[a, b]. Τότε καί τό κάτωθι πρόβληµα
ἰδιοτιµῶν

{
Lx = ∑n

i=0(pi(t)x(i))(i) = λx
x(j)(a) = x(j)(b) = 0, j = 0, . . . , n− 1.

εἶναι αὐτοσυζυγές.

.. ∆είξατε ὅτι κάθε αὐτοσυζυγής τελεστής L τάξεως n εἶναι τῆς µορφῆς:

Lx = inqn(· · · (qn(qn(t)x)′)′ · · · )′ + · · ·+ iq1(q1(t)x)′ + q0(t)x,

ὅπου qk∈Ck[a, b] καί οἱ συναρτήσεις qk+1
k λαµβάνουν πραγµατικές τιµές γιά k = 0, . . . , n.

8.3 Στοιχεῖα Συναρτησιακῆς ᾿Αναλύσεως

8.3.1 Χῶροι Hilbert

Γιά τίς ἀνάγκες τῆς παρούσης ἑνότητος, οἱ γραµµικοί µας χῶροι ϑά ϑεωροῦνται αὐτοµάτως
ὅτι εἶναι ἐπί τοῦ σώµατος τῶν µιγαδικῶν ἀριθµῶν. ῾Υπενθυµίζοµε ὅτι χῶρος Banach, εἶναι
ἕνας γραµµικός χῶρος B µέ νόρµα, ‖ · ‖, ὁ ὁποῖος εἶναι πλήρης ὡς πρός αὐτή. ῎Ητοι,
ὁποτεδήποτε µία ἀκολουθία {vn}n∈N, στοιχείων τοῦ B, εἶναι ἀκολουθία Cauchy, τότε
αὐτή συγκλίνει στό B.

῾Ορισµός 8.3.1. ῎Εστω H γραµµικός χῶρος ἐπί τοῦ C. Μιγαδικό ἐσωτερικό γινόµενο εἶναι
µία συνάρτηση

〈·, ·〉 : H × H −→ C,

γιά τήν ὁποία νά ἰσχύουν τά ἀκόλουθα:

(i) 〈αx + βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉, γιά κάθε α, β∈C καί x, y, z∈H,

(ii) 〈x, x〉 ≥ 0 γιά κάθε x∈H, ἐνῶ ἡ ἰσότης ἰσχύει µόνο γιά x = 0∈H,

(iii) 〈y, x〉 = 〈x, y〉, γιά κάθε x, y στόν H.

Ἄν H γραµµικός χῶρος µέ ἐσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉, τότε ἡ συνάρτηση

H 3 u −→ ‖u‖ = |〈u, u〉|1/2 ∈ R,

ἀποτελεῖ νόρµα ἐπί τοῦ H, τήν ἐπαγόµενη ἀπό τό ἐσωτερικό γινόµενο. Αὐτό ἀποτελεῖ
συνέπεια τῆς ἀνισότητος Cauchy–Schwartz ὅπου, γιά κάθε u, v∈H ἰσχύει ὅτι :

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ · ‖v‖. (.)
῎Εστω B χῶρος µέ νόρµα ‖ · ‖, καί {vn}n∈N ἀκολουθία στοιχείων τοῦ B. ῾Η {vn}n∈N ὀνοµάζεται ἀκολουθία

Cauchy, ἄν γιά κάθε ε ϑετικό ὑπάρχει N ∈ N τέτοιο ὥστε, ὁποτεδήποτε m, n > N, τότε ‖vm − vn‖ < ε.
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Ἄρα λοιπόν κάθε χῶρο µέ ἐσωτερικό γινόµενο εἶναι ταυτοχρόνως καί χῶρος µέ νόρµα. ᾿Ιδι-
αιτέρως ἡ (.) ἔχει ὡς συνέπεια τήν

‖u‖ = sup
‖v‖=1

〈u, v〉, (.)

καθώς ἐπίσης καί τό γεγονός ὅτι : Ἄν un → u καί vn → v, τότε:

〈un, vn〉 −→ 〈u, v〉. (.)

Χῶρος Hilbert  εἶναι ἕνας γραµµικός χῶρος H, µέ ἐσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 - µιγαδικό
γιά τίς ἀνάγκες τῆς παρούσης ἑνότητος - ὁ ὁποῖος εἶναι πλήρης ὡς πρός τήν ἐπαγόµενη ἀπό
τό ἐσωτερικό γινόµενο νόρµα. ῞Ενας χῶρος Hilbert εἶναι λοιπόν, ἕνας χῶρος µέ ἐσωτερικό
γινόµενο ὁ ὁποῖος εἶναι χῶρος Banach ὡς πρός τήν ἐπαγόµενη ἀπό τό ἐσωτερικό γινόµενο,
νόρµα. Οἱ χῶροι Hilbert οἱ ὁποῖοι ϑά µᾶς ἀπασχολήσουν στό παρόν κεφάλαιο εἶναι οἱ
χῶροι L2[a, b], δηλαδή οἱ χῶροι τῶν µετρησίµων συναρτήσεων f : [a, b] → C, τῶν ὁποίων τό
τετράγωνο τῆς ἀπολύτου τιµῆς ἔχει ϕραγµένο ὁλοκλήρωµα

∫ b

a
| f (t)|2 dt < ∞.

Σ’ αὐτούς τούς χώρους, δύο συναρτήσεις ταυτίζονται ἄν διαφέρουν µόνον σέ σύνολο µη-
δενικοῦ µέτρου. Τό δέ ἐσωτερικό γινόµενο δύο συναρτήσεων ὁρίζεται ὡς τό ὁλοκλήρωµα

〈 f , g〉 =
∫ b

a
f (t)g(t) dt,

ἐνῶ ἡ ἐπαγόµενη ἀπό τό ἐσωτερικό γινόµενο νόρµα ϑά εἶναι ἡ

‖ f ‖ =
(∫ b

a
| f (t)|2 dt

)1/2

,

γνωστή ὡς L2−νόρµα. Στό χῶρο L2[a, b] ϐρίσκονται ϐεβαίως καί οἱ συνεχεῖς συναρτήσεις
στό [a, b], δηλαδή C [a, b] ⊂ L2[a, b], οἱ ὁποῖες ἀποτελοῦν καί πυκνό ὑποσύνολο. Αὐτό
σηµαίνει ὅτι κάθε στοιχεῖο τοῦ L2[a, b] δύναται νά προσεγγισθεῖ ἀπό στοιχεῖα τοῦ C[a, b] ὡς
πρός τήν ἀνωτέρω νόρµα. Μάλιστα ὁ χῶρος L2[a, b] δύναται νά ϑεωρεῖται καί ὡς ἡ πλήρωση
τοῦ C[a, b] ὡς πρός τήν ἀνωτέρω νόρµα. Εἶναι σηµαντικό νά λεχθεῖ ὅτι πυκνά στόν L2[a, b]
εἶναι καί τά σύνολα Cn[a, b], τῶν n ϕορές συνεχῶς διαφορισίµων συναρτήσεων, καθώς καί
ὁ χῶρος C∞

0 (a, b). ῾Υπενθυµίζεται ἐπίσης ὅτι οἱ χῶροι C[a, b] ἀποτελοῦν χώρους Banach.
Συγκεκριµένα, πλήρεις χώρους ὡς πρός τήν νόρµα

| f | = max
t∈[a,b]

| f (t)|.

David Hilbert (1862–1943). Μεγάλος γερµανός µαθηµατικός µαθητής τοῦ Felix Klein. Παρά τό γεγονός
ὅτι τό ὀνοµά του εἶναι εὐρύτερα χνωστό λόγῳ τῶν Χώρων Hilbert, ἡ παρουσία του εἶναι σηµαντική σέ πολλούς
κλάδους τῶν Μαθηµατικῶν. Κάποια δέ ἀπό τά 23 προβλήµατα τά ὁποῖα ἔθεσε στό Second International Congress
of Mathematicians τό 1900 στό Παρίσι ἐξακολουθοῦν νά ἀπασχολοῦν τήν µαθηµατική κοινότητα.
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῾Η πληρότης τοῦ C[a, b] προκύπτει ἀπό τό γεγονός ὅτι, ἀφ’ ἑνός, σέ µία ἀκολουθία συνεχῶν
συναρτήσεων, ὁµοιοµόρφως Cauchy , ὁρίζεται τό κατά σηµεῖο ὅριο. Τό ὅριο αὐτό, ὡς ὁ-
µοιόµορφο ἀκολουθίας συνεχῶν συναρτήσεων, ἀποτελεῖ ἐπίσης συνεχῆ συνάρτηση. Τήν
ἀνωτέρω νόρµα, ϑά καλοῦµε ἀπό τώρα καί στό ἑξῆς ὁµοιόµορφη νόρµα εἰς ἀντιδιαστολή τῆς
L2−νόρµας τήν ὁποία ὁρίσαµε προηγουµένως. ᾿Ισχύει µάλιστα ὅτι ἡ ὁµοιόµορφη νόρµα
εἶναι ἰσχυροτέρα τῆς L2. Πράγµατι

‖u‖ =
(∫ b

a
|u(t)|2 dt

)1/2

≤ (b− a)1/2 |u|.

Ἄρα ἄν un → u ὁµοιοµόρφως, τότε συγκλίνει καί ὡς πρός τήν L2−νορµα. Τό ἀντίστροφο
δέν ἰσχύει. ῎Εστω, γιά παράδειγµα, un(t) = tn, t∈ [0, 1]. Τότε ‖un‖ → 0, ἐνῶ ὡς πρός τήν
ὁµοιόµορφη νόρµα δέν συγκλίνει πουθενά.

Ἀκολουθεῖ ὁ ὁρισµός τῶν ὀρθοκανονικῶν ϐάσεων:

῾Ορισµός 8.3.2. ῎Εστω H χῶρος Hilbert καί B ⊂ H. Τό B ὀνοµάζεται ὀρθοκανονική ϐάση
τοῦ H ἄν ἰσχύουν τά ἀκόλουθα:

(i) Τά στοιχεῖα τοῦ B εἶναι ὀρθογώνια µεταξύ τους. ῎Ητοι : ἄν f , g ∈ B καί f 6= g, τότε
〈 f , g〉 = 0.

(ii) Οἱ γραµµικοί συνδυασµοί τῶν στοιχείων τοῦ B εἶναι πυκνοί στό H.

(iii) Κάθε στοιχεῖο τοῦ B εἶναι µοναδιαίου µέτρου.

Χαρακτηριστικές ἰδιότητες τῶν ὀρθοκανονικῶν ϐάσεων:

(i) Κάθε χῶρος Hilbert ἔχει ὀρθοκανονική ϐάση. Αὐτό ἀποτελεῖ συνέπεια τοῦ Λήµµατος
τοῦ Zorn (ϐλέπε Πρόταση 6.3.2). ῞Ολες δέ οἱ ὀρθοκανονικές ϐάσεις ἑνός χώρου Hilbert
ἔχουν τόν ἴδιο πληθάριθµο, ὁ ὁποῖος ὀνοµάζεται ὀρθογώνια διάσταση (ϐλέπε Hewitt &
Stromberg [27]), ἡ ὁποία εἶναι µικρότερη ἤ ἴση τῆς διαστάσεως τοῦ ἰδίου χώρου ὡς
γραµµικοῦ χώρου.

(ii) Ἄν ὁ χῶρος εἶναι διαχωρίσιµος - ἤτοι, ἔχει ἀριθµήσιµο πυκνό ὑποσύνολο - τότε ἡ ὀρ-
ϑοκανονική ϐάση εἶναι ἀριθµήσιµη. Οἱ χῶροι L2[Ω], ὅπου Ω ἀνοικτό ὑποσύνολο τοῦ
Rm, εἶναι διαχωρίσιµοι. (Σηµειωτέον ὅτι ἡ διάσταση τῶν χώρων L2[Ω], ὡς γραµµικῶν
χώρων, εἶναι ὑπεαριθµίσιµη, ἰσοπληθική τοῦ R ).

(iii) ῎Εστω {ζn}n∈N ὀρθοκανονική ϐάση τοῦ διαχωρίσιµου χώρου Hilbert H. Ἄν f ∈ H,
τότε

lim
n→∞

∥∥∥∥∥
n

∑
k=1
〈 f , ζk〉ζk − f

∥∥∥∥∥ = 0. (.)
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Εἴθισται δέ ὡς ἐκ τούτου ἡ κατωτέρω γραφή τῶν στοιχείων f τοῦ H ὡς ἄπειρος γραµ-
µικός συνδυασµός στοιχείων τῆς ὀρθοκανονικῆς ϐάσεως :

f =
∞

∑
n=1
〈 f , ζn〉ζn.

Τά 〈 f , ζn〉, n∈N, ὀνοµάζονται συντελεστές Fourier.

(iv) ᾿Ισχύει ἐπίσης ὅτι :

n

∑
k=1

|〈 f , ζk〉|2 ≤ ‖ f ‖2. (.)

γιά κάθε n∈N. ῾Η ἀνωτέρω εἶναι γνωστή ὡς ἀνισότης Bessel .

Υποδειξη. Ἀρκεῖ νά ἀναπτυχθεῖ τό τετράγωνο
∥∥∥∥∥ f −

n

∑
k=1
〈 f , ζk〉ζk

∥∥∥∥∥
2

≥ 0.

(v) Συνέπεια δέ τῆς (.) ἡ ταυτότης

‖ f ‖2 =
∞

∑
n=1

|〈 f , ζn〉|2, (.)

γνωστή ὡς ταυτότης Παρσεαλ.

8.3.2 Φραγµένοι τελεστές

῎Εστω τώρα H χῶρος Hilbert καί K : H → H γραµµική ἀπεικόνιση, δηλαδή

K(α f + βg) = αK f + βKg,

γιά κάθε α, β ∈ C καί f , g ∈ H. ῾Η K ὀνοµάζεται γραµµικός τελεστής ἐπί τοῦ H. Ἄν ἐπί
πλέον ἰσχύει ὅτι :

sup
‖u‖6=0

‖Ku‖
‖u‖ = M < ∞,

τότε ὁ K ὀνοµάζεται ϕραγµένος τελεστής. ῾Ο δέ ἀριθµός M ἀνωτέρω, ὁρίζεται ὡς ἡ νόρµα
τοῦ K καί ἔχει πράγµατι ἰδιότητες νόρµας ἐπί τοῦ χώρου τῶν ϕραγµένων τελεστῶν B(H) ἐπί
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768–1830). Γάλλος µαθηµατικός, µαθητής τοῦ Lagrange.
Marc Antoine Parseval de Chênes (1755-1836). Γάλλος µαθηµατικός.



 Κεφάλαιο 8. Αὐτοσυζυγῆ προβλήµατα ἰδιοτιµῶν

τοῦ χώρου H. ῾Ο B(H) ἀποτελεῖ γραµµικό χῶρο ἐπί τοῦ C, διότι ὁποτεδήποτε K,L∈B(H)
καί α, β∈C, τότε αK+ βL∈B(H). ᾿Ισχύει µάλιστα ὅτι :

sup
‖u‖=1

‖Ku‖ = ‖K‖,

µέ συνέπειες :

‖Ku‖ ≤ ‖K‖ · ‖u‖,

γιά κάθε u∈H, καθώς καί ὅτι :

‖KL‖ ≤ ‖K‖ · ‖L‖,

ὁποτεδήποτε K,L ϕραγµένοι τελεστές ἐπί τοῦ H καί KL ἡ σύνθεση αὐτῶν. ῾Ο δέ χῶρος
B(H) ἀποτελεῖ χῶρο Banach ὡς πρός τήν προαναφερθεῖσα νόρµα. ∆ίδοµε τούς κάτωθι
ὁρισµούς :

῾Ορισµός 8.3.3. ῎Εστω H χῶρος Hilbert καί K : H → H, ϕραγµένος τελεστής.

(i) ῾Ο K ὀνοµάζεται αὐτοσυζυγής ἄν

〈Ku, v〉 = 〈u,Kv〉,

γιά κάθε u, v ∈ H.

(ii) ῾Ο K ὀνοµάζεται ϑετικός ἄν

〈Ku, u〉 ≥ 0,

γιά κάθε u ∈ H.

(iii) ῾Ο K ὀνοµάζεται συµπαγής ἄν ὁποτεδήποτε ἡ ἀκολουθία {un}n∈N εἶναι ϕραγµέν-
η (ὡς πρός τήν ἐπαγόµενη νόρµα), τότε ἡ ἀκολουθία {Kun}n∈N ἔχει συγκλίνουσα
ὑπακολουθία.

Θά µᾶς χρειασθοῦν τά ἀκόλουθα ἀποτελέσµατα:

Λῆµµα 8.3.1. ῎Εστω H χῶρος Hilbert καί K : H → H, αὐτοσυζυγής ϕραγµένος τελεστής.
Τότε ἰσχύει ὅτι :

‖K‖ = sup
‖u‖=1

|〈Ku, u〉|.
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Αποδειξη. ᾿Εξ ὁρισµοῦ ‖K‖ = sup‖u‖=1 ‖Ku‖, ὁπότε ἔστω

sup
‖u‖=1

|〈Ku, u〉| = M.

Τότε προφανῶς γιά ‖u‖ = 1 ϑά ἔχοµε :

|〈Ku, u〉| ≤ ‖Ku‖·‖u‖ = ‖Ku‖ ≤ ‖K‖.

Ἄρα ‖K‖ ≥ M. Ἄν τώρα u, v ∈, ὥστε ‖u‖ = ‖v‖ = 1, τότε

〈K(u + v), u + v〉 = 〈Ku, u〉+ 〈Kv, v〉+ 2Re〈Ku, v〉 ≤ M‖u + v‖2

〈K(u− v), u− v〉 = 〈Ku, u〉+ 〈Kv, v〉 − 2Re〈Ku, v〉 ≥ −M‖u− v‖2.

Ἀφαιρῶντας λαµβάνοµε :

4Re〈Ku, v〉 ≤ 2M(‖u‖2 + ‖v‖2) = 4M

καί ἄν Ku 6= 0 ἀντικαθιστοῦµε τό v µέ Ku/‖Ku‖ ὁπότε τελικῶς

4Re〈Ku,Ku/‖Ku‖〉 ≤ 4M,

ἤ ‖Ku‖ ≤ M , καί ὡς ἐκ τούτου ‖K‖ ≤ M. 2

Λῆµµα 8.3.2. ῎Εστω H χῶρος Hilbert καί K : H → H, ϑετικός αὐτοσυζυγής τελεστής. Τότε

‖Ku‖2 ≤ ‖K‖ 〈Ku, u〉, (.)

γιά κάθε u∈H.

Αποδειξη. Γιά κάθε u, v∈H καί λ∈R ἰσχύει ὅτι :

〈K(u + λv), u + λv〉 ≥ 0

ἤ

λ2〈Kv, v〉+ 2λRe〈Ku, v〉+ 〈Ku, u〉 ≥ 0,

τό ὁποῖο συνεπάγεται ὅτι :

〈Ku, u〉 〈Kv, v〉 ≥ |〈Ku, v〉|2,

γιά κάθε u, v∈H. ῾Η (.) προκύπτει ἀπό τό Λῆµµα 8.3.1 σέ συνδυασµό µέ τήν (.). 2

Λῆµµα 8.3.3. ῎Εστω H χῶρος Hilbert καί K : H → H συµπαγής αὐτοσυζυγής τελεστής.
Τότε ὑπάρχει v∈H, v 6= 0, γιά τό ὁποῖο Kv = µv καί µ = ±‖K‖.
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Αποδειξη. Χωρίς ϐλάβη τῆς γενικότητος ὑποθέτοµε ὅτι K 6= 0. ῎Εστω M = ‖K‖ καί ἔστω
{un}n∈N ⊂ H ἀκολουθία γιά τήν ὁποία

‖un‖ = 1 καί ‖Kun‖ → M.

Τότε ὁ τελεστής u → (M2 −K2)u εἶναι ϑετικός καί αὐτοσυζυγής. Ταυτοχρόνως

〈(M2 −K2)un, un〉 = M2 − ‖Kun‖2 → 0

καί λόγῳ τῆς (.) προκύπτει ὅτι :

(M2 −K2)un → 0. (.)

᾿Εξ αἰτίας τῆς συµπάγειας τοῦ K, ὑπάρχει ὑπακολουθία τῆς {un}n∈N, τήν ὁποία καλοῦµε
{vn}n∈N καί γιά τήν ὁποία ἡ {Kvn}n∈N συγκλίνει. ῎Εστω w∈H τό ὅριο τῆς {Kvn}n∈N,
τότε

K2vn → Kw

καί προσθέτοντας στήν ἀνωτέρω τήν (.) λαµβάνοµε

M2vn → Kw,

ὁπότε ‖Kw‖ = M2 καί τελικῶς

w = lim
n→∞

Kvn =
1

M2Kw.

Προφανῶς ‖w‖ = M 6= 0. Ἄν Kw = Mw, τότε ϑέτοµε v = w, ἄλλως ϑέτοµε v =
(K− M)w, διότι

Kv = K(K− M)w = K2w− MKw = M2w− MKw

= −M(K− M)w = −Mv. 2

8.4 Κατασκευή πυρῆνος τοῦ Green

῎Εστω τώρα τό µή ὁµοιογενές πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν
{
Lx = λx + f
Ux = 0,

(.)
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ὅπου f ∈ C[a, b]. Εἰδική λύση τῆς ἐξισώσεως Lx = λx + f , προκύπτουσα διά τῆς µεθόδου
τῆς µεταβολῆς τῶν παραµέτρων (ϐλέπε ῾Ενότητα 5.5), δίδεται ἀπό τόν τύπο:

ψ(t, λ) =
n

∑
k=1

ϕk(t, λ)
∫ t

a

1
p0(s)

Wk(ϕ1, . . . , ϕn)(s, λ)
W(ϕ1, . . . , ϕn)(s, λ)

f (s) ds, (.)

ὅπου {ϕ1, . . . , ϕn}, ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς Lx = λx, οἱ ὁποῖες ὁρίζονται ἀπό τήν
(.),

W(ϕ1, . . . , ϕn)(s, λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s, λ) . . . ϕn(s, λ)
ϕ′1(s, λ) . . . ϕ′n(s, λ)

...
...

ϕ
(n−1)
1 (s, λ) . . . ϕ

(n−1)
n (s, λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ἡ ϐρονσκιανή ὁρίζουσα τῶν {ϕ1, . . . , ϕn}, ἐνῶ Wk ἡ ὁρίζουσα τοῦ πίνακα ἡ ὁποία προκύπτει
ὅταν ἡ k−στή στήλη τῆς ϐρονσκιανῆς ἀντικατασταθεῖ ἀπό τό διάνυσµα

en = (0, . . . , 0, 1).

῾Η (.) γράφεται καί ὡς

ψ(t, λ) =
∫ b

a
K(t, s, λ) f (s) ds, (.)

ὅπου ὁ πυρῆνας K ἰσοῦται µέ µηδέν ὅταν t ≤ s ἐνῶ ἰσοῦται µέ

K(t, s, λ) =
1

p0(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s, λ) . . . ϕn(s, λ)
ϕ′1(s, λ) . . . ϕ′n(s, λ)

...
...

ϕ
(n−2)
1 (s, λ) . . . ϕ

(n−2)
n (s, λ)

ϕ1(t, λ) . . . ϕn(t, λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s, λ) . . . ϕn(s, λ)
ϕ′1(s, λ) . . . ϕ′n(s, λ)

...
...

ϕ
(n−2)
1 (s, λ) . . . ϕ

(n−2)
n (s, λ)

ϕ
(n−1)
1 (s, λ) . . . ϕ

(n−1)
n (s, λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ὅταν t ≥ s. Εὐκόλως διαπιστοῦται ἡ ἰσχύς τῶν κάτωθι ἰδιοτήτων τοῦ πυρῆνος K(t, s, λ) :

(i) ∂ν
t K(t, s, λ) συνεχής γιά κάθε ν = 0, . . . , n− 2, s, t ∈ [a, b] καί λ ∈ C.

(ii) ∂n−1
t K(t, s, λ), ∂n

t K(t, s, λ) συνεχεῖς γιά κάθε s 6= t καί λ ∈ C.
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(iii) ∂n−1
t K(s+, s, λ)− ∂n−1

t K(s−, s, λ) =
1

p0(s)
.

(iv) LK(·, s, λ) = λK(·, s, λ) γιά κάθε t 6= s, λ ∈ C.

῾Ο πυρήν K δύναται νά τροποποιηθεῖ ὥστε οἱ συναρτήσεις ψ οἱ ὁποῖες ὁρίζονται ἀπό τήν (.)
νά ἱκανοποιοῦν καί τίς συνοριακές συνθῆκες Uψ = 0. Αὐτό ἐπιτυγχάνεται ἐπιλέγοντας
κατάλληλους συντελεστές cj, j = 1, . . . , n, ὥστε ὁ τροποποιηµένο πυρῆνας

G(t, s, λ) = K(t, s, λ) +
n

∑
j=1

cj(s, λ)ϕj(t, λ),

νά ἱκανοποιεῖ τίς συνοριακές συνθῆκες UG = 0. ῎Εστω λοιπόν ὅτι :

0 = UkG = UkK +
n

∑
j=1

cjUk ϕj, k = 1, . . . , n.

῾Οπότε οἱ συντελεστές cj, j = 1, . . . , n, ϑά ἱκανοποιοῦν τό γραµµικό σύστηµα

n

∑
k=1

Uk ϕj cj = −UkK, k = 1, . . . , n.

Στό ἀνωτέρω σύστηµα, οἱ συντελεστές Uk ϕj, εἶναι συναρτήσεις τοῦ λ, ἐνῶ οἱ µή ὁµοιογενεῖς
ὅροι −UkK, συναρτήσεις τοῦ λ καί τοῦ s. Τό ἀνωτέρω σύστηµα ἔχει µοναδική λύση ἄν
καί µόνον ἄν, ὁ πίνακας τῶν συντελεστῶν εἶναι ἀντιστρέψιµος. ῎Εστω λ 6∈ Λ, ὅπου Λ τό
σύνολο τῶν ἰδιοτιµῶν. Συνεπῶς οἱ συντελεστές cj = cj(s, λ), j = 1, . . . , n, ὁρίζονται γιά
κάθε s ∈ [a, b], λ ∈ CrΛ, εἶναι δέ ἀναλυτικές γιά κάθε λ στό ὁποῖο ὁρίζονται. Στήν
πραγµατικότητα, οἱ cj εἶναι µεροµορφικές στό C. ῎Εστω λοιπόν τώρα

G(t, s, λ) = K(t, s, λ) +
n

∑
j=1

cj(s, λ)ϕj(t, λ).

Πέραν τοῦ ὅτι ἡ G ἱκανοποιεῖ τίς συνοριακές συνθῆκες

UkG = 0, k = 1, . . . , n,

ἄν ὁρίσοµε τήν συνάρτηση ψ ἀπό τήν συνέλιξη

ψ(t, λ) =
∫ b

a
G(t, s, λ) f (s) ds, (.)

ὅπου f ∈C[a, b], λ 6∈Λ, τότε ϑά ἔχοµε ὅτι : Lψ = λψ + f καί ἐπίσης ὅτι :

ψ(k)(a, λ) =
∫ b

a
∂k

t G(a, s, λ) f (s) ds

ψ(k)(b, λ) =
∫ b

a
∂k

t G(b, s, λ) f (s) ds
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ὅπου k = 0, . . . , n− 1. (῾Η περίπτωση k = n− 1 ἀπαιτεῖ περισσότερη προσοχή). ᾿Εν τέλει ϑά
ἔχοµε ὅτι :

Ujψ(·, λ) =
∫ b

a
UjG(·, s, λ) f (s) ds = 0, j = 1, . . . , n.

Κατά συνέπειαν ἡ συνάρτηση ψ ἡ ὁποία ὁρίζεται ἀπό τήν (.) ἀποτελεῖ τήν µοναδική λύση
τοῦ µή ὁµοιογενοῦς προβλήµατος (.) γιά κάθε λ 6∈ Λ.

῾Ο πυρήν G τόν ὁποῖο κατασκευάσαµε ὀνοµάζεται πυρήν τοῦ Green. ᾿Ιδιαιτέρως, ὁ πυρήν
τοῦ Green ὁρίζει ἕνα ὁλοκληρωτικό τελεστή Gλ:

Gλ : C[a, b] −→ Cn[a, b] ∩N (U ),

ὅπου

N (U ) = {ϕ ∈ Cn−1[a, b] : U ϕ = 0}, (.)

µέ τύπο

(Gλ f )(t) =
∫ b

a
G(t, s, λ) f (s) ds.

῎Εχοµε τό ἀκόλουθο ἀποτέλεσµα:

Θεώρηµα 8.4.1. Ἄν ὑπάρχει λ∈C τό ὁποῖο νά µήν ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή τοῦ (ὄχι κατ’ ἀνάγκην
αὐτοσυζυγοῦς) προβλήµατος συνοριακῶν τιµῶν (.), τότε ὑπάρχει µοναδική συναρτήση
G = G(t, s, λ), t, s ∈ [a, b] καί λ∈CrΛ, µέ τίς ἀκόλουθες ἰδιότητες :

(i) Οἱ ∂ν
t G(t, s, λ) εἶναι συνεχεῖς γιά κάθε ν = 0, . . . , n− 2, s, t ∈ [a, b] καί λ ∈ CrΛ.

(ii) Οἱ ∂n−1
t G(t, s, λ) καί ∂n

t G(t, s, λ) συνεχεῖς γιά κάθε s 6= t καί λ ∈ CrΛ.

(iii) ᾿Ισχύει ὅτι :

∂n−1
t G(s+, s, λ)− ∂n−1

t G(s−, s, λ) =
1

p0(s)
,

γιά κάθε s ∈ [a, b], λ ∈ CrΛ.

(iv) ᾿Επίσης ἰσχύει ὅτι : LG(·, s, λ) = λG(·, s, λ) γιά κάθε t 6= s, λ ∈ CrΛ.

(v) ῾Η G ἱκανοποιεῖ τίς συνοριακές συνθῆκες :

UjG(·, s, λ) = 0, j = 1, . . . , n.

George Green (1793-1841). Ἄγγλος µαθηµατικός.
 ῾Ο N (U ) ἀποτελεῖ τόν µηδενοχῶρο (νυλλ σπαςε) τοῦ συνοριακοῦ τελεστοῦ U .
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(vi) Τέλος ἄν ψ(t, λ) =
∫ t

a G(t, s, λ) f (s) ds, ὅπου f ∈ C[a, b], τότε Lψ(·, λ) = λψ(·, λ) +
f (·) καί Uψ = 0 , γιά κάθε λ∈CrΛ.

Αποδειξη. Ἀποµένει ἡ ἀπόδειξη τῆς µοναδικότητος. ῎Εστω ὅτι ὑπῆρχε καί δεύτερη τέτοια
συνάρτηση G̃. Τότε ϑά εἴχαµε ὅτι G− G̃ ∈ Cn[a, b], γιά κάθε s, t ∈ [a, b] καί ὅτι

(L− λ)(G− G̃) = 0, U (G̃− G) = 0.

Ἄρα ϑά εἴχαµε ὅτι G− G̃ ≡ 0, ἀφοῦ τό λ δέν ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή. 2

Παρατηρήσεις

(i) ῾Ο G τόν ὁποῖο κατασκευάσαµε ἀνωτέρω ἰσοῦται µέ

G(t, s, λ) =
D(t, s, λ)

det
(
Uj ϕk(·, λ)

) ,

ὅπου

D(t, s, λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K(t, s, λ) ϕ1(t, s, λ) · · · ϕn(t, s, λ)
U1K(·, s, λ) U1ϕ1(·, λ) · · · U1ϕn(·, λ)

...
...

...
UnK(·, s, λ) Un ϕ1(·, λ) · · · Un ϕn(·, λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Βλέπε Ἄσκηση ...

(ii) Τό πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν
{
Lx = λx + f
Ux = ξ,

(.)

τό ὁποῖο ἀποτελεῖ µή ὁµοιογενές πρόβληµα συνοριακῶν τιµῶν µέ µή ὁµοιογενεῖς συνο-
ϱιακές συνθῆκες, ἔχει µοναδική λύση γιά κάθε µιγαδικό λ ὁ ὁποῖος δέν ἀποτελεῖ
ἰδιοτιµή τοῦ ἀντίστοιχου ὁµοιογενοῦς προβλήµατος συνοριακῶν τιµῶν µέ µηδενικές
συνοριακές συνθῆκες. ῾Η λύση ψ = ψ(t; f , ξ ) τοῦ (.) προκύπτει ἀπό τήν ἀρχή τῆς
ὑπερθέσεως, ἤτοι :

ψ(t; f , ξ) = ψ(t; f , 0) + ψ(t, 0, ξ),

µέ

ψ(t; 0, ξ) =
n

∑
k=1

αk ϕk(t)
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ὅπου {ϕ1, . . . , ϕn} ϑεµελιῶδες σύνολο λύσεων τῆς ἐξισώσεως Lx = 0 καί

α = (α1, . . . , αn) =
(
Ui ϕj

)−1
ξ.

Συνολικῶς λοιπόν ϑά ἔχοµε ὅτι :

ψ(·; f , ξ) = Gλ f +ϕT · (Ui ϕj
)−1

ξ,

ὅπου ϕ = (ϕ1, · · · , ϕn).

Παραδείγµατα

(i) Εὐκόλως δύναται νά διαπιστωθεῖ ὅτι στό πρῶτο παράδειγµα τό ὁποῖο εἴδαµε στήν σελίδα
299 ὁ πυρήν τοῦ Green εἶναι :

G(t, s, λ) =





sin λ1/2t sin λ1/2(1−s)
λ1/2 sin λ1/2 ἄν t ≤ s

sin λ1/2(1−t) sin λ1/2s
λ1/2 sin λ1/2 ἄν t > s.

(Βλέπε Ἄσκηση ..).

(ii) Στό δεύτερο παράδειγµα τῆς σελίδος 300 ὁ πυρήν τοῦ Green ϑά εἶναι ὁ

G(t, s, λ) =





− eiλ(s−t−1/2)

2 sin λ
2

ἄν t ≤ s

− eiλ(s−t+1/2)

2 sin λ
2

ἄν t > s.

(Βλέπε Ἄσκηση ..).

᾿Ασκήσεις

.. ∆είξατε ὅτι ὁ πυρήν Green ἰσοῦται µέ

G(t, s, λ) =
D(t, s, λ)

det
(

Uj ϕk(·, λ)
) ,

ὅπου

D(t, s, λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K(t, s, λ) ϕ1(t, s, λ) · · · ϕn(t, s, λ)
U1K(·, s, λ) U1 ϕ1(·, λ) · · · U1 ϕn(·, λ)

...
...

...
UnK(·, s, λ) Un ϕ1(·, λ) · · · Un ϕn(·, λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.. ∆είξατε ὅτι ὁ πυρήν τοῦ Green τοῦ προβλήµατος ἰδιοτιµῶν i, στήν σελίδα 299 εἶναι :

G(t, s, λ) =





sin λ1/2t sin λ1/2(1−s)
λ1/2 sin λ1/2 ἄν t ≤ s

sin λ1/2(1−t) sin λ1/2s
λ1/2 sin λ1/2 ἄν t > s.



 Κεφάλαιο 8. Αὐτοσυζυγῆ προβλήµατα ἰδιοτιµῶν

.. ∆είξατε ὅτι στό παράδειγµα ii τῆς σελίδος 300 ὁ πυρήν Green ϑά εἶναι :

G(t, s, λ) =





− eiλ(s−t−1/2)

2 sin λ
2

ἄν t ≤ s

− eiλ(s−t+1/2)

2 sin λ
2

ἄν t > s.

8.5 Φασµατική ἀνάλυση τοῦ τελεστοῦ Green

Στήν παροῦσα ἑνότητα ϑά δοῦµε πῶς ὁ ἀντίστροφος τοῦ διαφορικοῦ τελεστοῦ L, ἀποτελεῖ
ἕναν ὁλοκληρωτικό τελεστή, ὁ ὁποῖος δύναται νά ὁρισθεῖ ἐφ’ ὅλου τοῦ L2[a, b]. ᾿Ιδιαιτέρως
ἀποτελεῖ ἕναν συµπαγῆ αὐτοσυζυγῆ τελεστή καί ἔχει πραγµατικές ἰδιοτιµές καί ἰδιοσυναρτή-
σεις οἱ ὁ ὁποῖες δύνανται νά ληφθοῦν ὥστε νά ἀποτελοῦν ὀρθοκανονική ϐάση τοῦ L2[a, b].

8.5.1 Κατασκευή ἰδιοτιµῶν καί ἰδιοσυναρτήσεων

Ἀπό τώρα καί στό ἑξῆς ϑά ὑποθέτοµε ὅτι τό πρόβληµά µας εἶναι αὐτοσυζυγές καί τό λ = 0 δέν
ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή. Κάτι τέτοιο δύναται νά ὑποτεθεῖ χωρίς ϐλάβη τῆς γενικότητος ἀφοῦ ἄν τό
µηδέν εἶναι ἰδιοτιµή, τότε ἀντικαθιστοῦµε τό διαφορικό τελεστή L µέ τόν L− λ0, γιά κάποιο
πραγµατικό λ0 ὁ ὁποῖος δέν ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή. Σ’ αὐτή τήν περίπτωση, κατ’ οἰκονοµία,
ϑέτοµε

G(t, s) = G(t, s, 0).

῾Ως G ὁρίζοµε τόν ἀκόλουθο ὁλοκληρωτικό τελεστή:

(Gv)(t) =
∫ b

a
G(t, s)v(s) ds , v ∈ C[a, b].

᾿Ιδιότητες τοῦ τελεστοῦ G:

(i) ῾Ο G ἐπεκτείνεται ἐφ’ ὅλου τοῦ L2[a, b] ὡς ϕραγµένος τελεστής.

Πράγµατι, ἔστω u∈C[a, b], τότε :

‖Gu‖2 = 〈Gu,Gu〉 =
∫ b

a

∣∣∣∣
∫ b

a
G(t, s)u(s) ds

∣∣∣∣
2

dt

≤ (b− a)
(

max
a≤s,t≤b

|G(t, s)|
)2 ∫ b

a
|u(s)|2 ds.

Ἄρα

‖Gu‖ ≤ γ‖u‖, (.)
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ὅπου

γ = (b− a)1/2 max
a≤s,t≤b

|G(t, s)|. (.)

῎Εστω τώρα ὅτι u∈ L2[a, b], τότε ὑπάρχει ἀκολουθία συνεχῶν συναρτήσεων {uk}k∈N,
συγκλίνουσα ὡς πρός τήν L2−νόρµα στήν v. ῾Οπότε ἐξ αἰτίας τῆς (.)

‖G(uk − ul)‖ ≤ γ‖uk − ul‖,

ἀπ’ ὅπου προκύπτει ὅτι ἡ ἀκολουθία {Guk}k∈N, εἶναι L2−Cauchy. Συνεπῶς ἔχει
µοναδικό ὅριο, τό ὁποῖο ὁρίζοµε ὡς Gu. Τό ἀνωτέρω ὅριο εἶναι ἀνεξάρτητο τῆς ἐπι-
λογῆς τῆς ἀκολουθίας un → u, καί ϐεβαίως ἄν u συνεχής, τότε ὅριο τῆς ἀκολουθίας
{Gun}n∈N, συµπίπτει µέ τήν εἰκόνα Gu. Πράγµατι λοιπόν, ὁ τελεστής G ῾ ὁποῖος
ὁρίζεται κατ’ αὐτό τόν τρόπο καλῶς ἐφ’ ὅλου τοῦ L2[a, b] ὡς ϕραγµένος τελεστής. Ἀπό
τόν ὁρισµό τῆς νόρµας τελεστοῦ ‖G‖ = sup‖u‖=1 ‖Gu‖, προκύπτει ὅτι :

‖G‖ ≤ (b− a)1/2 max
a≤s,t≤b

|G(t, s)|.

(ii) ῾Ο G εἶναι αὐτοσυζυγής.

῎Οντως, ἔστω f , g ∈ C[a, b] καί u = G f , v = Gg. Τότε
{

Lu = f
Uu = 0

καί
{

Lv = g
Uv = 0

.

Συνεπείᾳ ὅµως τῆς αὐτοσυζυγίας τοῦ προβλήµατος ἰδιοτιµῶν µας, ϑά ἔχοµε :

〈Lu, v〉 = 〈u, Lv〉 ἤ 〈 f ,Gg〉 = 〈G f , g〉.
Ἄν τώρα f , g∈L2[a, b], τότε ὑπάρχουν fn, gn∈C[a, b], n∈N, ὥστε :

fn → f , gn → g ἄρα 〈 fn, gn〉 → 〈 f , g〉.
῾Οπότε

〈G f , g〉 = lim
n→∞

〈G fn, gn〉 = lim
n→∞

〈 fn,Ggn〉 = 〈 f ,Gg〉.
Πράγµατι λοιπόν ὁ τελεστής G εἶναι αὐτοσυζυγής. ῞Οµως

〈G f , g〉 − 〈 f ,Gg〉 =
∫ b

a

∫ b

a

(
G(t, s)− G(s, t)

)
f (s)g(t) ds dt. (.)

Ἄρα G(t, s) = G(s, t) σχεδόν παντοῦ στό [a, b]× [a, b]. ῾Ως γνωστόν, ὁ G εἶναι συνεχής,
ὅταν n > 1, ἐνῶ ὅταν n = 1, εἶναι συνεχής γιά t 6= s καί ἔχει πλευρικά ὅρια ὅταν t = s.
῾Ως ἐκ τούτου ἡ (.) συνεπάγεται ὅτι

G(t, s) = G(s, t), (.)

παντοῦ γιά n > 1, ἐνῶ γιά t 6= s, ὅταν n = 1.
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(iii) ῾Ο ὁλοκληρωτικός τελεστής G ἀποτελεῖ τόν ἀντίστροφο τοῦ διαφορικοῦ τελεστοῦ L σέ
κατάλληλους χώρους.

Ἄν δηλαδή f ∈ C[a, b] καί u = G f , τότε u ∈ Cn[a, b] ∩ N (U ) καί Lu = f , ἐνῶ ἄν
u∈Cn[a, b]∩N (U ) καί w = GLu, τότε Lw = Lu καί Uw = 0, ἄρα L(u−w) = 0 καί
U (u− w) = 0, ὁπότε ἐφ’ ὅσον τό λ = 0 δέν ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή τοῦ L, τότε w = u καί
ὡς ἐκ τούτου GLu = u. Συνολικῶς

(a) LG f = f γιά κάθε f ∈ C[a, b].
(b) GLu = u γιά κάθε u ∈ Cn[a, b] ∩N (U ).

(iv) Οἱ τελεστές L καί G ἔχουν τίς ἴδιες ἰδιοσυναρτήσεις καί ἀντίστροφες ἰδιοτιµές.

Ἄν δηλαδή ὁ ἀριθµός λ ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή τοῦ L, µέ ἀντίστοιχη ἰδιοσυνάρτηση ϕ, τότε
ϑά ἔχοµε Lϕ = λϕ καί ϐεβαίως U ϕ = 0. ῾Ως ἐκ τούτου

GLϕ = λGϕ,

ὁπότε

ϕ = λGϕ.

῎Ητοι : Ἄν τό λ ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή τοῦ L µέ ἀντίστοιχη ἰδιοσυνάρτηση ϕ, τότε τό 1
λ

ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή τοῦ G µέ ἀντίστοιχη ἰδιοσυνάρτηση ἐπίσης ϕ. ᾿Ισχύει καί τό ἀντίστρο-
ϕο.

Θά χρειαστοῦµε τώρα τό ἀκόλουθο λῆµµα:

Λῆµµα 8.5.1. ῎Εστω ὅτι ἡ ἀκολουθία {un}n∈N ⊂ L2[a, b] εἶναι ϕραγµένη, δηλαδή ‖un‖ ≤
M. Τότε ἡ ἀκολουθία {Kun}n∈N ἀποτελεῖται ἀπό συνεχεῖς συναρτήσεις οἱ ὁποῖες εἶναι
ὁµοιοµόρφως ϕραγµένες καί ἰσοσυνεχεῖς.

῾Υπενθυµίζοµε τόν ὁρισµό:

῾Ορισµός 8.5.1. ῾Η οἰκογένεια συναρτήσεων F ⊂ C[a, b] ὀνοµάζεται ἰσοσυνεχής, ἄν γιά
κάθε ε > 0 ὑπάρχει δ > 0 ὥστε γιά κάθε u ∈ F

|x− y| < δ =⇒ |u(x)− u(y)| < ε.

῎Ητοι : Τό δ δέν ἐξαρτᾶται οὔτε ἀπό τά x, y, οὔτε ἀπό τίς συναρτήσεις u.

Χαρακτηριστική ἰδιότης συµπάγειας τῶν ἰσοσυνεχῶν συναρτήσεων εἶναι τό Λῆµµα Arzelá–
Ascoli (ϐλέπε Λῆµµα 3.4.3 στήν σελίδα 156), τό ὁποῖο µᾶς ἐξασφαλίζει ὅτι :

Κάθε ἰσοσυνεχής καί ϕραγµένη ἀκολουθία στόν χῶρο C[a, b], ἔχει ὁµοιοµόρφως συγκλίνουσα
ὑπακολουθία.
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᾿Απόδειξη τοῦ Λήµµατος 8.5.1

῾Ο πυρήν G ἐπεκτείνεται συνεχῶς καί εἶναι ϕραγµένος εἰς ἕκαστον τῶν κλειστῶν τριγωνικῶν
χωρίων :

∆− =
{

(t, s)∈ [a, b]× [a, b] : t ≤ s
}

,

∆+ =
{

(t, s)∈ [a, b]× [a, b] : t ≥ s
}

,

λόγῳ τοῦ Θεωρήµατος 8.4.1. ( Ἄν ἡ τάξη n τοῦ διαφορικοῦ τελεστοῦ L εἶναι µεγαλύτερη ἴση
τοῦ 2, τότε ὁ G εἶναι συνεχής στό [a, b]× [a, b]. Ἄν ὅµως n = 1, τότε ὁ G ἔχει ἀσυνέχεια
κατά µῆκος τῆς γραµµῆς t = s). ῎Εχοµε λοιπόν :

(Gu) (t) =
∫ b

a
G(t, s)u(s) ds =

∫ t

a
G(t, s)u(s) ds +

∫ b

t
G(t, s)u(s) ds

=
(G−u

)
(t) +

(G+u
)
(t).

Θά ἀποδείξοµε τά Ϲητούµενα τοῦ λήµµατος δι’ ἕκαστον τῶν ὁλοκληρωτικῶν τελεστῶν G−,G+.
Λόγῳ συµµετρίας ἀρκεῖ ἡ µία ἐκ τῶν δύο περιπτώσεων. Περιοριζόµεθα λοιπόν στήν µελέτη
τοῦ G−.

Α. ᾿Ισοσυνέχεια.

῎Εστω R = max(t,s)∈∆− |G(t, s)|, vn = G−un καί a ≤ t1 ≤ t2 ≤ b. Τότε

vn(t2)− vn(t1) =
∫ t2

a
G(t2, s)un(s) ds−

∫ t1

a
G(t1, s)un(s) ds

=
∫ t2

t1

G(t2, s)un(s) ds +
∫ t1

a
(G(t2, s)− G(t1, s)) un(s) ds.

῞Οµως
∣∣∣∣
∫ t2

t1

G(t, s)un(s) ds
∣∣∣∣ ≤

(∫ t2

t1

|G(t, s)|2 ds
) 1

2
(∫ t2

t1

|un(s)|2 ds
) 1

2

≤ RM(t2 − t1)
1
2 ,

ἐνῶ ∣∣∣∣
∫ t1

a
(G(t2, s)− G(t1, s)) un(s) ds

∣∣∣∣ ≤
(.)

≤
(∫ t1

a
|G(t2, s)− G(t1, s)|2 ds

) 1
2
(∫ t1

a
|un(s)|2 ds

) 1
2

.

Ἀλλά ἐπειδή ἡ G ἐπεκτείνεται συνεχῶς στό συµπαγές ∆−, τότε εἶναι καί ὁµοιοµόρφως
συνεχής, ἤτοι, γιά κάθε δ > 0 ὑπάρχει ε > 0, τέτοιο ὥστε :

|t1 − t2| < δ =⇒ |G(t1, s)− G(t2, s)| < ε
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καί ὡς ἐκ τούτου, ὅταν |t1− t2| < δ, τό δεξιό µέλος τῆς (.) καθίσταται µικρότερο ἤ ἴσο τοῦ
M(b− a)

1
2 ε. ῎Ητοι, ἡ διαφορά |vn(t1)− vn(t1)| καθίσταται ὁσοδήποτε µικρό ἀνεξαρτήτως

τῶν s, t1, t2 καί un.

Β. ῾Η {vn}n∈N εἶναι ὁµοιοµόρφως ϕραγµένη.

Πράγµατι

∣∣vn(t)
∣∣ =

∣∣∣
∫ t

a
G(t, s)un(s) ds

∣∣∣ ≤
( ∫ t

a
|G(t, s)|2 ds

)1
2
( ∫ t

a
|un(s)|2 ds

)1
2

≤ RM(b− a)
1
2 . 2

Ἀπό τά ἀνωτέρω προκύπτει ὅτι :

Πόρισµα 8.5.2. ῾Ο τελεστής G : L2[a, b] → L2[a, b] εἶναι συµπαγής. 2

῾Ολοκληρώνοµε τήν παροῦσα ὑποενότητα µέ τό ἀκόλουθο ἀποτέλεσµα τό ὁποῖο περιγράφει
τήν ϕασµατική ἀνάλυση τοῦ τελεστοῦ G:

Θεώρηµα 8.5.3. ῾Ο τελεστής G : L2[a, b] → L2[a, b], ἔχει ὀρθοκανονική ἀκολουθία ἰδιο-
συναρτήσεων {ψk}k∈N, µέ ἀντίστοιχες ἰδιοτιµές µk, k∈N, ὥστε

|µ1| ≥ |µ2| ≥ · · · ≥ |µk| → 0

καί

Gv =
∞

∑
k=1

µk〈v, ψk〉ψk,

γιά κάθε v∈L2[a, b].

Αποδειξη. ᾿Επειδή ὁ ὁλοκληρωτικός τελεστής G : L2[a, b] → L2[a, b], εἶναι συµπαγής καί
αὐτοσυζυγής, τότε λόγῳ τοῦ Λήµµατος 8.3.3, ὑπάρχει v∈L2[a, b], v 6= 0, ὥστε

Gv = µv

καί µ = ±‖G‖. ῎Εστω τώρα µ1 = µ,

ψ1(t) =
1
‖v‖v(t),

G1(t, s) = G(t, s)− µ1ψ(t)ψ1(s) καί

(G1u)(t) =
∫ b

a
G1(t, s)u(s) ds = (Gu) (t)− 〈u, ψ1〉ψ1(t).
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Τότε ὁ πυρήνας G1 εἶναι ἐξ ἴσου ὁµαλός µέ τόν G καί προφανῶς ὁ τελεστής G1 εἶναι ἐπίσης
αὐτοσυζυγής καί ϕραγµένος. ᾿Επαναλαµβάνοντας τήν προηγούµενη διαδικασία, δεδοµέ-
νου ὅτι ‖G1‖ 6= 0, τό ὁποῖο ϑά δείξοµε ἀργότερα, λαµβάνοµε ἰδιοτιµή µ2 καί µοναδιαῖα
ἰδιοσυνάρτηση ψ2, ὥστε G1ψ2 = µ2ψ2. ῞Οµως γιά κάθε u∈L2[a, b] ἰσχύει ὅτι :

〈G1u, ψ1〉 = 〈u,G1ψ1〉 = 〈u,Gψ1 − µ1ψ1〉 = 0.

Ἄρα 〈ψ1, ψ2〉 = 0. ᾿Επίσης

Gψ2 = G1ψ2 + µ1〈ψ1, ψ2〉ψ2 = µ2ψ2.

Ἄρα τό µ2 ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή καί τοῦ G καί ὡς ἐκ τούτου |µ2| ≤ |µ1|. ῾Η ἐπαγωγική αὐτή
διαδικασία αὐτή δύναται νά συνεχισθεῖ µέ κατασκευή ἰδιοτιµῶν τοῦ τελεστοῦ G:

|µ1| ≥ |µ2| ≥ . . . ≥ |µm| ≥ 0,

ἐφ’ ὅσον ϐεβαίως σέ κανένα ϐῆµα δέν συµβεῖ Gm ≡ 0. Ἄν Gm ≡ 0 γιά κάποιο m, τότε ϐεβαίως
Gm = 0. Αὐτό ϑά ἐσήµαινε ὅτι γιά κάθε v ∈ C[a, b] ϑά ἴσχυε ὅτι :

0 = LGmv = LGv−
m

∑
k=1

µm〈v, ψk〉ψk = v−
m

∑
k=1
〈v, ψk〉ψk.

῎Ητοι, κάθε συνεχής συνάρτηση ϑά ἦταν δυνατόν νά γραφεῖ ὡς πεπερασµένος γραµµικός
συνδυασµός. Ἄτοπο.

῾Η ἀκολουθία |µk|, k∈N, εἶναι ϕθίνουσα καί ϕραγµένη ἀπό τό 0 ἄρα συγκλίνει σέ κάποιο
µ ≥ 0. ῎Εστω ὅτι µ 6= 0. ᾿Επειδή G συµπαγής καί ‖ψk‖ = 1, ἕπεται ὅτι ἡ ἀκολουθία
{Gψk}k∈N, ἔχει συγκλίνουσα ὑπακολουθία

Gψmk −→ w.

᾿Επειδή ὅµως

‖Gψmk‖ = ‖µmk ψmk‖ = |µmk |·‖ψmk‖ −→ µ 6= 0,

τότε w 6= 0. Συγχρόνως

〈Gψmk ,Gψmk+1〉 = 〈µmk ψmk , µmk+1 ψmk+1〉 = µmk µmk+1〈ψmk , ψmk+1〉 = 0,

ἐνῶ λόγῳ τῆς (.) στήν σελίδα 307 ἔχοµε :

〈Gψmk ,Gψmk+1〉 −→ 〈w, w〉 = ‖w‖2 6= 0.

῞Οπερ ἄτοπο. Ἄρα, µk → 0. Ἄν τώρα v∈L2[a, b], τότε

Gmv = Gv−
m

∑
k=1

µk〈v, ψk〉ψk
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καί

‖Gmv‖ ≤ ‖Gm‖ · ‖v‖ = |µm| · ‖v‖ −→ 0,

τό ὁποῖο σηµαίνει ὅτι

Gv =
∞

∑
k=1

µk〈v, ψk〉ψk,

µέ τήν ἀνωτέρω σειρά νά συγκλίνει ὡς πρός τήν νόρµα τοῦ L2[a, b]. 2

8.5.2 ᾿Ανάπτυγµα σέ ἰδιοσυναρτήσεις

Ξεκινοῦµε ἀπό τό κάτωθι ἀποτέλεσµα τό ὁποῖο ἀναλύει κατά ἀρκετά ὁµαλό τρόπο τίς λύσεις
τοῦ µή ὁµοιογενοῦς προβλήµατος :

Θεώρηµα 8.5.4. ῎Εστω u∈Cn[a, b] ∩N (U ) καί {ϕk}k∈N, ἡ ἀκολουθία τῶν ἰδιοσυναρτή-
σεων τοῦ τελεστοῦ G. Τότε

u =
∞

∑
n=1
〈u, ϕn〉ϕn.

῾Η δέ σύγκλιση τῆς ἀνωτέρω σειρᾶς εἶναι ὁµοιόµορφη στό [a, b].

Αποδειξη. ῎Εστω u∈Cn[a, b]∩N (U ) καί v = Lu. Τότε v∈C[a, b] ⊂ L2[a, b] καί Gv = u.
῞Οπως ὅµως καί στήν ἀπόδειξη τοῦ Θεωρήµατος 8.5.3, ἔχοµε

Gmv = Gv−
m

∑
k=1

µk〈v, ψk〉ψk (.)

καί

‖Gmv‖ ≤ ‖Gm‖·‖v‖ ≤ µm‖v‖ → 0,

καθώς m → ∞. Συνεπῶς τό ἀριστερό µέλος τῆς (.) τείνει στό µηδέν ὡς πρός τήν
L2−νόρµα. Θά δείξοµε ὅτι τό δεξιό µέλος ἀποτελεῖ ἀκολουθία ὁµοιοµόρφως Cauchy.
῎Εχοµε :

∣∣∣∣∣
σ

∑
k=$

µk〈v, ψk〉ψk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣G
(

σ

∑
k=$

〈v, ψk〉ψk

)∣∣∣∣∣

≤ γ(b− a)1/2

∥∥∥∥∥
σ

∑
k=$

〈v, ψk〉ψk

∥∥∥∥∥

= γ(b− a)1/2

(
σ

∑
k=$

|〈v, ψk〉|2
)1/2

,
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διότι ‖Gv‖ ≤ γ(b− a)
1
2 ‖v‖. Τό δεξιό µέλος τῆς ἀνωτέρω δύναται νά καταστεῖ ὁσοδήποτε

µικρό γιά ἀρκετά µεγάλα $ καί σ, ἀφοῦ
∞

∑
k=1

µ2
k |〈v, ψk〉|2 = ‖Gv‖2 < ∞.

Ἄρα πράγµατι ἡ σειρά
∞

∑
k=1

µk〈v, ψk〉ψk,

συγκλίνει ὁµοιοµόρφως µέ ὅριο τήν συνάρτηση Gv. Ἀφοῦ ὅµως u = Gv καί

〈u, ψm〉 = 〈Gv, ψm〉 = 〈v,Gψm〉 = 〈v, µmψm〉 = µm〈v, ψm〉,

τότε

u = Gv =
∞

∑
k=1

µk〈v, ψk〉ψk =
∞

∑
k=1
〈u, ψk〉ψk

καί ἡ ἀνωτέρω σειρά συγκλίνει ὁµοιοµόρφως στό [a, b]. 2

Πόρισµα τοῦ ἀνωτέρω ϑεωρήµατος :

Πόρισµα 8.5.5. Ἄν u∈Cn[a, b] ∩N (U ) καί {ψn}n∈N ἡ ἀκολουθία τῶν ἰδιοσυναρτήσεων
τοῦ τελεστοῦ G, τότε

‖u‖2 =
∞

∑
k=1

|〈u, ψk〉|2.

῾Η ἀνωτέρω εἶναι γνωστή ὡς ταυτότης Parseval.

Τό ϑεώρηµα τό ὁποῖο ἀκολουθεῖ µᾶς παραχωρεῖ τήν πληρότητα τῶν ἰδιοσυναρτήσεων:

Θεώρηµα 8.5.6. ῾Η {ψk}k∈N, ἀποτελεῖ ὀρθοκανονική ϐάση τοῦ L2[a, b]. Συγκεκριµένα,
γιά κάθε v∈L2[a, b] ἰσχύει ὅτι :

v =
∞

∑
k=1
〈v, ψk〉ψk,

µέ τήν ἀνωτέρω σειρά νά συγκλίνει ὡς πρός τήν L2−νόρµα.

Αποδειξη. ῎Εστω v∈ L2[a, b]. ᾿Επειδή τό Cn[a, b] ∩N (U ) εἶναι πυκνό στό L2[a, b], τότε γιά
κάθε ε > 0 ὑπάρχει vε∈Cn[a, b] ∩N (U ) ὥστε ‖v− vε‖ < ε. ῾Οπότε :

∥∥∥∥∥v−
m

∑
k=1
〈v, ψk〉ψk

∥∥∥∥∥ ≤

≤ ‖v− vε‖+

∥∥∥∥∥vε −
m

∑
k=1
〈vε, ψk〉ψk

∥∥∥∥∥ +

∥∥∥∥∥
m

∑
k=1
〈vε − v, ψk〉ψk

∥∥∥∥∥ .
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Τό δεξιό µέλος τῆς ἀνωτέρω εἶναι δυνατόν νά καταστεῖ ὁσοδήποτε µικρό γιά ἐπαρκῶς µεγάλο
m καί ἄρα µικρό ε. 2

Παρατήρηση. ῾Ο πυρήν G δύναται νά ἐκφρασθεῖ ὡς ἀνάπτυγµα στοιχείων κατάλληλης ὀρ-
ϑοκανονικῆς ϐάσεως. Συγκεκριµένα, ἰσχύει ὅτι, ἄν {ψk}k∈N, ἡ ὀρθοκανονική ἀκολουθία
ἰδιοσυναρτήσεων τοῦ τελεστοῦ G, ἡ ὁποία ἀποτελεῖ καί ὀρθοκανονική ϐάση τοῦ L2[a, b], τότε
τό σύνολο

B =
{

ψk(t)ψl(s)
∣∣ k, l ∈ N

}
,

ἀποτελεῖ ὀρθοκανονική ϐάση τοῦ L2 ([a, b]× [a, b]) (ϐλέπε Ἄσκηση ..). Τά ἐσωτερικά
γινόµενα στόν χῶρο L2 ([a, b]× [a, b]), τοῦ πυρῆνος G µέ τά στοιχεῖα τῆς B λαµβάνουν τίς
ἀκόλουθες τιµές

〈G, ψkψl〉 =
∫ b

a

(∫ b

a
G(t, s)ψl(s) ds

)
ψk(t) dt

=
∫ b

a
µlψl(t)ψk(t) dt = δkl µl .

῾Ως ἐκ τούτου

G(t, s) = ∑
k,l∈N

〈G, ψkψl〉ψk(t)ψl(s)

= ∑
k∈N

µkψk(t)ψk(s)

= ∑
k∈N

1
λk

ψk(t)ψk(s).

῾Η ἀνωτέρω σειρά συγκλίνει ὡς πρός τήν νόρµα τοῦ χώρου L2 ([a, b]× [a, b]). Κατ’ ἀνάλογο
τρόπο εἶναι δυνατόν νά δειχθεῖ ὅτι :

G(t, s, λ) = ∑
k∈N

1
λk − λ

ψk(t)ψk(s),

Βλέπε Ἄσκηση ...

᾿Ασκήσεις

.. ∆είξατε ὅτι, ἄν {ψk}k∈N, ὀρθοκανονική ϐάση τοῦ L2[a, b], τότε τό σύνολο

B =
{

ψk(t)ψl(s) | k, l ∈ N
}

,

ἀποτελεῖ ὀρθοκανονική ϐάση τοῦ L2 ([a, b]× [a, b]).

Υποδειξη. Ἄν v∈L2 ([a, b]× [a, b]), τότε γιά κάθε ε > 0, ὑπάρχει συνάρτηση vε τῆς µορφῆς

vε(x, y) =
n

∑
k=1

fk(x) gk(y),

ὅπου fk, gk∈C[a, b] καί ‖vε − v‖ < ε.
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.. ∆είξατε ὅτι :

G(t, s, λ) = ∑
k∈N

1
λk − λ

ψk(t)ψk(s).

.. ∆είξατε ὅτι ὁ πυρήν τοῦ Green τοῦ προβλήµατος ἰδιοτιµῶν i στην σελίδα 299 ἐκφράζεται ὡς ἀνάπτυγµα
ἰδιοσυναρτήσεων ὡς

G(t, s, λ) =
∞

∑
k=1

2 sin kπt sin kπs
k2 − λ

,

γιά κάθε λ∈ CrΛ.

.. ∆είξατε ὅτι :
∫ b

a

∫ b

a
|G(t, s)|2 ds dt =

∞

∑
n=1

µ2
n,

καί ἀκολούθως ὅτι :
∞

∑
n=1

1
n2 =

π2

6
.

Μέ τί ἰσοῦται τό κάτωθι ἄθροισµα
∞

∑
n=1

1
n4 ;

.. (Συνέχεια) Νά ὑπολογισθεῖ τό ἄθροισµα
∞

∑
n=1

1
n2$

, ὅπου $ ϑετικός ἀκέραιος.

.. ∆είξατε ὅτι ἄν n ≥ 2, τότε ἡ σειρά

G(t, s) =
∞

∑
k=1

1
λk

ψk(t)ψk(s),

συγκλίνει ὁµοιοµόρφως.
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Κεφάλαιο 9

Παράρτηµα

9.1 Στοιχεῖα Γραµµικῆς ῎Αλγεβρας

Στήν παροῦσα ἑνότητα παρουσιάζονται συνοπτικῶς ϐασικοί ὁρισµοί καί ἀποτελέσµατα τῆς
Γραµµικῆς Ἄλγεβρας. ᾿Ιδιαίτερη ἔµφαση δίδεται στούς τετραγωνικούς πίνακες καί στό διαγ-

ωνιοποιήσιµο αὐτῶν.

9.1.1 Γραµµικοί χῶροι

῾Ορισµός 9.1.1. ῎Εστω X µή κενό σύνολο ἐφοδιασµένο µέ ἐσωτερική πράξη, τήν ὁποία ϑά
καλοῦµε πρόσθεση καί ϑά συµβολίζοµε µέ ‘+’ καί ὡς πρός τήν ὁποία τό σύνολο X ἀποτελεῖ
ἀβελιανή ὁµάδα. ῎Εστω ἐπίσης ὅτι τό X εἶναι ἐφοδιασµένο µέ ἐξωτερική πράξη ἐπί τοῦ
R× X, (ἀντιστοίχως ἐπί τοῦ C× X), ἤτοι µ · x ∈ X για κάθε µ στό R (ἀντιστοίχως C) καί
x στό X. Τήν ἐξωτερική πράξη ϑά καλοῦµε ἐξωτερικό ἤ ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό καί ϑά
συµβολίζοµε µέ ‘·’. Τό X ὀνοµάζεται γραµµικός χῶρος ἐπί τοῦ σώµατος R (ἀντιστοίχως C), ἄν
ἱκανοποιοῦνται τά ἀκόλουθα

(i) (µν) · x = µ · (ν · x), γιά κάθε µ, ν ∈ R (ἀντιστοίχως C) καί x ∈ X.

(ii) (µ + ν) · x = µ · x + ν · x καί

µ · (x + y) = µ · x + µ · y γιά κάθε µ, ν ∈ R (ἀντιστοίχως C) καί x, y ∈ X.

(iii) 1 · x = x, γιά κάθε x ∈ X, ὅπου 1 ἡ µονάδα στό R (ἀντιστοίχως στό C).

Παραδείγµατα γραµµικῶν χώρων

(i) Τό σύνολο τῶν N−διαστάτων πραγµατικῶν διανυσµάτων, ἤτοι τό RN.

(ii) Τό σύνολο τῶν N−διαστάτων µιγαδικῶν διανυσµάτων, ἤτοι τό CN, τό ὁποῖο ἀποτελεῖ
διανυσµατικό χῶρο τόσο ἐπί τοῦ R, ὅσο καί ἐπί τοῦ C.
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(iii) Τό σύνολο τῶν πραγµατικῶν πινάκων M × N, δηλαδή τό RM×N. Παροµοίως καί τό
σύνολο τῶν ἀντιστοίχων µιγαδικῶν πινάκων CM×N.

(iv) Τό σύνολο C(I) τῶν συνεχῶν πραγµατικῶν συναρτήσεων ἐπί τοῦ διαστήµατος I. Παρο-
µοίως καί τό σύνολο τῶν µιγαδικῶν συναρτήσεων ἐπί τοῦ I, συµβολιζόµενο µέ C(I ; C).

(v) Τό σύνολο Cn(I) τῶν n ϕορές συνεχῶς διαφορισίµων συναρτήσεων ἐπί τοῦ διαστήµατος
I. Κατ’ ἀναλογίαν ὁρίζεται τό Cn(I ; C).

(vi) Τό σύνολο Cn(I; RN) τῶν n ϕορές συνεχῶς διαφορισίµων διανυσµατικῶν συναρτήσεων
ἐπί τοῦ διαστήµατος I µέ τιµές στόν RN.

(vii) Τό σύνολο Pn[a, b] τῶν πολυωνύµων ἐπί τοῦ [a, b], ϐαθµοῦ µικρότερου ἤ ἴσου τοῦ n.

9.1.2 Γραµµική ἀνεξαρτησία

῾Ορισµός 9.1.2. ῎Εστω X γραµµικός χῶρος ἐπί τοῦ R (ἀντιστοίχως C) καί x1, . . . , xn∈X.

(i) Γραµµικός συνδυασµός τῶν στοιχείων x1, . . . , xn, ὀνοµάζεται κάθε παράσταση στῆς
µορφῆς c1x1 + · · ·+ cnxn, ὅπου c1, . . . , cn ∈ R (ἀντιστοίχως c1, . . . , cn ∈ C.)

(ii) Λέγεται ὅτι τά στοιχεῖα x1, . . . , xn παράγουν τόν X ὅταν κάθε στοιχεῖο x τοῦ χώρου
X γράφεται ὡς γραµµικός συνδυασµός τους : δηλαδή, ὅταν ὑπάρχουν πραγµατικοί
(ἀντιστοίχως µιγαδικοί) ἀριθµοί c1, . . . , cn, τέτοιοι ὥστε

x = c1x1 + · · ·+ cnxn.

(iii) ῎Εστω S ὑποσύνολο τοῦ X. Λέµε ὅτι τό S παράγει τόν X, ὅταν κάθε στοιχεῖο τοῦ X
γράφεται ὡς γραµµικός συνδυασµός στοιχείων τοῦ S.

(iv) Τά x1, . . . , xn εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητα ὅταν ὁποτεδήποτε

c1x1 + · · ·+ cnxn = 0,

γιά πραγµατικούς (ἀντιστοίχως µιγαδικούς) ἀριθµούς c1, . . . , cn, τότε ck = 0, γιά κάθε
k = 1, . . . , n.

(v) Λέµε ὅτι τά στοιχεῖα τοῦ S, ὅπου S ⊂ X, εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητα, ἄν τά στοιχεῖα
κάθε πεπερασµένου ὑποσυνόλου τοῦ S εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητα.

(vi) Τά x1, . . . , xn εἶναι γραµµικῶς ἐξαρτηµένα ἄν δέν εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητα, δηλαδή
ἄν ὑπάρχουν πραγµατικοί (ἀντιστοίχως µιγαδικοί) ἀριθµοί c1, . . . , cn, ὄχι ὅλοι µηδέν,
ὥστε

c1x1 + · · ·+ cnxn = 0.
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(vii) Ἄν τά στοιχεῖα τοῦ συνόλου S, ὅπου S ⊂ X, εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητα καί συγχρόνως
παράγουν τόν X, τότε λέγεται ὅτι τό S ἀποτελεῖ ϐάση τοῦ X.

Ἀποδεικνύεται ὅτι :

Πρόταση 9.1.1. ῎Εστω X γραµµικός χῶρος ἐπί τοῦ R (ἀντιστοίχως C). Τότε ὁ X ἔχει ϐάση.
᾿Ιδιαιτέρως ἰσχύουν τά ἀκόλουθα:

(i) Ἄν τό σύνολο S ⊂ X παράγει τόν X τότε τό S περιέχει ϐάση. ῎Ητοι, ὑπάρχει B ⊂ S
καί B ϐάση τοῦ X.

(ii) Ἄν τά στοιχεῖα τοῦ συνόλου A ⊂ X εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητα, τότε τό A ἐπεκτείνεται
σέ ϐάση. ῎Ητοι, ὑπάρχει ϐάση B τοῦ X, γιά τήν ὁποία A ⊂ B.

(iii) ῞Ολες οἱ ϐάσεις ἑνός γραµµικοῦ χώρου ἔχουν τόν ἴδιο πλῆθος στοιχείων.

Παρατήρηση. Τό κοινό αὐτό πλῆθος τῶν στοιχείων τῶν ϐάσεων ἑνός γραµµικοῦ χώρου X
ὀνοµάζεται διάσταση τοῦ χώρου. Συµβολίζεται µέ dim X. ῞Οταν µάλιστα ϑέλοµε νά διευκρινί-
σοµε ἐπί ποίου σώµατος ὁ X ἔχει τήν διάσταση αὐτή (ἡ ὁποία δύναται νά ἀποτελεῖ οἱονδή-
ποτε πεπερασµένο ἤ ἄπειρο πληθικό) χρησιµοποιοῦµε τόν συµβολισµό dim R X (ἀντιστοίχως
dim C X.)

῾Η ἀκόλουθη πρόταση χαρακτηρίζει τήν ϐάση γραµµικοῦ χώρου πεπερασµένης διαστάσεως :

Πρόταση 9.1.2. ῎Εστω X γραµµικός χῶρος διαστάσεως N καί x1, x2,...,xN, στοιχεῖα τοῦ X.
Τότε τά κάτωθι εἶναι ἰσοδύναµα:

(i) Τό σύνολο {x1, x2, . . . , xN} ἀποτελεῖ ϐάση τοῦ X.

(ii) Τά στοιχεῖα x1, x2, . . . , xN εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητα.

(iii) Τά στοιχεῖα x1, x2, . . . , xN παράγουν τόν X.

Αποδειξη. Βλέπε G. Strang, Linear Algebra [51]. 2

Παραδείγµατα

(i) ῎Εστω ek = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) τό διάνυσµα µέ τήν µονάδα στήν k ϑέση, καί 0 σ’
ὅλες τίς ὑπόλοιπες ϑέσεις. Τότε τό σύνολο {e1, . . . , eN} ἀποτελεῖ ϐάση τοῦ RN. ῎Ητοι,
τό RN ἔχει διάσταση N. ῾Η ϐάση {e1, . . . , eN} εἴθισται νά καλεῖται συνήθης ϐάση τοῦ
RN.

(ii) Παροµοίως ὁ χῶρος CN ἔχει διάσταση N ὅταν ϑεωρηθεῖ ὡς γραµµικός χῶρος ἐπί τοῦ
C µέ ϐάση τό σύνολο {e1, . . . , eN}, ἐνῶ ἔχει διάσταση 2N ὅταν ϑεωρηθεῖ ὡς γραµµικός
χῶρος ἐπί τοῦ R. Μία ϐάση στήν δεύτερη περίπτωση εἶναι ἡ {ek, iek | k = 1, . . . , N }.
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(iii) ῎Εστω Eij ∈ RM×N ὁ πίνακας µέ στοιχεῖο τήν µονάδα στήν ϑέση (i, j), καί µέ µηδενικά
στίς ὑπόλοιπες ϑέσεις. Τότε τό σύνολο {Eij : i = 1, . . . , M, j = 1, . . . , N } ἀποτελεῖ
ϐάση τοῦ RM×N. ᾿Ιδιαιτέρως, ἄν A = (aij) ∈ RM×N τότε A = ∑M

i=1 ∑N
j=1 aijEij.

῾Εποµένως dim RM×N = MN.

(iv) ῾Ο χῶρος Pn[a, b] ἔχει ὡς µία ϐάση τά µονώνυµα {1, t, . . . , tn} καί ἑποµένως ἔχει
διάσταση n + 1.

(v) Τέλος ὁ χῶρος C(I) εἶναι ἀπειροδιάστατος διότι περιέχει ὅλα τά µονώνυµα tk, k =
0, 1, . . . , τά ὁποῖα εἶναι γραµικῶς ἀνεξάρτητα. ᾿Ιδιαιτέρως ἰσχύει ὅτι τά στοιχεῖα τοῦ
συνόλου

{
eλt : λ ∈ R

}
,

εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητα καί εἶναι σέ πλῆθος ὅσοι καί οἱ πραγµατικοί ἀριθµοί. Στήν
πραγµατικότητα ἡ ϐάση τοῦ C(I) εἶναι ἰσοπληθική µέ τό σύνολο τῶν πραγµατικῶν
ἀριθµῶν. Συµβολικῶς : dim C(I) = 2ℵ0 .

9.1.3 Γραµµικοί ὑπόχωροι

῾Ορισµός 9.1.3. ῎Εστω X ἕνας γραµµικός χῶρος ἐπί τοῦ R (ἀντιστοίχως C) καί ἕστω Y ἕνα
µή κενό ὑποσύνολο τοῦ X. Τό Y ὀνοµάζεται γραµµικός ὑπόχωρος τοῦ X ὅταν γιά κάθε µ, ν

στό R (ἀντιστοίχως C) καί x, y στό Y τό µ · x + ν · y ἀνήκει στό Y. ῾Ο Y ὀνοµάζεται γνήσιος

ὑπόχωρος τοῦ X, ὅταν ἀποτελεῖ γνήσιο ὑποσύνολο τοῦ X.

Παρατηρήσεις

(i) Κάθε γραµµικός ὑπόχωρος εἶναι καί ἀφ’ ἑαυτοῦ γραµµικός χῶρος ὡς πρός τίς πράξεις
τίς ὁποῖες κληρονοµεῖ ἀπό τόν ἀρχικό χῶρο.

(ii) Πολύ συχνά, ὅταν µᾶς Ϲητεῖται νά δείξοµε ὅτι κάποιο σύνολο ἀποτελεῖ γραµµικό χῶρο,
γιά λόγους συντοµίας, ἀντί νά ἐλέγξοµε πλήρως ὅλες τίς ἰδιότητες οἱ ὁποῖες ὁρίζουν
τόν γραµµικό χῶρο, ἀρκεῖ νά δείξοµε ὅτι ἁπλῶς ἀποτελεῖ γραµµικό ὑπόχωρο γνωστοῦ
γραµµικοῦ χώρου.

(iii) Ἄν ὁ Y εἶναι γραµµικός ὑπόχωρος τοῦ χώρου X καί dim X = n ∈N τότε dim Y ≤
dim X. ῾Η ἰσότης ἰσχύει µόνον ὅταν οἱ δύο χῶροι ταυτίζονται.

Παραδείγµατα

(i) ῾Ο χῶρος Cn(I) ἀποτελεῖ γνήσιο ὑπόχωρο τοῦ C(I). Γενικότερα, ὁ Ck(I) ἀποτελεῖ
ὑπόχωρο τοῦ C`(I), ἄν καί µόνο ἄν k ≥ `.

(ii) Τό σύνολο τῶν διαγωνίων πινάκων N × N ἀποτελεῖ ὑπόχωρο τοῦ συνόλου τῶν τετραγ-
ωνικῶν πινάκων N × N.
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Εὐθέα ἀθροίσµατα γραµµικῶν ὑποχώρων

῎Εστω X1, X2 γραµµικοί ὑπόχωροι τοῦ γραµµικοῦ χώρου X. Τό σύνολο

Y = {x1 + x2 : x1 ∈ X1 & x2 ∈ X2 },

ἀποτελεῖ ἐπίσης γραµµικό ὑπόχωρο τοῦ X καί ὀνοµάζεται ἄθροισµα τῶν X1 καί X2. Συµ-
ϐολικά Y = X1 + X2. ᾿Ιδιαιτέρως, ἄν X1 ∩ X2 = {0}, τότε τό Y ὀνοµάζεται εὐθύ ἄθροισµα

τῶν X1 καί X2. Συµβολικά Y = X1 ⊕ X2. Ἀποδεικνύεται εὐκόλως ὅτι Ἄν y∈X1 ⊕ X2 τότε
ὑπάρχουν µοναδικά x1∈X1 καί x2∈X2 γιά τά ὁποῖα y= x1+x2.

Γενικότερα, ἔστω X1, . . . , Xk γραµµικοί ὑπόχωροι τοῦ X καί

X = {x1 + x2 + · · ·+ xk : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . , xk ∈ Xk } = X1 + X2 + · · ·+ Xk,

Λέµε ὅτι ὁ X ἀποτελεῖ εὐθύ ἄθροισµα τῶν X1,. . . ,Xk, ἄν γιά κάθε i, j = 1, . . . , k µέ i 6= j
ἰσχύει ὅτι Xi ∩ Xj = {0}. Συµβολικά

X = X1 ⊕ X2 ⊕ · · · ⊕ Xk.

Ἀποδεικνύεται ὅτι Ἄν ὁ X ἀποτελεῖ εὐθύ ἄθροισµα τῶν X1, . . . , Xk, τότε κάθε x∈X γράφεται
κατά µοναδικό τρόπο ὡς ἄθροισµα στοιχείων τῶν X1, . . . , Xk.

᾿Επίσης, ἰσχύει ὅτι : Ἄν Bi ϐάση τοῦ Xi, i = 1, . . . , k, τότε τό σύνολο B = ∪k
i=1Bi ἀποτελεῖ

ϐάση τοῦ X.

9.1.4 Τετραγωνικοί πίνακες

῾Η ἔννοια τοῦ πίνακα, οἱ πράξεις µεταξύ πινάκων, καθώς καί ὁ µηδενικός καί µοναδιαῖος
πίνακας I = (δij)i,j=1,...,N, ϑεωροῦνται γνωστά. Στήν παροῦσα ὑποενότητα ϑά δοῦµε κάποια
εἰδικά χαρακτηριστικά τῶν τετραγωνικῶν πινάκων, δηλαδή τῶν στοιχείων τῶν RN×N καί
CN×N.

῾Ορισµός 9.1.4. ῎Εστω A, B ∈ RN×N (ἀντιστοίχως A, B ∈ CN×N).

(i) Οἱ πίνακες A, B λέµε ὅτι ἀντιµετατίθενται ἄν AB = BA.

(ii) Ἀνάστροφος τοῦ A = (aij)i,j=1,...,N εἶναι ὁ πίνακας AT = (aji)i,j=1,...,N. ῎Ητοι, ὁ πίνακας
ὁ ὁποῖος στήν (i, j)−ϑέση ἔχει τό (j, i)−στοιχεῖο τοῦ πίνακα A.

(iii) ῾Ο A ∈ RN×N ὀνοµάζεται συµµετρικός ὅταν ἰσοῦται µέ τόν ἀνάστροφό του, δηλαδή
AT = A. ῾Ο A ∈ RN×N ὀνοµάζεται ἀντισυµµετρικός ὅταν ἰσοῦται µέ τόν ἀντίθετο τοῦ
ἀναστρόφου αὐτοῦ, δηλαδή AT = −A.
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(iv) ῾Ο A ∈ RN×N (ἀντιστοίχως A ∈ CN×N) ὀνοµάζεται ἀντιστρέψιµος ὅταν ὑπάρχει πί-
νακας B ∈ RN×N (ἀντιστοίχως B ∈ CN×N) τέτοιος ὥστε AB = BA = I , ὅπου ὁ
I εἶναι ὁ µοναδιαῖος πίνακας στόν RN×N καί CN×N. Ἀποδεικνύεται ὅτι ἄν ὁ A εἶ-
ναι ἀντιστρέψιµος ὑπάρχει µοναδικός τέτοιος B, καλεῖται δέ ἀντίστροφος τοῦ A καί
συµβολίζεται µέ A−1.

(v) Οἱ πίνακες A καί B ὀνοµάζονται ὅµοιοι ὅταν ὑπάρχει ἀντιστρέψιµος πίνακας U τέτοιος
ὥστε B = U−1AU.

(vi) ῾Η διαγώνιος ἑνός πίνακα A = (aij)i,j=1,...,N ἀποτελεῖται ἀπ’ ὅλα τά στοιχεῖα aii, i =
1, . . . , N. ῞Ενας πίνακας ὀνοµάζεται διαγώνιος ὅταν ὅλα τά στοιχεῖα του ἐκτός τῆς
διαγωνίου εἶναι µηδενικά, ἤτοι,

i 6= j −→ aij = 0.

Γιά τούς διαγώνιους πίνακας χρησιµοποιεῖται συνήθως τό γράµµα D. Συγκεκριµένα,
συµβολίζοµε µέ D = diag(d1, . . . , dN) τόν διαγώνιο πίνακα µέ στοιχεῖα στήν διαγώνιο
τά d1, . . . , dN.

(vii) ῾Ο A∈RN×N (ἀντιστοίχως A ∈ CN×N) ὀνοµάζεται διαγωνιοποιήσιµος ὅταν ὑπάρχουν,
ἕνας διαγώνιος πίνακας D ∈ CN×N καί ἕνας ἀντιστρέψιµος πίνακας U ∈ CN×N τέτοιος
ὥστε A = U−1DU.

(viii) ῎Ιχνος τετραγωνικοῦ πίνακα A ὀνοµάζεται τό ἄθροισµα τῶν στοιχείων τῆς διαγωνίου
αὐτοῦ καί συµβολίζεται µέ Tr(A). ῎Ητοι, ἄν A ∈ RN×N (γενικότερα ἄν A ∈ CN×N)
ἰσχύει ὅτι

Tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ aNN .

῎Εχοµε τίς ἑξῆς ἰδιότητες τοῦ ἴχνους :

Πρόταση 9.1.3. ῎Εστω A, B καί U πίνακες N × N καί U ἀντιστρέψιµος, τότε ἰσχύουν τά
ἀκόλουθα

(i) Tr(AB) = Tr(BA).

(ii) Tr(U−1AU) = Tr(A).

Αποδειξη. Γιά τήν (i) ἔστω A = (aij)i,j=1,...,N καί B = (bij)i,j=1,...,N. Τότε

Tr(AB) =
N

∑
k=1

(AB)kk =
N

∑
k=1

N

∑
l=1

aklblk

=
N

∑
k=1

N

∑
l=1

blkakl =
N

∑
k=1

(BA)kk = Tr(BA).
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῾Η (ii) ἀποτελεῖ συνέπεια τῆς (i), ἀφοῦ Tr(U−1 A ·U) = Tr(U ·U−1 A). 2

῎Εστω τώρα ἡ συνάρτηση A : I → RN×N. Τήν συνάρτηση A την ὀνοµάζοµε πινακο-

συνάρτηση. Ἄν A(t) =
(
aij(t)

)
i,j=1,...,N, ἡ A εἶναι συνεχής (ἀντιστοίχως διαφορίσιµη, ἀντισ-

τοίχως ἀνήκει στό Cn(I ; RN×N) ἄν καί µόνον ἄν ὅλες οἱ aij(t) εἶναι συνεχεῖς (ἀντιστοίχως
διαφορίσιµες, ἀντιστοίχως ἀνήκει στό Cn(I)). ᾿Επίσης ὁρίζοµε ὡς

d
dt

A(t) =
(

daij(t)
dt

)
καί

∫ t

τ
A(s) ds =

(∫ t

τ
aij(s) ds

)
.

Πρόταση 9.1.4. Ἄν A, B ∈ C1(I ; RN×N), τότε

d
dt

(AB) =
dA
dt

B + A
dB
dt

. (.)

2

Παρατήρηση. Στήν περίπτωση ὅπου A = B ἡ (.) λαµβάνει τήν µορφή

d
dt

(
A2) =

dA
dt

A + A
dA
dt

6= 2A
dA
dt

,

διότι οἱ πίνακες A καί dA
dt

δέν ἀντιµετατίθενται ἐν γένει.

῾Υπενθυµίζοµε ὅτι ἄν A = (aij)i,j=1,...,N ∈RN×N, (ἀντιστοίχως CN×N), τότε ὡς det A συµ-
ϐολίζοµε τήν ὁρίζουσα αὐτοῦ, ἡ ὁποία ὁρίζεται ὡς ἑξῆς :

῾Ορισµός 9.1.5. ῎Εστω A = (aij)i,j=1,...,N ἕνας τετραγωνικός πίνακας. Τότε ἡ ὁρίζουσα αὐτοῦ
εἶναι ἡ ἑξῆς

detA = ∑
σ∈SN

sgn(σ) a1,σ(1) · · · aN,σ(N),

ὅπου SN εἶναι ἡ ὁµάδα µεταθέσεων τῶν στοιχείων {1, 2, . . . , N} καί sgn(σ) τό πρόσηµο τῆς
µεταθέσεως σ. Συγκεκριµένα, sgn(σ) = 1, ἄν σ ἀρτία, ἐνῶ sgn(σ) = −1, ἄν σ περιττή.

῾Η ὁρίζουσα ἔχει τίς ἀκόλουθες ἰδιότητες :

Πρόταση 9.1.5. ῎Εστω A∈RN×N (γενικότερα A ∈CN×N). Γράφοµε τόν πίνακα A ὡς

A = (a1, a2, . . . , aN),

ὅπου ak ἡ k−στήλη τοῦ πίνακα A. Τότε ἰσχύουν τά ἀκόλουθα:
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(i) ῾Η ὁρίζουσα εἶναι γραµµική ὡς πρός ἑκάστη τῶν στηλῶν της :

det (α1, . . . , c1αk,1 + c2αk,2, · · · , αN) =

= c1 det (α1, . . . , αk,1, . . . , αN) + c2 det (α2, . . . , αk,2, . . . , αN) ,

ὅπου c1 καί c2 πραγµατικοί (γενικότερα µιγαδικοί) ἀριθµοί.

(ii) Ἄν ἀντιµετατεθοῦν δύο στῆλες ἑνός πίνακα τότε ἀλλάζει τό πρόσηµο τῆς ὁρίζουσας
αὐτοῦ.

(iii) ῾Η ὁρίζουσα µηδενίζεται ὅταν δύο στῆλες εἶναι ἴσες.

(iv) Ἄν A, B ! ∈RN×N (γενικότερα A, B∈CN×N), τότε det AB = det A · det B.

(v) Ἄν A∈RN×N (γενικότερα A∈CN×N), τότε det AT = det A.

(vi) ᾿Ισχύει ὁ ἑξῆς τύπος τῆς παραγώγου τῆς ὁρίζουσας :

d
dt

det
(
ψ1, ψ2, . . . , ψN

)
= det

(
(ψ1)′, ψ2, . . . , ψN

)
+

+ det
(
ψ1, (ψ2)′, . . . , ψN

)
+ · · ·+ det

(
ψ1, ψ2, . . . , (ψN)′

)
. 2

῾Η πρόταση ἡ ὁποία ἀκολουθεῖ χαρακτηρίζει τήν ἀντιστρεψιµότητα πινάκων

Πρόταση 9.1.6. ῎Εστω A ∈ RN×N (ἀντιστοίχως A ∈ CN×N). Τά ἀκόλουθα εἶναι ἰσοδύναµα:

(i) ῾Ο A εἶναι ἀντιστρέψιµος.

(ii) Ἄν x ∈ RN, τότε ἰσχύει ἡ ἰσοδυναµία

Ax = 0 ⇐⇒ x = 0.

(iii) Τό γραµµικό σύστηµα Ax = b ἔχει λύση γιά κάθε b ∈ RN.

(iv) Τό γραµµικό σύστηµα Ax = b ἔχει µοναδική λύση γιά κάθε b ∈ RN.

(v) Οἱ γραµµές τοῦ A εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες.

(vi) Οἱ στῆλες τοῦ A εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητες.

(vii) det A 6= 0.

Αποδειξη. Βλέπε G. Strang, Linear Algebra [51]. 2

Τό ἀντιστρέψιµον ἑνός πίνακα εἶναι ἰδιότης εὐσταθής ὑπό τήν ἑξῆς ἔννοια :
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Πρόταση 9.1.7. ῎Εστω A, B ∈ RN×N καί A ἀντιστρέψιµος. Ἄν

‖B− A‖ ≤ 1
‖A−1‖ ,

τότε καί ὁ πίνακας B εἶναι ἀντιστρέψιµος. ᾿Ιδιαιτέρως ἄν E ∈ RN×N καί ‖E‖ ≤ 1 τότε ὁ
πίνακας I + E εἶναι ἀντιστρέψιµος.

Αποδειξη. Ἀποδεικνύοµε τόν δεύτερο ἰσχυρισµό. Ἄν Zn = ∑n
k=0(−1)kZk, τότε ἡ ἀκολουθία

{Zn}n∈N εἶναι ἀκολουθία Cauchy διότι

∞

∑
n=1

‖Zn+1 − Zn‖ =
∞

∑
n=1

‖En‖ ≤
∞

∑
n=1

‖E‖n =
‖E‖

1− ‖E‖ ,

ὁπότε τό Κριτήριο Weierstrassἐφαρµόσιµο καί Zn → Z ∈ RN×N. Συγχρόνως

(I + E) Zn = I + (−1)nEn+1 ra I

καί (I + E) Zn → (I + E) Z ἄρα (I + E)Z = I . Μέ ἀνάλογη συλλογιστική ἀποδεικνύεται
καί ὁ πρῶτος ἰσχυρισµός. 2

9.1.5 Γραµµικές ἀπεικονίσεις

῾Ορισµός 9.1.6. ῎Εστω X, Y γραµµικοί χῶροι ἐπί τοῦ R (ἀντιστοίχως C) καί ἀπεικόνιση
f : X → Y. Ἄν

f (αx + βy) = α f (x) + β f (y),

γιά κάθε α, β∈R (ἀντιστοίχως C) καί x, y∈X, τότε ἡ f ὀνοµάζεται γραµµική ἀπεικόνιση ἀπό
τό X στό Y.

Παράδειγµα. Κάθε πίνακας A∈RM×N ὁρίζει τήν γραµµική ἀπεικόνιση

f : RN → RM ὅπου f (x) = Ax.

᾿Επίσης ὁρίζοµε :

῾Ορισµός 9.1.7. ῎Εστω X, Y γραµµικοί χῶροι ἐπί τοῦ R (ἀντιστοίχως C) καί f : X → Y
γραµµική ἀπεικόνιση. Τότε ὁρίζοµε ὡς

(i) Πυρήνα τῆς f , συµβολικά N ( f ), τό σύνολο

N ( f ) = {x ∈ X : f (x) = 0 }.
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(ii) Πεδίο τιµῶν τῆς f , συµβολικῶς Ran( f ), τό σύνολο

Ran( f ) =
{

f (x) : x ∈ X
}

.

Παρατηρήσεις

(i) ∆οθέντος ὅτι κάθε πίνακας A ὁρίζει γραµµική ἀπεικόνιση εἶναι εὔλογοι οἱ συµβολισµοί
N (A) καί Ran(A).

(ii) ∆ιαπιστοῦται εὐκόλως ὅτι τόσο ὁ πυρήνας ὅσο καί τό πεδίο τιµῶν µιᾶς γραµµικῆς
ἀπεικονίσεως f : X → Y ἀποτελοῦν γραµµικούς ὑποχώρους τῶν X καί Y ἀντιστοίχως.

᾿Ισχύει µάλιστα ὅτι

Πρόταση 9.1.8. ῎Εστω f : X → Y γραµµική ἀπεικόνιση, ὅπου X καί Y γραµµικοί χῶροι
ἐπί τοῦ R (ἀντιστοίχως C). Τότε ἰσχύει ὅτι

dimN ( f ) + dim Ran( f ) = dim X. 2

᾿Ιδιαιτέρως ἄν A ∈ RN×N (ἀντιστοίχως A ∈ CN×N) ἰσχύει ἡ ἰσοδυναµία

N (A) = {0} ⇐⇒ Ran(A) = RN (ἀντιστοίχως CN).

Τέλος δίδοµε καί τόν ὁρισµό:

῾Ορισµός 9.1.8. ῎Εστω X γραµµικός χῶρος καί f : X → X γραµµική ἀπεικόνιση. Ἄν Y
γραµµικός ὑπόχωρος τοῦ X τότε ὁ Y ὀνοµάζεται ἀναλλοίωτος ὡς προς f ἄν f (Y) ⊂ Y.

Παράδειγµα. Ἄν f : X → X γραµµική ἀπεικόνιση, τότε τό πεδίο τιµῶν αὐτῆς Ran( f ),
ἀποτελεῖ ἀναλλοίωτο ὑπόχωρο τοῦ X. Πράγµατι, f [Ran( f )] ⊂ f [X] = Ran( f ).

9.1.6 ᾿Ιδιοτιµές καί ἰδιοδιανύσµατα

῾Ορισµός 9.1.9. ῎Εστω A ∈ CN×N, ξ ∈ CN καί λ ∈ C. Ἄν ἰσχύει ὅτι ξ 6= 0 καί

A ξ = λ ξ, (.)

τότε τό λ ὀνοµάζεται ἰδιοτιµή τοῦ A καί τό ξ ἰδιοδιάνυσµα τοῦ A τό ὁποῖο ἀντιστοιχεῖ στήν
ἰδιοτιµή λ.

Παρατήρηση. ῾Η (.) γράφεται ἰσοδύναµα

(A− λI) ξ = 0,
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ὅπου I ὁ µοναδιαῖος N × N πίνακας, ἤ διαφορετικά xi ∈ N (A− λI). Τό γεγονός ὅτι τό
ἰδιοδιάνυσµα δέν εἶναι µηδενικό σηµαίνει ὅτι ὁ πίνακας A− λI εἶναι µή ἀντιστρέψιµος ἤ
ἰσοδύναµα det(A− λI) = 0. Παρατηροῦµε ὅτι ἄν z ∈ C, τότε ἡ συνάρτηση

pA(z) = det(A− zI),

ἀποτελεῖ πολυώνυµο N ϐαθµοῦ (γιατί ;) τό ὁποῖο ἀποτελεῖ τό χαρακτηριστικό πολυώνυµο

τοῦ πίνακα A. Ἀντιστρόφως, ἄν τό λ εἶναι µία ϱίζα τοῦ χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου τότε
det(A− λI) = 0 καί ἑποµένως ὁ πίνακας A− λI δέν εἶναι ἀντιστρέψιµος, ἄρα ἡ ἐξίσωση
(A− λI) x = 0 ἔχει µή µηδενική ϱίζα. ῎Εχοµε λοιπόν δείξει ὅτι :

Πρόταση 9.1.9. ῾Ο µιγαδικός ἀριθµός λ ἀποτελεῖ ἰδιοτιµή τοῦ πίνακα A ∈ CN×N ἄν καί
µόνον ἄν εἶναι ϱίζα τοῦ χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου τοῦ A, δηλαδή pA(λ) = 0. 2

῎Εστω τώρα ὅτι ὁ πίνακας ἔχει τίς διακριτές ἰδιοτιµές λ1, . . . , λk καί τά ἀντίστοιχα ἰδιοδιανύσ-
µατα ξ1, . . . , ξk. Τά ἰδιοδιανύσµατα αὐτά εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητα. Αὐτό ἀποδεικνύεται
ἐπαγωγικῶς. Γιά k = 1 δέν ἔχοµε τίποτα νά ἀποδείξοµε. ῎Εστω ὅτι τό ἀποδεικτέο ἰσχύει γιά
k = ` καί ὅτι

c1ξ1 + · · ·+ c`ξ` + c`+1ξ`+1 = 0. (.)

Τότε

0 = A (c1ξ1 + · · ·+ c`ξ` + c`+1ξ`+1)

= c1λ1ξ1 + · · ·+ c`λ`ξ` + c`+1λ`+1ξ`+1, (.)

ὁπότε, ἀφαιρῶντας ἀπό τήν (.) τήν (.) πολλαπλασιασµένη ἐπί λ`+1 λαµβάνοµε

c1(λ1 − λ`+1)ξ1 + · · ·+ c`(λ` − λ`+1)ξ` = 0.

᾿Εφαρµόζοντας τήν ἐπαγωγική ὑπόθεση, οἱ ἀνωτέρω συντελεστές ϑά πρέπει νά µηδενίζονται,
δηλαδή:

c1(λ1 − λ`+1) = · · · = c`(λ` − λ`+1) = 0.

᾿Επειδή ὅµως τά λj εἶναι διακριτά, ἔχοµε c1 = . . . = c` = 0 καί λόγῳ τῆς (.) καί c`+1 = 0.

᾿Εκ τῶν ἀνωτέρω προκύπτει τό ἀκόλουθο ἀποτέλεσµα:

Πρόταση 9.1.10. ῎Εστω ὅτι ὁ N × N πίνακας A ἔχει N γραµµικῶς ἀνεξάρτητα ἰδιοδιανύσ-
µατα, ξ1, . . . , ξN, µέ ἀντίστοιχες ἰδιοτιµές τίς λ1, . . . , λN, (ὄχι ἀπαραιτήτως διακριτές.) Τότε
ὁ A εἶναι διαγωνιοποιήσιµος καί συγκεκριµένα A = UΛU−1, ὅπου Λ = diag(λ1, . . . , λN),
ἐνῶ ὁ U ἀποτελεῖ τόν πίνακα µέ στῆλες τά ξ1, . . . , ξN.
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Αποδειξη. ῎Εχοµε ὅτι

Aξk = λkξk, k = 1, . . . , N,

ἤ ἰσοδύναµα

AU = UΛ, ὅπου Λ = diag(λ1, . . . , λN).

᾿Επειδή ὅµως τά ξ1, . . . , ξN εἶναι γραµµικῶς ἀνεξάρτητα, τότε ὁ πίνακας U εἶναι ἀντιστρέψ-
ιµος καί συνεπῶς A = U Λ U−1. ῎Ητοι, ὁ πίνακας A εἶναι διαγωνιοποιήσιµος. 2

Ἄν λοιπόν ἕνας N × N πίνακας A ἔχει διακριτές ἰδιοτιµές, ϑά ἔχει καί N γραµµικῶς
ἀνεξάρτητα ἰδιοδιανύσµατα καί ὡς ἐκ τούτου ϑά εἶναι διαγωνιοποιήσιµος. Τό πρόβληµα
ἐµφανίζεται ἀπό τήν στιγµή ὅπου ἕνας πίνακας ἔχει πολλαπλές ἰδιοτιµές.

῾Ορισµός 9.1.10. ῎Εστω λ µιά ἰδιοτιµή τοῦ πίνακα A. ῾Η ἀλγεβρική πολλαπλότης τῆς λ

εἶναι ἡ πολλαπλότης τῆς λ ὡς ϱίζας τοῦ χαρακτηριστικοῦ πολυωνύµου pA(z).

Παραδείγµατα

(i) Ἄν A = I ∈ RN×N, τότε PI (z) = (1− z)N, τό ὁποῖο ἔχει z = 1 ὡς µόνη ἰδιοτιµή µέ
πολλαπλότητα N. Παρατηροῦµε ταυτοχρόνως ὅτι τά στοιχεῖα τῆς συνήθους ϐάσεως τοῦ
RN, δηλαδή τά ek, k = 1, . . . , N, ἀποτελοῦν ἰδιοδιανύσµατα τοῦ I .

(ii) Ἄν τώρα ὁ πίνακάς µας εἶναι ὁ

A =




λ 1 0 0 · · · 0 0
0 λ 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 0 · · · 0 λ



∈ RN×N ,

διαπιστοῦται εὐκόλως ὅτι pA(z) = (λ− z)N τό ὁποῖο ἔχει ὡς µόνη ϱίζα τήν z = λ µέ
πολλαπλότητα N. Συνεπῶς ὁ πίνακας A ἔχει ὡς µόνη ἰδιοτιµή τήν z = λ µέ ἀλγεβρική
πολλαπλότητα N. Παρατηροῦµε ταυτοχρόνως ὅτι

Aξ = λξ ἄν καί µόνον ἄν ξ = µe1.

Ἄρα ὁ A ἔχει µόνο ἕνα γραµµικῶς ἀνεξάρτητο ἰδιοδιάνυσµα.

᾿Εκεῖνο τό ὁποῖο διαφέρει στά ἀνωτέρω παραδείγµατα εἶναι ἡ Γεωµετρική Πολλαπλότης τῆς
ἰδιοτιµῆς :

῾Ορισµός 9.1.11. ῎Εστω A ∈ CN×N καί λ∈C ἰδιοτιµή τοῦ A.



9.1. Στοιχεῖα Γραµµικῆς Ἄλγεβρας 

(i) Τό σύνολο

Eλ =
{

x ∈ CN : Ax = λ x
}

,

τό ὁποῖο ἀποτελεῖ ἕναν γραµµικό ὑπόχωρο τοῦ CN, καλεῖται ἰδιόχωρος ἰδιοτιµῆς λ.

(ii) ᾿Εάν Mλ = dim C Eλ, τότε τό Mλ ὁρίζεται ὡς ἡ γεωµετρική πολλαπλότης τῆς λ.

᾿Ισχύουν τά ἑξῆς :

Πρόταση 9.1.11. ῎Εστω A ∈ CN×N καί λ ∈ C ἰδιοτιµή τοῦ A, τότε ἡ γεωµετρική πολ-
λαπλότης τῆς λ δέν ὑπερβαίνει τήν ἀλγεβρική της πολλαπλότητα. ᾿Ιδιαιτέρως, ὁ πίνακας
A εἶναι διαγωνιοποιήσιµος, ἄν καί µόνον ἄν σέ κάθε του ἰδιοτιµή ἰσοῦνται οἱ δύο πολ-
λαπλότητες.

Αποδειξη. Βλέπε G.H Golub & C.F. Van Loan, Matrix Computations [22]. 2

Ἄν ὁ πίνακας A∈CN×N δέν εἶναι διαγωνιοποιήσιµος καί ἔχει ὡς ἰδιοτιµές τίς λ1, λ2, . . . , λk

µέ πολλαπλότητες µ1, µ2, . . . , µk, ἀντιστοίχως, τότε τά σύνολα

X` =
{

x ∈ CN : (A− λ`I)µkx = 0
}

= N [(A− λ`)µ` ] ,

ἀποτελοῦν γραµµικούς ὑπόχωρους τοῦ CN, οἱ ὁποῖοι ὀνοµάζονται γενικευµένοι ἰδιόχωροι.

Συγκεκριµένα ἰσχύει ἡ πρόταση:

Πρόταση 9.1.12. ῾Ο CN γράφεται ὡς εὐθύ ἄθροισµα τῶν γενικευµένων ἰδιοχώρων τοῦ
πίνακα A. ῎Ητοι :

CN = X1 ⊕ X2 ⊕ · · · ⊕ Xk.

᾿Επί πλέον οἱ X`, ` = 1, . . . , k εἶναι ἀναλλοίωτοι ὡς πρός A.

Αποδειξη. Βλέπε Brauer & Nohel, Qualitative Theory of Ordinary Differential Equations
[12]. 2

᾿Ιδιαιτέρως ὅταν ὁ πίνακας A δέν εἶναι διαγωνιοποιήσιµος, τότε λαµβάνει τήν Κανονική Μορ-
ϕή Jordan (Jordan Canonical Form),

A = U−1 JU,

 Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922). Γάλλος µηχανικός καί µαθηµατικός. Τό ὄνοµά του συνδέε-
ται ἐπίσης µέ τίς κλειστές καµπύλες Jordan. Σηµειωτέον ὅτι ὁ Jordan τοῦ ὁποίου τό ὄνοµα ἀναφέρεται στήν
διαδικασία ἐπιλύσεως γραµµικῶν συστηµάτων Gauss-Jordan, εἶναι ὁ Wilhelm Jordan (1842-1899).



 Κεφάλαιο 9. Παράρτηµα

ὅπου U∈CN×N ἀντιστρέψιµος καί

J =




J0 0
J1

. . .
0 Jk




(.)

ὅπου J0 = diag(µ1, . . . , µN0) ἐνῶ γιά ` = 1, . . . , k

J` =




λ` 1 0 0 · · · 0 0
0 λ` 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · λ` 1
0 0 0 0 · · · 0 λ`



∈ RN`×N`

καί N0 + N1 + · · · + Nk = N. (Γιά µία ἀπόδειξη ϐλέπε P.R Halmos, Finite Dimensional
Vector Spaces [26]). Οἱ ἰδιοτιµές µi καί λj εἶναι ἐν γένει µιγαδικοί ἀριθµοί. Σηµειωτέον ὅτι
ἡ (.) γράφεται καί ὡς

J = diag(J0, J1, . . . , Jk).

Οἱ πίνακες J` εἶναι γνωστοί ὡς Jordan blocks. ῞Οπως ἔχοµε ἤδη δεῖ στό Παράδειγµα ii στήν
σελίδα 340, ὁ J` ἔχει µοναδική ἰδιοτιµή µέ ἀλγεβρικῆς πολλαπλότητος N` καί γεωµετρικῆς
πολλαπλότητος 1 καί ὡς ἐκ τούτου ὁ J` δέν εἶναι διαγωνιοποιήσιµος. Στήν κανονική µορφή
Jordan ἐµφανίζεται τό block J` ἄν ἡ ἀλγεβρική πολλαπλότης τῆς ἰδιοτιµῆς λ` µεῖον τήν
γεωµετρική πολλαπλότητα τῆς ἰδίας ἰδιοτιµῆς διαφέρουν.

 ῾Ελληνιστί block = τέµαχος (τό).
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