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Στα παρακάτω προβλήματα μπορείτε να θεωρήσετε ότι το εσωτερικό γινόμενο είναι γραμμικό ως προς και τα δύο
ορίσματα.

Άσκηση 0.1 : Έστω σώμα 𝔽, 𝑉  ένας 𝔽-διανυσματικός χώρος διάστασης 𝑛, εφοδιασμένος με εσωτερικό γινόμενο.
Συμβολίζουμε με 𝑉 ′ το χώρο των γραμμικών μορφών του 𝑉 , δηλαδή 𝑉 ′ = ℒ(𝑉 , 𝔽). Δείξτε ότι η απεικόνιση

𝐿 : 𝑉 ⟶ 𝑉 ′
𝑣 ↦ ⟨·, 𝑣⟩

είναι ισομορφισμός. Είναι γνωστό ότι dim𝑉 ′ = dim𝑉 .

Άσκηση 0.2 : Έστω σώμα 𝔽, 𝑉  ένας 𝔽-διανυσματικός χώρος διάστασης 𝑛, εφοδιασμένος με εσωτερικό γινόμενο
και 𝐶  ένας υπόχωρος του 𝑉 . Ορίζουμε τον μηδενιστή του 𝐶  ως 𝐶0 = {𝑓 ∈ 𝑉 ′ : ∀𝑣 ∈ 𝐶 𝑓(𝑣) = 0}. Αποδείξτε
τα παρακάτω:

(i) 𝐶0 = {⟨·, 𝑢⟩ : 𝑢 ∈ 𝐶⟂},

(ii) {⟨·, 𝑢⟩ : 𝑢 ∈ 𝐶⟂} ≅ 𝐶⟂.

Άσκηση 0.3 : Έστω σώμα 𝔽, 𝑉  ένας 𝔽-διανυσματικός χώρος διάστασης 𝑛, και 𝐶  ένας υπόχωρος του 𝑉 . Δείξτε ότι
η απεικόνιση

𝜋 : 𝐶0 ⟶(
𝑉
𝐶
)
′

𝑓 ↦ 𝑓

με 𝑓(𝑣 + 𝐶) = 𝑓(𝑣), είναι καλά ορισμένη και είναι ισομορφισμός.

Άσκηση 0.4 : Έστω σώμα 𝔽, 𝑉  ένας 𝔽-διανυσματικός χώρος διάστασης 𝑛, εφοδιασμένος με εσωτερικό γινόμενο και
𝐶  ένας υπόχωρος του 𝑉 . Δείξτε ότι dim𝐶⟂ = 𝑛 − dim𝐶 .

Άσκηση 0.5 : Έστω σώμα 𝔽 και πίνακας 𝐴 ∈ 𝔽𝑚×𝑛. Δείξτε ότι η διάσταση του χώρου γραμμών και η διάσταση του
χώρου στηλών του 𝐴 είναι ίσες. Είναι γνωστό ότι για κάθε 𝑚× 𝑛 πίνακα 𝐴 ισχύει dim𝒩(𝐴) + dimℛ(𝐴) = 𝑛.

Υπόδειξη: Στο χώρο 𝑉 = 𝔽𝑛 θεωρήστε το συνηθισμένο εσωτερικό γινόμενο και παρατηρήστε ότι 𝒩(𝐴) = ℛ(𝐴⊤)⟂.
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