
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13:  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ HAMILTON 
 
 
Στο κεφάλαιο αυτό καλύπτεται η θεωρία των κεφαλαίων 11 και 13 του Kibble. 
 
13.1  Κανονικές εξισώσεις Hamilton 
 
Έχοµε δει σε πολλά παραδείγµατα τη χρησιµότητα της µεθόδου Lagrange που µας επιτρέπει να 
γράψουµε τις εξισώσεις κίνησης ενός συστήµατος. Στο κεφάλαιο αυτό θα πραγµατευτούµε µε µια 
επέκταση της µεθόδου αυτής που οφείλεται στον Hamilton. Θεωρούµε λοιπόν ότι η Lagrangian 
του συστήµατος είναι συνάρτηση των γενικευµένων συντεταγµένων q1,q2,...,qn και των 
αντίστοιχων γενικευµένων ταχυτήτων . Οι εξισώσεις Lagrange µπορούν να γραφούν n21 q,...,q,q &&&
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όπου pi είναι η γενικευµένη συζυγής ορµή , 
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Λύνοντας τις εξισώσεις Lagrange µπορούµε να προσδιορίσουµε τη κατάσταση του συστήµατος 
σε κάθε χρονική στιγµή, δηλ. να προσδιορίσουµε τις θέσεις και τις ταχύτητες των συνιστωσών 
σωµατιδίων του συστήµατος, υπολογίζοντας τις 2n γενικευµένες συντεταγµένες και ταχύτητες, 
q1,q2,...,qn και n21 q,q,q &&& ,… . Εναλλακτικά, η κατάσταση του συστήµατος θα µπορούσε εξ ίσου να 

προσδιοριστεί συναρτήσει των γενικευµένων συντεταγµένων και ορµών , οι οποίες 

ορίζονται µέσω των (2) συναρτήσει των q
kq kp

1,q2,...,qn και n21 q,q,q &&& ,… . Οι σχέσεις (2) µπορούν (in 

principal) να λυθούν ως προς  συναρτήσει των qiq& 1,q2,...,qn και p1,p2,...,pn, δηλ. 
 

),,(fq ii n21n21 pp,p,qq,q ……=& ,  i=1,...,n. (3) 

 
Παράδειγµα. Κινούµενο σωµατίδιο στο επίπεδο (βαθµοί ελευθερίας n=2). Παίρνουµε τις πολικές 
συντεταγµένες (r, θ) ως γενικευµένες συντεταγµένες, οπότε οι γενικευµένες ορµές είναι, 
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οπότε οι εξισώσεις (3) έχουν τη µορφή, 
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r mr/p,m/pr θθ        == && , (4) 

 
οπότε η θέση (r,θ) και η ταχύτητα )r,r( θυ &&

r
=  του σωµατιδίου προσδιορίζονται από τις τιµές των 2n 

µεταβλητών r, θ, pr, και pθ. 
       Ορίζουµε ως συνάρτηση Hamilton ή Hamiltonian (χαµιλτονιανή), την συνάρτηση, 
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όπου οι µεταβλητές , που ορίζονται από τη (3), θεωρούνται συναρτήσεις των q και p, συνεπώς η 

χαµιλτονιανή θεωρηθείται συνάρτηση των q και p. Υπολογίζουµε τις παραγώγους 
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Όµως, λόγω την (2), ο 3ος και ο 2ος όρος αλληλοαναιρούνται, εποµένως καταλήγουµε στη εξίσωση 
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Παροµοίως υπολογίζουµε τη παράγωγο της Η ως προς qk,  
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που και πάλι, λόγω την (2), ο 1ος και ο 3ος όρος αλληλοαναιρούνται, εποµένως λαµβάνοντας 
υπόψιν και την (1) καταλήγουµε στη εξίσωση, 
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Οι 2n εξισώσεις (6) και (7) καλούνται κανονικές εξισώσεις του Hamilton. Είναι οι εξισώσεις 
κίνησης µε ανεξάρτητες µεταβλητές τα q και p. Ακόµη, είναι διαφορικές εξισώσεις 1ης τάξεως, ενώ 
οι εξισώσεις Lagrange είναι 2ας τάξεως. Παραγωγίζοντες ακόµη τη χαµιλτονιανή (5) ως προς το 
χρόνο λαµβάνουµε µια ακόµη εξίσωση, 
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και αν οι ενέργειες T, V δεν εξαρτώνται ρητά από τον χρόνο, τότε η χαµιλτονιανή είναι σταθερή. 
 
Παράδειγµα: Κίνηση σωµατιδίου στο επίπεδο υπό την επίδραση κεντρικής δύναµης. 
      Η Langrangian του σωµατιδίου ισούται µε, 
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οπότε η χαµιλτονιανή θα ισούται, 
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και χρησιµοποιώντας τις (4), η χαµιλτονιανή γράφεται, 
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Το δεύτερο µέρος της εξίσωσης είναι απλά το άθροισµα της κινητικής και της δυναµικής 
ενέργειας, Τ+V, οπότε η χαµιλτονιανή ισούται µε την ολική ενέργεια. Αυτό ισχύει γενικά σε 
περιπτώσεις που η δυναµική ενέργεια δεν εξαρτάται ρητά από το χρόνο. Κατόπιν των (6), 
βρίσκουµε τις δύο πρώτες εξισώσεις Hamilton, 
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δηλ. ξαναβρίσκουµε τις εξισώσεις (4). Οι άλλες δύο εξισώσεις Hamilton είναι [κατόπιν των (7)], 
 

)δ(                       
θ

p

)γ(         
dr
dV

θ

θ

0H
mr
p

r
Hp 3

3

r

=
∂
∂

−=

−=
∂
∂

−=

&

&

 

 
(Να υπενθυµίσω ότι οι παράγωγοι ( & ) εννούνται ως προς t) Η εξίσωση (δ) ολοκληρούµενη δίδει 

τον νόµο διατήρησης της στροφορµής ( ), θθ
&2mrp =≡l

 
l ≡ pθ = σταθ., 

 
ενώ η εξίσωση (γ) γράφεται κατ’ αρχήν, 
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και πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη επί r&  και ολοκληρώνοντας παίρνουµε, 
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(Η εξίσωση αυτή αναφέρεται και σαν ακτινική εξίσωση της ενέργειας). Η σταθερά 
ολοκλήρωσης Ε παριστάνει την ολική ενέργεια του σωµατιδίου. 
 
 
13.2  Νόµοι διατήρησης και κυκλικές συντεταγµένες 
 
Είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, εξίσωση (12-4), ότι σε φυσικά συστήµατα όπου η ταχύτητα 
δεν εξαρτάται ρητά από τον χρόνο, η κινητική ενέργεια είναι οµογενής τετραγωνική συνάρτηση 
των . Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Euler, το οποίο λέει ότι αν η συνάρτηση f είναι οµογενής 

τάξεως  z  ως προς ένα σύνολο µεταβλητών q
kq&

i, τότε ισχύει 
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Στη περίπτωση της κινητικής ενέργειας και για z=2, έχοµε 
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Για συντηρητικά πεδία, η δυναµική ενέργεια δεν εξαρτάται από την ταχύτητα, οπότε από την (2) 
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δηλ. σε φυσικά συστήµατα όπου η ταχύτητα δεν εξαρτάται ρητά από τον χρόνο και µε τον 
πρόσθετο περιορισµό ότι η δυναµική ενέργεια δεν εξαρτάται από την ταχύτητα (δηλ. σε 
συντηρητικά πεδία), η χαµιλτονιανή ισούται µε την ολική ενέργεια. 
      Εάν η Langrangian (ή η χαµιλτονιανή) δεν εξαρτάται από µια συντεταγµένη, ας πούµε την qk, 
τότε η εν λόγω συντεταγµένη καλείται κυκλική ή αγνοήσιµη, οπότε από τις εξισώσεις Lagrange 
(ή Hamilton) παίρνουµε, 
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δηλ. η γενικευµένη συζυγής ορµή µιας κυκλικής συντεταγµένης qk διατηρείται σταθερή. Για 
παράδειγµα, στην επίπεδη κίνηση ενός σωµατιδίου που υπόκειται την επίδραση κεντρικής 
δύναµης, είδαµε προηγουµένως ότι η χαµιλτονιανή δεν εξαρτάται από τη γωνία θ, οπότε η 

γενικευµένη συζυγής ορµή  l ≡ pθ διατηρείται σταθερή, που το έχοµε δει από άλλη σκοπιά. Η 
εξίσωση (9) αποτελεί το πρώτο ολοκλήρωµα των εξισώσεων κίνησης. 
      Οι νόµοι διατήρησης που αναφέραµε προηγουµένως σχετίζονται µε συµµετρίες του 
συστήµατος. Λόγου χάριν, η διατήρηση της στροφορµής οφείλεται στη περιστροφική συµµετρία 
του συστήµατος, που εξ αιτίας αυτής της συµµετρίας η χαµιλτονιανή είναι ανεξάρτητος της γωνίας 
θ. Εποµένως η διατήρηση της στροφορµής είναι στενά συνδεδεµένη µε τις συµµετρίες του 
συστήµατος. Αν το σύστηµα είναι συµµετρικό µόνο ως προς τον z-άξονα, τότε µόνο η lz θα 
διατηρείται σταθερή. Στη περίπτωση των κεντρικών δυνάµεων, κάθε συνιστώσα της στροφορµής  

στον 3D-χώρο διατηρείται σταθερή. Σε διαφορετική περίπτωση, αν υποθέσουµε ότι η δύναµη 
ακολουθεί µια αξονική συµµετρία (που σηµαίνει ότι η χαµιλτονιανή δεν εξαρτάται από τη γωνία 

περιστροφής φ γύρω από τον εν λόγω άξονα), τότε µόνο η συνιστώσα της στροφορµής 
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µήκος του άξονα συµµετρίας διατηρείται σταθερή, ας πούµε pφ. 
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      Είναι φανερό ότι δεν είναι δυνατόν να αναγνωριστούν όλες οι συµµετρίες του συστήµατος από 
τη διαπίστωση και µόνο ότι η χαµιλτονιανή είναι ανεξάρτητη από κάποιες συντεταγµένες. Για 
παράδειγµα, στο πρόβληµα των κεντρικών δυνάµεων, αν η χαµιλτονιανή έχει εκφραστεί σε 
καρτεσιανές συντεταγµένες, τότε 
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που διαπιστώνουµε ότι καµµιά συντεταγµένη x ή y δεν είναι αγνοήσιµη, όµως παρόλα αυτά η 
χαµιλτονιανή είναι συµµετρική ως προς περιστροφές γύρω από τον άξονα z, που ορίζεται κάθετα 
στο επίπεδο (x,y). 
 
 
13.3  Θεώρηµα του Liouville 
 
       Θεωρούµε ένα σύστηµα το οποίο περιγράφεται από τις γενικευµένες συντεταγµένες q1,q2,...,qn 
και τις συζυγείς γενικευµένες ορµές p1,p2,...,pn. Ο φασικός χώρος του συστήµατος σχηµατίζεται 
(spanned) από τις 2n συντεταγµένες (q1,q2,...,qn, p1,p2,...,pn). Κάθε σηµείο στο φασικό χώρο µε 
συντεταγµένες (q1,q2,...,qn, p1,p2,...,pn) αντιπροσωπεύει και µια πιθανή κατάσταση του συστήµατος. 
Καθώς το σύστηµα κινείται (ή εξελίσσεται χρονικά), το φασικό σηµείο διαγράφει µια τροχιά στο 
φασικό χώρο, την φασική τροχιά. Η ταχύτητα του φασικού σηµείου δίδεται από τις εξισώσεις 
Hamilton. Ακόµη οι φασικές τροχιές δεν “τέµνονται” µεταξύ τους, διότι από κάθε φασικό σηµείο 
“περνάει” µία µόνο τροχιά η οποία είναι η µοναδική λύση των εξισώσεων Hamilton για δεδοµένο 
αρχικό σηµείο (δηλ. αρχικές συνθήκες). 
 
 
 
 
          Σχήµα 1  Ροή στο χώρο των φάσεων 

 
 
 
 
 
 
 
      Υποθέτουµε ότι έχουµε µια µεγάλη
περιγράφονται από την ίδια χαµιλτον
Στατιστική Μηχανική, όπου πραγµατικ
ακριβή κατάσταση ενός συστήµατος µε
τιµές των µεγεθών που µας ενδιαφ
πανοµοιότυπων συστηµάτων τα οποί
συλλογής είναι συντηρητικά, η χαµιλτο
µεταβάλλεται µε τον χρόνο, δηλ. 
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 συλλογή (ensemble) συντηρητικών συστηµάτων τα οποία 
ιανή, Η. (Η έννοια του ensemble έχει δανειστεί από τη 
ά είναι µάταιο να προσπαθήσει κανείς να προσδιορίσει ην 
 1023 µόρια. Αντί αυτού, προσπαθεί να προσδιορίσει µέσες 
έρουν, µελετώντας τη κίνηση ενός µεγάλου αριθµού 
α αποτελούν το ensemble). Εφόσον τα συστήµατα της 
νιανή Η ισούται µε την ολική ενέργεια Ε, και συνεπώς δεν 
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Η(q1,q2,...,qn, p1,p2,...,pn) = Ε,    (10) 

 
όπου Ε είναι σταθερά. Η εξίσωση (10) ορίζει µια ισοενεργειακή επιφάνεια στο χώρο των φάσεων. 
Αν υποθέσουµε ότι διαθέτουµε µια µεγάλη συλλογή πανοµοιότυπων συστηµάτων, το καθένα εκ 
των οποίων έχει ενέργεια Ε µεταξύ των ορίων  Ε1 ≤ Ε ≤ Ε2, τότε οι τροχιές όλων αυτών των 
συστηµάτων καθώς κινούνται περιορίζονται µέσα στο torus το οποίο περικλείεται µεταξύ των δύο 
υπερεπιφανειών 

Η = Ε1  και   Η = Ε2, 
 
όπως φαίνεται παραστατικά στο Σχήµα 1. Εφόσον τα συστήµατα έχουν διαφορετικές αρχικές 
συνθήκες (δηλ. διαφορετικά αρχικά φασικά σηµεία Α, Α′,...,), θα κινούνται πάνω σε διαφορετικές 
φασικές τροχιές. Αν υποθέσουµε ότι τα αρχικά σηµεία βρίσκονται µέσα στην περιοχή R1, τα 
συστήµατα αυτά µετά από χρόνο t θα βρίσκονται µέσα στη περιοχή R2. Ισχύει το ακόλουθο 
θεώρηµα, γνωστό σαν θεώρηµα Liouville: Οι όγκοι των περιοχών R1 και R2 είναι ίσοι, δηλ. ο 
όγκος στο χώρο των φάσεων διατηρείται σταθερός. 

 
Ακολουθεί η απόδειξη του θεωρήµατος: Έστω V ο όγκος του ensemble στο χώρο των φάσεων. Ο ρυθµός 
µεταβολής του V είναι, 
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όπου  είναι η ταχύτητα του “ρευστού” στο φασικό χώρο, dV=(dqυ
r

1...,dqndp1...,dpn) είναι ο στοιχειώδης 
όγκος στο φασικό χώρο και το πολλαπλό ολοκλήρωµα υπολογίζεται πάνω στον όγκο V του “ρευστού”. Η 
απόκλιση της ταχύτητος είναι 
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εποµένως η (11) γράφεται, 
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Αντικαθιστούµε τις γενικευµένες ταχύτητες από τις εξισώσεις Hamilton (6)-(7) στην (13) παίρνοµε, 
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Η παρένθεση µέσα στο ολοκλήρωµα ισούται µε µηδέν, άρα ο όγκος του ensemble στο χώρο των φάσεων 
είναι σταθερός. 
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13.4  Παραγωγή των εξισώσεων Hamilton από µια αρχή των µεταβολών 
 
       Όπως οι εξισώσεις Lagrange, έτσι και οι εξισώσεις Hamilton µπορούν να εξαχθούν από µια 
αρχή των µεταβολών, όπως την αρχή του Hamilton. Συγκεκριµένα, απαιτείται όπως το 
ολοκλήρωµα δράσης [εξίσωση (3-50)] να είναι ακρότατο ως προς την επιλογή του δρόµου κίνησης 
του συστήµατος, που συνοψίζεται στην απαίτηση όπως η µεταβολή του ολοκληρώµατος να 
ισούται µε µηδέν, δηλ.  
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Εκφράζοντας την L συναρτήσει της Η από την (5), η προηγούµενη εξίσωση γράφεται, 
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Στον n-διάστατο χώρο των συντεταγµένων (configuration space), τα σηµεία 
(1)≡(q1(t1),q2(t1),...,qn((t1)) και (2)≡(q1(t2),q2(t2),...,qn((t2)) παριστούν την αρχική και την τελική 
θέση του συστήµατος. Όπως και σε προγενέστερη συζήτηση, αντιστοιχούµε σε κάθε πιθανό δρόµο 
από το σηµείο (1)→(2) τη τιµή κάποιας παραµέτρου α, τέτοιας ώστε ο κατάλληλος δρόµος που 
δίδει ακρότατο στο ολοκλήρωµα J να ορίζεται, ας πούµε για α=0. Οπότε το ολοκλήρωµα J µπορεί 
να θεωρηθεί συνάρτηση του α και η δ-µεταβολή ορίζεται από τη σχέση, 
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Εφόσον τα ακραία σηµεία (1) και (2) δεν µεταβάλλονται και συνεπώς δεν είναι συναρτήσεις του α, 
η παραγώγιση της (15) µπορεί να γίνει µέσα στο ολοκλήρωµα, δίδοντας 
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Η σειρά των παραγώγων ως προς α και t µπορεί να εναλλαχθεί, οπότε η επί µέρους ολοκλήρωση 
του δεύτερου όρου στη (16) δίδει, 
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Η ποσότης  
α∂

∂ iq
 µηδενίζεται στα ακραία σηµεία, και λαµβάνοντας υπόψιν ότι α
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Καθώς οι µεταβολές δpi και δqi είναι ανεξάρτητοι, το ολοκλήρωµα µηδενίζεται µόνο αν οι 
συντελεστές τους στην (17) µηδενίζονται, οδηγούµαστε  έτσι στις συνθήκες 
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που είναι φυσικά οι κανονικές εξισώσεις Hamilton. 
 
 
13.5  Κανονικοί µετασχηµατισµοί 
 
       Η επιλογή των γενικευµένων συντεταγµένων (q1,q2,...,qn) δεν υπόκειται σε κάποιους 
περιορισµούς, αλλά ούτε και η µορφή των εξισώσεων Lagrange εξαρτάται από την συγκεκριµένη 
επιλογή. Με άλλα λόγια, οι εξισώσεις Lagrange µπορεί να είναι αµετάβλητες ως προς ένα 
µετασχηµατισµό συντεταγµένων (q1,q2,...,qn) → (Q1,Q2,...,Qn). Οι νέες συντεταγµένες είναι 
συναρτήσεις των qi και ίσως και του χρόνου t, δηλ., 
 

Qi = Qi(q1,q2,...,qn,t). (18) 
 
Εφόσον οι εξισώσεις Lagrange παραµένουν αναλλοίωτοι στον µετασχηµατισµό (18), θα πρέπει 
παροµοίως και οι εξισώσεις Hamilton να παραµένουν αναλλοίωτοι στον ίδιο µετασχηµατισµό, και 
αντίστροφα, αν και το αντίστροφο δεν είναι πάντα αληθές, διότι η χαµιλτονιανή περιλαµβάνει ως 
ανεξάρτητες µεταβλητές τις συντεταγµένες και τις ορµές (q1,q2,...,qn,p1,p2,...,pn). Οπότε ο 
µετασχηµατισµός θα πρέπει να περιλαµβάνει τις 2n µεταβλητές, 
 

Qi = Qi (q1,q2,...,qn,p1,p2,...,pn,t)  
            Pi = Pi (q1,q2,...,qn,p1,p2...,pn,t). (19) 

 
Αν θέσουµε ως όρο ο µετασχηµατισµός (19) να ικανοποιεί τις εξισώσεις Hamilton, 
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= &&     ,  k=1,...,n, (20) 

 
υποθέτοντας ότι υπάρχει µια συνάρτηση Η′ των (Q1,...,Qn,P1,...,Pn), τότε ο µετασχηµατισµός (19) 
καλείται κανονικός µετασχηµατισµός. Η συνάρτηση Η′  παίζει τον ρόλο της χαµιλτονιανής στο 
νέο σύστηµα συντεταγµένων (Q1,...,Qn,P1,...,Pn).  Μπορεί να αποδειχθεί η ακόλουθη πρόταση. 
 
Πρόταση: Ο µετασχηµατισµός (19) είναι κανονικός, αν η ποσότης   
 

∑∑ −
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ii
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ii dQPdqp  (21) 

είναι ολικό διαφορικό. 
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      Είδαµε σε προηγούµενο εδάφιο πως µπορούν οι εξισώσεις Hamilton να εξαχθούν από την 
αρχή του Hamilton, και οδηγηθήκαµε στη µηδενική µεταβολή του J, εξίσωση (14), 
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Εάν απαιτήσουµε όπως και οι νέες συντεταγµένες (Q1,...,Qn,P1,...,Pn)  ικανοποιούν την ίδια αρχή, 
τότε, 
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Οι εξισώσεις (14) και (22) είναι ισοδύναµοι µόνο αν οι ολοκληρώσιµες ποσότητες διαφέρουν κατά 
το ολικό διαφορικό ως προς το χρόνο t κάποιας συνάρτησης F, δηλ. 
 

)HH(QPqp
dt
dF

i
ii

i
ii ′−−−= ∑∑ &&  (23) 

Αν F=F(q,Q,t), τότε 
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οπότε λαµβάνουµε συγκρίνοντας µε την (23), 
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k
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∂
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Q
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k ∂
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−=  k=1,...,n (24β) 

 
t
F
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+=′ HH . (24γ) 

 
Η συνάρτηση F καλείται γεννήτρια συνάρτηση του µετασχηµατισµού. Αν είναι γνωστή η 
συνάρτηση F, τότε o µετασχηµατισµός (19) υπολογίζεται χρησιµοποιώντας τις (24). 
      Αν βρούµε ένα κανονικό µετασχηµατισµό ο οποίος να δίδει Η′=0, τότε βλέπουµε από τις 
εξισώσεις κίνησης (20) ότι, 
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δηλ. οι µεταβλητές Qk και Pk είναι αγνοήσιµες, άρα µπορούµε να βρούµε τις αρχικές 
συντεταγµένες qk και pk και συνεπώς να προσδιορίζουµε τη κίνηση του συστήµατος. Αρκεί να 
ξέρουµε την κατάλληλη γεννήτρια συνάρτηση F. Αν υποθέσουµε ότι F=F(q,P,t), µπορούµε να 
βρούµε την κατάλληλη γεννήτρια συνάρτηση F θέτοντας Η′=0 στην (24γ), οπότε η F θα ικανοποιεί 
τη διαφορική εξίσωση, 
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0)t,p,q(H
t
F

ii =+
∂
∂  (25) 

 
όπου pi=∂F/∂qi. Η εξίσωση (25) καλείται εξίσωση Hamilton-Jacobi, η οποία περιέχει τις n+1 
ανεξάρτητες µεταβλητές q1,q2,...,qn,t. ∆εν θα ασχοληθούµε µε την επίλυση της (25).  
 
 
13.6  Οι εξισώσεις κίνησης σε µορφή των αγκύλων Poisson 
 
       Η αγκύλη Poisson ορίζεται ως ακολούθως: Αν  u και υ είναι δύο αυθαίρετες συναρτήσεις των 
q, p, τότε η αγκύλη Poisson των u και υ ως προς τις µεταβλητές q, p ορίζεται:   
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Είναι προφανής η αντισυµµετρική ιδιότης των αγκύλων Poisson [u,υ]=−[υ,u]. 
 
Πρόταση: Αν οι συντεταγµένες (q1,q2,...,qn,p1,p2,...,pn) είναι κανονικές συντεταγµένες, τότε 
ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:  
 

[qi,pj]=δij,      [qi,qj]=0,      [pi,pj]=0,      (27) 
 
όπου [,] είναι οι αγκύλες Poisson (η απόδειξη αφήνεται σαν άσκηση). 

 
Θεωρώντας ότι τα qi και pi είναι συναρτήσεις των νέων µεταβλητών Qk,Pk, η (26) µπορεί να γραφεί (θα 
παραλείπουµε του δείκτες q,p από την αγκύλη του Poisson), 
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η οποία µετά από αναγωγές γράφεται, 
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Αν τώρα αντικαταστήσουµε  Qk→u, και υ→u, η (28) γράφεται, 
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και λαµβάνοντας υπόψιν τις ιδιότητες (27), παίρνοµε 
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Με καθόµοιο τρόπο, καταλήγουµε στη σχέση 
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η οποία δίδει, 

κQ
u]P,u[ k ∂
∂

=   (29β) 

 
Αντικαθιστώντας τις (29) στην (28) παίρνουµε 
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δηλ. οι αγκύλες Poisson είναι αναλλοίωτες και ως προς τα δύο συστήµατα συντεταγµένων.  

 
Αν ως συνάρτηση u επιλεγεί η χαµιλτονιανή Η, τότε οι (29) γράφονται, 
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που είναι οι γνωστές µας κανονικές εξισώσεις Hamilton. Έστω ότι η συνάρτηση u=u(q,p,t). Τότε η 
ολική της παράγωγος ως προς το t είναι, 
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και εκφράζοντας τις συναρτήσει της χαµιλτονιανής, παίρνοµε, ii p,q &&

 

t
u]H,u[

dt
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∂
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+= . (31) 

 
Η (31) παριστάνει την χρονική εξέλιξη (ή την εξίσωση κίνησης) της συνάρτησης u. 
 
Παράδειγµα: Στο γνωστό µας πρόβληµα του αρµονικού ταλαντωτή (µάζα m προσδεδεµένη στο 
ένα άκρο ελατηρίου, σταθεράς k), εφαρµόζουµε ένα κανονικό µετασχηµατισµό, του οποίου η 
γεννήτρια συνάρτηση δίδεται από τη σχέση, 
 

QcotqmF 2
2
1 ω= , (α) 

 
όπου ω2=k/m. Οι εξισώσεις (24α,β) γράφονται για την γεννήτρια συνάρτηση (α), 
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Qsin

1qm
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Οι σχέσεις αυτές µπορούν να λυθούν ως προς Q και P συναρτήσει των q και p, όµως για λόγους 
κοµψότητος θα προτιµήσουµε το αντίστροφο, δηλ. να πάρουµε τις παλιές µεταβλητές ως προς τις 
νέες, 

 Qsin
m

P2q
ω

=  (γ1) 

 QcosPm2p  ω=  (γ2) 
 
Εφόσον ο χρόνος δεν περιλαµβάνεται ρητά στην F, τότε λόγω της (24γ), η χαµιλτονιανή δεν 

αλλάζει από τον µετασχηµατισµό. Αν 2
2
1 kqV =  είναι η δυναµική ενέργεια του αρµονικού 

ταλαντωτή, η χαµιλτονιανή παίρνει τη µορφή, 
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Εισάγοντας τις µεταβλητές Q και P µέσω των εξισώσεων µετασχηµατισµού (β) παίρνοµε, 
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m
PkQcosPH 22 ω
ω

ω =+= . (δ) 

 
Εποµένως, η χαµιλτονιανή είναι κυκλική ως προς Q, άρα η συζυγής της ορµή είναι σταθερά. 
Πράγµατι η εξίσωση Hamilton 
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δίδει Ρ=σταθερά. Ακόµη βλέπουµε από την (δ) ότι όντως Ρ=Ε/ω, όπου Ε είναι η ενέργεια 
(σταθερά). Η εξίσωση Hamilton για τη συντεταγµένη Q:   
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απ’ όπου έπεται: Q=ωt+α, όπου α σταθερά ολοκλήρωσης. Αντικαθιστώντας τώρα πίσω στις 
εξισώσεις µετασχηµατισµού (β) παίρνουµε τη λύση  
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η οποία παριστάνει την τυπική λύση για τον αρµονικό ταλαντωτή. Βέβαια χρησιµοποιώντας 
κανονικούς µετασχηµατισµούς για να λύσει κανείς το πρόβληµα του αρµονικού ταλαντωτή είναι 
“σαν να σπάει κανείς καρύδια µε τη βαριά”! Όµως βλέποµε εδώ ένα παράδειγµα πώς η 
χαµιλτονιανή µπορεί να τεθεί µέσω κανονικών µετασχηµατισµών σε τέτοια µορφή όπου όλες τις 
συντεταγµένες να είναι αγνοήσιµες.  
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ΣΕΙΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 4:     
 

1. Στο παρακάτω Σχήµα 2 απεικονίζεται µια αβαρής τροχαλία. Στα δύο άκρα του (επίσης 
αβαρούς) νήµατος της τροχαλίας έχουν εξαρτηθεί δύο µάζες Μ1 και Μ2, αντίστοιχα. Το 
σύστηµα αφήνεται να κινηθεί χωρίς τριβές υπό την επίδραση του βάρους των σωµάτων. 
Γράψετε την συνάρτηση Hamilton και τις εξισώσεις κίνησης των σωµάτων.              
(Αξίζει να σηµειωθεί ότι παρόλο που στο σύστηµα έχοµε 4 σώµατα, δηλ. τις δύο µάζες, το 
νήµα, και τη τροχαλία, εν τούτοις απαιτείται µια µόνο ανεξάρτητη µεταβλητή (η x του 
σχήµατος), για προσδιοριστεί πλήρως η κατάσταση του συστήµατος. Τούτο ερµηνεύεται  
ως εξής: κατά πρώτον τα δύο τελευταία σώµατα ως “αβαρή” αποκλείονται περαιτέρω 
συζήτησης, όµως οι 2 µάζες έπρεπε να χαρακτηρίζονται από τις συντεταγµένες τους x1 και 
x2, αντίστοιχα. Επειδή όµως υπάρχει ένας σύνδεσµος (constraint) µεταξύ τους, δηλ. το 
νήµα της τροχαλίας που τα συνδέει, ο οποίος εκφράζεται από τη µαθηµατική σχέση:  x1 + 
x2= l, ο αριθµός των ανεξάρτητων µεταβλητών µειώνεται από δύο σε ένα). 

 
2. (Πρόβληµα 13-3 του Kibble, τροποποιηµένο). Στο Σχήµα 3 απεικονίζεται µια αβαρής 

τροχαλία. Στο ένα άκρο του (επίσης αβαρούς) νήµατος της τροχαλίας έχει εξαρτηθεί µάζα 
2m, ενώ στο άλλο µάζα m, στην οποία έχει προσδεθεί το ένα άκρο ελατηρίου σταθεράς k. 
Στο ελεύθερο άκρο του ελατηρίου έχει προσδεθεί µια τρίτη µάζα m. Το σύστηµα αφήνεται 
να κινηθεί χωρίς τριβές υπό την επίδραση του βάρους των σωµάτων. Γράψετε την 
συνάρτηση Hamilton χρησιµοποιώντας ως γενικευµένες συντεταγµένες τις x1 και x2. Αν το 
σύστηµα ξεκινήσει από την ηρεµία και µε ατέντωτο ελατήριο, βρείτε τις θέσεις των 
σωµάτων συναρτήσει του t. 
 

3. Βρείτε τις τιµές των α και β για τις οποίες οι εξισώσεις 
 

,psinq,pcosqQ βP      β αα ==  
 
παριστούν κανονικό µετασχηµατισµό. Ποιά είναι η µορφή της γεννήτριας συνάρτησης 
F(p,Q,t) στη περίπτωση αυτή; 
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