
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3:  ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΚΑΙ ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ 
 
 
3.1  Συντηρητικές δυνάµεις 
 
Στο κεφάλαιο αυτό γενικεύουµε στις 3 διαστάσεις ό,τι εξετάσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο και 
συγκεκριµένα θα ασχοληθούµε µε το πρόβληµα της κίνησης ενός σωµατιδίου υπό την επίδραση 
εξωτερικής δύναµης. Η κινητική ενέργεια ενός σωµατιδίου µάζας m στις 3D ορίζεται  
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όπου  είναι το διάνυσµα θέσης του σωµατιδίου σε καρτεσιανές συντεταγµένες. 

∆ιαφορίζοντας την (1) λαµβάνουµε, 
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οπότε ο ρυθµός µεταβολής της κιν. ενέργειας είναι 
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όπου  και . Όµως )z,y,x( &&&
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=υ rddt
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, είναι ο ορισµός του στοιχειώδους έργου 

δύναµης στις 3D. Αν ολοκληρώσουµε την (2) µεταξύ των σηµείων 1r
r  και , καταλήγουµε στο 

θεώρηµα έργου-ενέργειας που λέει ότι η µεταβολή της κινητικής ενέργειας ισούται µε το 
προσφερόµενο έργο, δηλ.  ∆Τ=W, όπου ∆Τ≡Τ

2r
r

2-Τ1 είναι η µεταβολή της κινητικής ενέργειας και  
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είναι το παραγόµενο έργο από τη δύναµη F

r
 µετακινώντας το σωµατίδιο από το σηµείο: 21 rr

rr
→ . 

Το έργο αυτό συµβολίζεται επίσης και ως:  για να τονιστούν τα δύο ακραία σηµεία της 

µετακίνησης. Στη περίπτωση συντηρητικών δυνάµεων, ολοκληρώνοντας την εξίσωση κίνησης 
λαµβάνουµε την ολική ενέργεια του σωµατιδίου, 

21 rrW rr
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Ε = Τ + V, (5) 

 
η οποία είναι σταθερή, όπου η δυναµική ενέργεια ορίζεται, 
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Η στάθµη αναφοράς της δυναµικής ενέργειας )r(V 1

r  είναι αυθαίρετη και συνήθως λαµβάνεται ίση 

µε µηδέν. Η δυναµική ενέργεια είναι συνάρτηση του )z,y,x(r =
r , άρα µπορούµε να υπολογίσουµε  

το ολικό διαφορικό dV, 
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και την παράγωγό της ως προς t (ή άλλως, τον ρυθµό µεταβολής της ως προς τον χρόνο), 
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 καλείται τελεστής ανάδελτα ή del και συµβολίζεται µε ∇
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grad, όπου ),,( kji
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τα 3 µοναδιαία διανύσµατα κατά µήκος των 3 καρτεσιανών αξόνων. Οπότε, το 

δεύτερο µέρος της (7) µπορεί να γραφεί, 
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και συνεπώς η (7) γράφεται, 
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Το εσωτερικό γινόµενο (⋅) µεταξύ δύο διανυσµάτων υποστηρίζει την αντιµεταθετική ιδιότητα 

ABBA
rrrr

⋅=⋅ . Γυρνάµε τώρα στη (5), την οποίαν παραγωγίζοµε ως προς t  (για E=const), 
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όπου έχοµε λάβει  υπόψιν τις εξισώσεις (3) και (7), απ’ όπου προκύπτει, 
 

V- F ∇=
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  (8) 

(δηλ. 
x
VFx ∂
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−= , ...) Η σχέση βέβαια αυτή προκύπτει απ’ ευθείας από την (6), παραγωγίζοντάς 

την ως προς r
r (! πώς;). Πράγµατι, οι σχέσεις (8) και (6) είναι αντίστροφες! 

     Έχοµε δει ότι για να οριστεί η δυναµική ενέργεια που σχετίζεται µε µια δύναµη, θα πρέπει η 
δύναµη αυτή να είναι συντηρητική και τότε ορίζεται η V από την (6). Τίθεται βέβαια το ερώτηµα 
πότε µια δύναµη είναι συντηρητική. Μια µερική απάντηση σ’ αυτό είναι το εξής: όταν το 
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επικαµπύλιο ολοκλήρωµα στην (6) δεν εξαρτάται από το δρόµο ολοκλήρωσης που ενώνει τα 
σηµεία  , αλλά µόνο από τα ακραία σηµεία. Και πάλι αυτό δεν δίδει πρακτική απάντηση. 

Μπορούµε εκµεταλλευόµενοι την (8) να εκµαιεύσουµε την ικανή και αναγκαία συνθήκη για να 
είναι µια δύναµη συντηρητική. Ορίζεται ως στροβιλισµό ή curl µιας διανυσµατικής ποσότητος 
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Αν πάρουµε ως διάνυσµα A
r

 το διάνυσµα V∇
r

, η προηγούµενη σχέση δίδει: =
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 και οµοίως και για τις άλλες συνιστώσες. Συνεπώς, 0)V( =∇×∇

rr
 και αυτό 

το αποτέλεσµα µας οδηγεί στην αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε η δύναµη F
r

 να είναι 

συντηρητική: 0)V(F =∇−×∇=×∇
rrrr

, δηλ. 

 
0F =×∇
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      Ορίζεται ροπή (ως προς το σηµείο 0) δύναµης F

r
που ασκείται πάνω σ’ένα σωµάτιο στη θέση 

r
r , το διανυσµατικό (ή εξωτερικό) γινόµενο   
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rrr
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Η διεύθυνση του διανύσµατος της ροπής τr είναι κάθετη στο επίπεδο που ορίζουν τα διανύσµατα 

r
r  και F

r
 (βλέπε Σχήµα 1). Αν και η ροπή είναι ελεύθερο διάνυσµα, εν τούτοις µπορούµε να 

θεωρήσουµε ότι η ροπή βρίσκεται πάνω στον άξονα που τείνει να περιστρέψει η δύναµη το 

σωµατίδιο. Το µέτρο της ροπής είναι τ=rF sinθ  (όπου θ είναι η γωνία µεταξύ των r
r  και F

r
). 

 
 
 
 
 
Σχήµα 1  Το διάνυσµα της ροπής τ

r  είναι 

κάθετο στο επίπεδο των r
r  και  F
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Παροµοίως ορίζεται ως στροφορµή (ως προς το σηµείο 0) ενός σωµατιδίου που βρίσκεται στη 
θέση r

r , το διανυσµατικό γινόµενο   
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όπου είναι η ορµή του σωµατιδίου. Το διάνυσµα της στροφορµής  ορίζεται κατά 

παρόµοιο τρόπο µε εκείνο του  στο Σχήµα 1.  Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής είναι:  
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, καθόσον 0mp =×=× υυυ
rrrr  και F

dt
pd rr

=  από τον 2ο νόµο του Νεύτωνα. 

Συνεπώς προκύπτει η σχέση, 
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η οποία εκφράζει την εξίσωση της περιστροφικής κίνησης (σε µιά της µορφή). 
 
 
3.2 Κεντρικές δυνάµεις 
 
Μια εξωτερική δύναµη καλείται κεντρική αν έχει τη µορφή, 
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όπου  r) είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κατά την διεύθυνση του διανύσµατος θέσης r

r  (βλέπε Σχήµα 

2). Κατά τον ορισµό της (13), η δύναµη )r(F
rr
κατευθύνεται προς (ή από) κάποιο συγκεκριµένο 

σηµείο, το οποίο λαµβάνεται σαν αρχή των συντεταγµένων 0. 
 
 
 
 

r
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Σχήµα 2  Το διάνυσµα θέσης  και τα µοναδιαία 

διανύσµατα σε πολικές θ 
)),r και καρτεσιανές 

συντεταγµένες. y )) ,x . 

 
 
 
 
Η ροπή που ασκεί µια κεντρική δύναµη πάνω σ
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διότι 0rr =×  )

r
. Από αυτό συνεπάγεται και λαµβάνοντας υπόψιν την (12) ότι η στροφορµή στη 

περίπτωση των κεντρικών δυνάµεων διατηρείται σταθερή, l
r

=σταθ., και κατά διεύθυνση και κατά 
µέτρο, δηλ. το διάνυσµα της στροφορµής παραµένει κάθετο προς το επίπεδο που ορίζουν το 
διάνυσµα θέσης και η ταχύτητα του σώµατος. Για παράδειγµα, η Γη κατά την ελλειπτική περιφορά 
της γύρω από τον Ήλιο παραµένει µέσα στο ίδιο επίπεδο, εφόσον η ελκτική δύναµη που δέχεται 
(κυρίως) από τον Ήλιο είναι κεντρική. Το αποτέλεσµα αυτό (δηλ. της διατήρησης της 
στροφορµής) εκφράζει (υπό διαφορετική διατύπωση) τους δύο πρώτους νόµους του Kepler. Για να 
εκτιµήσουµε καλύτερα το δεύτερο αποτέλεσµα, µας είναι βολικό να εργαστούµε σε πολικές 
συντεταγµένες. 
      Οι πολικές συντεταγµένες  (r, θ) σχετίζονται µε τις καρτεσιανές πάνω στο επίπεδο (x,y) µε τις 
ακόλουθες σχέσεις (βλέπε Σχήµα 2), 
 

x = r cos θ,     y = r sin θ, (14a) 
ή 
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x
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Τα µοναδιαία διανύσµατα θ
)),r  (όπου )1r == θ

))  ορίζονται κατά τις διευθύνσεις που αυξάνονται 

τα αντίστοιχα µεγέθη r,θ (βλέπε Σχήµα 2) και σχετίζονται µε τα µοναδιαία καρτεσιανά διανύσµατα 

y,x ))  (όπου 1yx == )) ) από τις σχέσεις, 
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   θ
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Παραγωγίζοντας τις (15), λαµβάνουµε τα ενδιαφέροντα αποτελέσµατα, 
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Μπορούµε να υπολογίσουµε τις συνιστώσες της ταχύτητος και της επιτάχυνσης σε πολικές 
συντεταγµένες. Πράγµατι, αν το διάνυσµα θέσης (ενός σώµατος) είναι, 
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(όπου ω=dθ/dt είναι η γωνιακή ταχύτης) απ’όπου λαµβάνουµε τις δύο συνιστώσες της ταχύτητος  

κατά τις διευθύνσεις θ
)),r  (ακτινική και εγκάρσια), 
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Το διάνυσµα της επιτάχυνσης υπολογίζεται κατ’ ανάλογο τρόπο, 
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(όπου α=dω/dt= d2θ/dt2 είναι η γωνιακή επιτάχυνση) απ’όπου λαµβάνουµε τις δύο συνιστώσες της 

επιτάχυνσης κατά τις διευθύνσεις θ
)),r  (ακτινική και εγκάρσια), 

2
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Ο όρος –rω2 στην ακτινική συνιστώσα της επιτάχυνσης καλείται κεντροµόλος επιτάχυνση, ενώ ο 

όρος 
dt
dr2ω  στην εγκάρσια συνιστώσα καλείται επιτάχυνση Coriolis  (πιο σωστά, r2 υω rr

× ). 

      Γυρνώντας τώρα στην στροφορµή, σε πολικές συντεταγµένες λαµβάνοντας υπόψιν τη (17) ή 
(18) έχουµε, 

z ωθ ωθω υ )))))rrr
l
r 22 mrrmr)rr
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dr(mrmr =×=+×=×=  (21) 

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το µοναδιαίο διάνυσµα z)  κάθετο στα θ
)),r ,  δηλ. θz

))) ×= r . Μάλιστα, 

τα )z,,r( ))) θ  είναι τα 3 µοναδιαία διανύσµατα στις κυλινδρικές συντεταγµένες (r, θ, z). Το γεγονός 

ότι στη περίπτωση των κεντρικών δυνάµεων, l
r

=σταθ., οδηγεί στη σχέση: m2r 2
2
1 l=ω = σταθ. 

Όµως η ποσότης θdrdA 2
2
1=  παριστάνει το εµβαδόν που σαρώσει η επιβατική ακτίνα (δηλ. το 

διάνυσµα θέσης), οπότε  ο ρυθµός µεταβολής 
m2

r
dt
dA 2

2
1 l

== ω =σταθ., που είναι γνωστός σαν 2ος 

νόµος του Kepler στη κίνηση των πλανητών. 
      Πριν κλείσουµε το εδάφιο αυτό, θα υπενθυµίσουµε ένα ακόµη σύστηµα συντεταγµένων που θα 
χρησιµοποιήσουµε παρακάτω, συγκεκριµένα το σύστηµα των σφαιρικών συντεταγµένων. Οι 
σφαιρικές συντεταγµένες (r, θ, φ) ορίζονται, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3, από τις ακόλουθες 
σχέσεις  

x = r sin θ cos φ,     y = r sin θ sin φ, z  = r cos θ,   (22a) 
ή 
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222 zyxr ++= ,   z/yxtan 221 += −θ ,    (22b) x/ytan 1−=φ

 
Ελπίζω να µην δηµιουργηθεί σύγχυση, επειδή χρησιµοποιώ το ίδιο σύµβολο r και για τα δύο 
συστήµατα συντεταγµένων. Συγκεκριµένα, στο σύστηµα πολικών συντεταγµένων, η συντεταγµένη 

r (όπου 22 yxr += ) βρίσκεται πάνω στο επίπεδο (x, y),  ενώ στο σύστηµα σφαιρικών 

συντεταγµένων, η συντεταγµένη  r (όπου 222 zyxr ++= ) βρίσκεται στο 3D χώρο. Πάντως, 

και στα δύο συστήµατα, r είναι το µέτρο του διανύσµατος θέσης r
r  (βλέπε Σχήµατα 2 και 3). 

 
 
 
 
 
 
Σχήµα 3   Σφαιρικές συντεταγµένες  (r,θ,φ) 
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Παραγωγίζοντας τις σχέσεις (23), λαµβά
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Στις σφαιρικές συντεταγµένες, το διάνυσ
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( )1=== φθ ))
r)  ορίζονται κατά τις διευθύνσεις που 

,φ (βλέπε Σχήµα 3) και σχετίζονται µε τα µοναδιαία 

1z == ) ) από τις σχέσεις, 
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νουµε τα αποτελέσµατα, 
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µα θέσης δίδεται από τη σχέση, 
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[όπου ),(rr φθ)) = ] την οποίαν παραγωγίζοντας και χρησιµοποιώντας τις (24), λαµβάνουµε το 

διάνυσµα της ταχύτητος και της επιτάχυνσης, αντίστοιχα 
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όπου ω=dθ/dt είναι η γωνιακή ταχύτης και α=dω/dt= d2θ/dt2 είναι η γωνιακή επιτάχυνση. Ακόµα, 

επειδή τα µοναδιαία διανύσµατα ),,r( φθ )))  αποτελούν ένα σύνολο αµοιβαίων ορθογωνίων 

διανυσµάτων, κάθε διάνυσµα A
r

 µπορεί να παρασταθεί συναρτήσει των σφαιρικών του 
συντεταγµένων, 
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και το µέτρο του θα ισούται µε  
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Η κινητική ενέργεια για παράδειγµα µπορεί να εκφραστεί στα τρία συστήµατα συντεταγµένων 
(καρτεσιανές, κυλινδρικές, και σφαιρικές) που περιγράψαµε παραπάνω ως εξής, 
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(σφαιρικές)               )sinrrr(mmT 222222
2
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Έχοντας υπολογίσει τις επιταχύνσεις στα συστήµατα αυτά, θα µπορούσαµε να γράψουµε τις 
εξισώσεις κίνησης. Ωστόσο είναι πιο βολικό να γράψουµε τις εξισώσεις αυτές σε αυθαίρετο 
σύστηµα συντεταγµένων, χρησιµοποιώντας την µέθοδο που οφείλεται στον Lagrange. 
 
 
 
 
 
 

Chap.3 
 24



3.3  Λογισµός των µεταβολών  
 
     Ένα βασικό πρόβληµα του απειροστικού λογισµού είναι να βρούµε την καµπύλη εκείνη για την 
οποίαν ένα δεδοµένο επικαµπύλιο ολοκλήρωµα είναι ακρότατο. Θεωρούµε κατ’ αρχήν το 
πρόβληµα στην 1D. Συγκεκριµένα, θέλουµε να βρούµε ένα δρόµο (path) S µεταξύ των σηµείων 
(xo,yo) και (x1,y1), ο οποίος περιγράφεται από κάποια συνάρτηση, 
 

y = y(x),  (30) 
 
η οποία να ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες (βλέπε Σχήµα 4), 
 

yo = y(xo),   y1 = y(x1)  (31) 
 
τέτοιο ώστε το ολοκλήρωµα  

∫ ′=
1

o

x

x
dx)x,y,y(fJ

      

    (32) 

να είναι ακρότατο, δηλ. µέγιστο ή ελάχιστο, όπου y′=dy/dx. 
 
 
 
 
 
Σχήµα 4   ∆ιάφοροι δρόµοι στο 1D πρόβληµα ακρότατων 
(το διάγραµµα δεν είναι στο µορφικό χώρο) 

 
 
 
     Ας υποθέσουµε ότι κάθε πιθανός δρόµος Si απ
από τη τιµή κάποιας παραµέτρου α, τέτοιας ώστε 
ακρότατο στο ολοκλήρωµα (32) να ορίζεται γι
Μπορούµε τότε να παραστήσουµε τον κάθε πιθανό
 

y(x,α) = y(x,α=0) + 
 
όπου η συνάρτηση η(x) εξαρτάται µόνο από 
η(xo)=η(x1)=0. Χρησιµοποιώντας µια τέτοια πα
ολοκλήρωµα στη (32) γράφεται 

                               ∫=
1

o

x

x
x(y(f)(J

      

  α

Το συναρτησοειδές J (διότι το πεδίο ορισµού
παραγωγίσιµο. Για να έχοµε ακρότατη τιµή στο J, θ

Chap.3 
 

ό το σηµείο (xo,yo) στο (x1,y1) χαρακτηρίζεται 
ο επιθυµητός δρόµος (ή δρόµοι) που δίδουν το 
α ορισµένη τιµή του α, ας πούµε για α=0. 
 δρόµο από τη παραµετρική σχέση, 

α η(x), (33) 

το x και µηδενίζεται στα ακραία σηµεία, 
ραµετρική αναπαράσταση, όπως η (33), το 

  (34) ′ dx)x),,x(y),,  αα

 του είναι ο χώρος των καµπύλων) είναι 
α πρέπει να ισχύει 
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, (35) 

οπότε παραγωγίζοντας ως προς α την (34) βρίσκοµε, 
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. (36) 

Ο 2ος όρος µέσα στο ολοκλήρωµα (36) µπορεί να γραφεί, 
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και ολοκληρώνοντας κατά µέρη  παίρνοµε, 
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Όµως από την υπόθεση (33) προκύπτει ότι: )x(yy η
αα =
∂
∂

≡′  και επειδή η συνάρτηση η(x) 

µηδενίζεται στα ακραία σηµεία, έπεται ότι:  0)x(y)x(y o1 =′=′ αα , άρα ο 1ος όρος στην (37) 

µηδενίζεται, και συνεπώς η (36) γράφεται 
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Για να πάροµε την συνθήκη των ακρότατων, πολλαπλασιάζοµε και τα δύο µέρη της (38) επί dα, 
και υπολογίζοµε τη παράγωγο στη τιµή α=0,  
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Η ποσότης JdJ
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  καλείται µεταβολή (variation) του J και οµοίως α
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Εδώ η µεταβολή δy παριστάνει µια αυθαίρετη µεταβολή του y, που προκύπτει από µια στοιχειώδη 
µεταβολή της παραµέτρου α από τη µηδενική της τιµή. Εφόσον η µεταβολή δy είναι αυθαίρετη, θα 
πρέπει η µεταβολή δJ να µηδενίζεται , 

0dx)
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απ’όπου προκύπτει ότι η συνάρτηση ολοκλήρωσης (δηλ. η αγκύλη) πρέπει να µηδενίζεται, 

0)
y
f(

dx
d

y
f

=
′∂

∂
−

∂
∂ . (40) 

Εποµένως, το συναρτησοειδές J έχει ακρότατο µόνο για εκείνες τις καµπύλες y(x), για τις οποίες η 
f  ικανοποιεί την εξίσωση (40), η οποία µοιάζει µε την εξίσωση Lagrange. 
 
Παράδειγµα: Να βρεθεί ο συντοµώτερος δρόµος µεταξύ των σηµείων (xo,yo) και (x1,y1) στο 
επίπεδο. 
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    Όλοι βέβαια γνωρίζοµε ότι η ευθεία που συνδέει τα δύο σηµεία είναι η απάντηση του 

προβλήµατος, )xx(
xx
yy

yy o
o1

o1
o −

−
−

=− , όµως εφαρµόζοντας την προηγούµενη θεωρία 

µπορούµε να καταλήξουµε στο ίδιο αποτέλεσµα. Πράγµατι, γνωρίζοµε ότι το µήκος της τόξου 
µεταξύ των δύο σηµείων είναι 

∫ +=
1

o

x

x

2 dx)
dx
dy(1I

      

    

Η απαίτηση ότι το τόξο να είναι ο συντοµώτερος δρόµος οδηγεί στη συνθήκη το Ι να είναι 
ελάχιστο. Αυτό αποτελεί ένα παράδειγµα του προβλήµατος των ακρότατων όπως εκφράζεται από 
την (32) µε  

 2)
dx
dy(1)x,y,y(f +=′ . 

Υπολογίζουµε τις παραγώγους, 
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και αντικαθιστώντας στην (40), παίρνοµε 

0)
y1

y(
dx
d

2
=
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συνεπώς  

c
y1

y
2
=

′+

′
: σταθ 

και λύνοντας ως προς y′  βρίσκουµε, 
y′ = α : σταθ, 

η οποία ολοκληρούµενη δίδει: 
y = αx+β 

 
έτσι φθάνουµε στο ίδιο αποτέλεσµα., χρησιµοποιώντας τις οριακές συνθήκες για να υπολογίσουµε 
τις σταθερές (α,β). 
 
     Επιστρέφοντας πάλι στο πρόβληµα της θεωρίας των µεταβολών, µπορούµε να γενικεύσουµε το 
πρόβληµα στη περίπτωση που η συνάρτηση f εξαρτάται από n-µεταβλητές, y1,y2,…,yn και από τις 
παραγώγους των . Τότε υπολογίζοντας τη µεταβολή του ολοκληρώµατος J n21 y,...,y,y ′′′

∫ ′′=
1

o

x

x
n1n1 dx)x,y,...,y,y,...,y(fJ

      

   δδ  (41) 

και επαναλαµβάνοντας τα ίδια βήµατα από (33)-(40), οδηγούµαστε στις εξισώσεις 
 

n,...,1i,0)
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Οι εξισώσεις αυτές είναι γνωστές σαν διαφορικές εξισώσεις Euler-Lagrange για το 
συναρτησοειδές J, οι λύσεις των οποίων παριστούν εκείνες τις καµπύλες για τις οποίες η µεταβολή 
του ολοκληρώµατος της µορφής (41) µηδενίζεται. 

 
Αν θέλει κανείς να δει τα ακριβή βήµατα για την παραγωγή της (42), µπορεί να ακολουθήσει το κοµµάτι 
αυτό, διαφορετικά να προχωρήσει στο επόµενο κοµµάτι. 
Όπως και προηγουµένως, η µεταβολή του ολοκληρώµατος J στην (41) λαµβάνεται θεωρώντας το J ως 
συνάρτηση µιας παραµέτρου α, η οποία χαρακτηρίζει όλες τις πιθανές καµπύλες yi(x,α). Οπότε µπορούµε να 
εισάγουµε την παράµετρο α θέτοντας, 

y1(x,α) = y1(x,α=0) + α η1(x), 
y2(x,α) = y2(x,α=0) + α η2(x), 

…………………………….. (42) 
…………………………….. 

όπου οι y1(x,α=0), y2(x,α=0), … είναι οι λύσεις του προβλήµατος των ακρότατων και οι η1(x), η2(x),… είναι 
αυθαίρετες συναρτήσεις του x που µηδενίζονται στα ακραία σηµεία, ηi(xo)=ηi(x1)=0. Ο υπολογισµός 
προχωρά όπως και προηγουµένως. Η µεταβολή του J δίδεται συναρτήσει των 
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Ο 2ος όρος µέσα στο ολοκλήρωµα (43) µέσα στο άθροισµα µπορεί να γραφεί, 
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και ολοκληρώνοντας κατά µέρη  βρίσκουµε, 
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Ο 1ος όρος στη (44) µηδενίζεται, διότι όλες οι καµπύλες yi περνούν από τα σταθερά σηµεία xo, x1, οπότε 
αντικαθιστώντας στην (43) παίρνουµε, 
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όπου η µεταβολή δyi είναι α
α

δ
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= . Εφόσον οι συναρτήσεις yi είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, οι 

µεταβολές δyi είναι επίσης ανεξάρτητες, συνεπώς η µεταβολή δJ µηδενίζεται, εάν και µόνο εάν οι 
συντελεστές των δyi στην (45) µηδενίζονται, δηλ.  
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ii
, (46) 

η οποία παριστάνει την γενίκευση της (40) για πολλές µεταβλητές. 

 
     Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ότι οι εξισώσεις κίνησης σώµατος ταυτίζονται µε τις εξισώσεις  
Euler-Lagrange (για συντηρητικές δυνάµεις). Ορίζουµε σαν συνάρτηση Lagrange (ή 
Lagrangian),  

)z,y,x(V)zyx(mVTL 222
2
1 −++=−= &&& . (47) 
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Οι παράγωγοί της L είναι 

xx F
x
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x
L,pxm

x
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 (48) 

 
και παρόµοιες εκφράσεις για τις y και z συνιστώσες. Η εξίσωση κίνησης (2ος νόµος του Νεύτωνα)  
για την x-συνιστώσα είναι 

xx Fp
dt
d

= , 

η οποία µπορεί να γραφεί 

x
L

x
L
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∂
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=
∂
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&

. (49) 

 
H εξίσωση (49) έχει ακριβώς την µορφή των εξισώσεων Euler-Lagrange, που προκύπτουν κατ’ 
αναλογίαν από την απαίτηση όπως το ολοκλήρωµα 

∫=
1

o

t

t
LI

      

dt   (50) 

να είναι ακρότατο. Το ολοκλήρωµα (50) καλείται ολοκλήρωµα δράσης. Φθάνουµε λοιπόν στην 
αρχή του Hamilton ή αρχή της ελαχίστης δράσης που λέει ότι η κίνηση ενός συστήµατος από τη 
χρονική στιγµή  to→t1 είναι τέτοια ώστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα (50), όπου L=T-V, να είναι 
ακρότατο ως προς την επιλογή του δρόµου κίνησης. Η αρχή του Hamilton λέγεται και αρχή της 
ελαχίστης δράσης διότι το ολοκλήρωµα δράσης (50) όχι µόνο είναι ακρότατο, αλλά και ελάχιστο. 
      Η γενίκευση των εξισώσεων (49) για n-γενικευµένες συντεταγµένες, q1,q2,…,qn και τις 
αντίστοιχες ταχύτητες είναι, 
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. (51) 

 
Οι εξισώσεις (51) είναι γνωστές σαν εξισώσεις Lagrange. Μπορούµε να ορίσουµε κατ’αναλογίαν 
µε τις καρτεσιανές συντεταγµένες την γενικευµένη ορµή, 

i
i q

Lp
&∂
∂

=  (52a) 

και την γενικευµένη δύναµη, 

i
i q

LF
∂
∂

= . (52b) 

 
Παράδειγµα: Κίνηση σώµατος στο επίπεδο. Λαµβάνουµε τις πολικές συντεταγµένες (r,θ) σαν 
γενικευµένες µεταβλητές, 

q1 = r 
 q2 = θ. 

 
H ταχύτητα δίδεται από την (17) 
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όπου ω=θ , άρα η κινητική ενέργεια είναι,  &
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και από την  Lagrangian, L = T – L, υπολογίζουµε τις γενικευµένες ορµές  
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συνεπώς οι εξισώσεις κίνησης είναι, 
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Η παρένθεση λαµβάνοντας υπόψιν την (21) παριστάνει την στροφορµή, οπότε η 2η εξίσωση 

γράφεται, 0
dt
d

=
l , δηλ. η στροφορµή είναι σταθερή, = σταθ.!  Ακόµη, εφόσον η 

στροµορµή είναι σταθερή, η γωνιακή ταχύτης ισούται µε   και αντικαθιστώντας στην 
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η εξίσωση παίρνουµε, 
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Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέρη επί r& και ολοκληρώνοντας παίρνουµε, 
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όπου Ε είναι µια σταθερά ολοκλήρωσης. Ακόµη, µετά από αναδιοργάνωση των όρων, η 
προηγούµενη σχέση γράφεται 
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και συγκρίνοντας µε την (29), ανακαλύπτουµε µια φορά ακόµη την διατήρηση της ενέργειας,  
Τ+V = Ε =σταθ. για συντηρητικές δυνάµεις! 
 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ:  ΣΕΙΡΑ 2 
 

1. Βρείτε ποιές από τις παρακάτω δυνάµεις είναι συντηρητικές:  
      (i) Fx=ax+by2, Fy=az+2bxy,  Fz=ay+bz2

      (ii) Fr=2ar sinθ sinφ,  Fθ=ar cosθ sinφ,  Fφ=ar cosφ 
2. (∆ιατοµικό µόριο) ∆ύο σώµατα µε µάζες m1, m2 συνδέονται µέσω ελατηρίου σταθεράς k, 

και µπορούν να ολισθαίνουν χωρίς τριβές κατά µήκος του άξονα x. (α) Γράψετε τις 
εξισώσεις κίνησης για καθένα σώµα, και (β) αποδείξετε ότι το κέντρο µάζας κινείται µε 
σταθερή ταχύτητα. 

3. Σώµα κινείται στο επίπεδο υπό την επίδραση της κεντρικής δύναµης   

                                       )
c

rr2r1(
r
1F 2

2

2

&&& −
−=  

όπου r η απόσταση του σώµατος από το κέντρο έλξης. Να ευρεθεί η γενικευµένη 
δυναµική ενέργεια η οποία δηµιουργεί τέτοια δύναµη και από το αποτέλεσµα αυτό να 
γραφεί η Lagrangian του σώµατος. 
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